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Resumen. En estas notes se presenta una visión panorámica, aśı como
una interpretación general, de la teoŕıa desarrollada por H. O. Kreiss,
A. Majda y G. Métivier, entre otros, sobre la admisibilidad de condi-
ciones de frontera para sistemas simétricos hiperbólicos en varias dimen-
siones espaciales. Se presta especial atención a las condiciones necesaria
y suficiente, conocidas como la condición débil y uniforme de Kreiss-
Lopatinksi, respectivamente, para tener un problema bien planteado en
L2.
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Prefacio

Este documento contiene las notas del mini-curso que impart́ı en la I
Escuela de Análisis Matemático en la Facultad de Ciencias de la Universidad
de Colima, México, del 26 al 30 de septiembre del 2016. El objetivo del curso
fue presentar una visión panorámica, aśı como una interpretación general, de
la teoŕıa desarrollada por H. O. Kreiss, A. Majda y G. Métivier, entre otros,
sobre la admisibilidad de condiciones de frontera para sistemas simétricos
hiperbólicos en varias dimensiones espaciales.

Los sistemas simétricos hiperbólicos de primer orden con valores iniciales
y de frontera aparecen en diversas aplicaciones, entre las que destacan las
ecuaciones de la elastodinámica [32, 11], las ecuaciones de Einstein de la
teoŕıa de relatividad general [19], y la estabilidad multidimensional de on-
das de choque [23, 24]. La teoŕıa, desarrollada desde los años 70 (a partir
del art́ıculo fundamental de H. O. Kreiss [17]) hasta la fecha, es bastante
complicada y su interpretación no es aparente. En este curso me enfocaré en
examinar las condiciones necesaria y suficiente, establecidas por Kreiss, para
tener un problema bien planteado en sentido L2. Por razones de tiempo y
de simplicidad, dejaré a un lado la teoŕıa general de existencia y unicidad,
y me limitaré a estudiar un problema prototipo: el de un sistema simétrico
hiperbólico con coeficientes constantes, definido en un semi-plano, con fron-
tera no caracteŕıstica. Este problema es suficientemente complicado en śı
mismo, y su estudio es fundamental para analizar la estabilidad multidi-
mensional de ondas de choque planas (soluciones discontinuas de sistemas
nolineales de ecuaciones), cuyo planteamiento se puede transformar en un
problema con coeficientes constantes. Cabe señalar que las condiciones des-
cubiertas por Kreiss son puramente algebraicas, y relacionan las propiedades
de las soluciones al sistema de ecuaciones, con la estructura algebraica de la
condición de frontera. Notablemente, el estudio de estas condiciones para
diversos sistemas de origen f́ısico es objeto de intensa investigación.

La literatura sobre el tema consiste, sobre todo, en art́ıculos de investi-
gación (algunos de ellos muy técnicos). Destacan, sin embargo, tres referen-
cias: el art́ıculo revisionista de Higdon [14], el caṕıtulo 14 del libro (general)
de D. Serre [32], y el texto relativamente reciente de S. Benzoni-Gavage y
D. Serre [3]. Este último contiene prácticamente todo lo que se conoce sobre
el tema, aunque es muy especializado. Espero que tanto el curso impartido
como el presente documento, sirvan de motivación para que los estudiantes
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asistentes al primero y los potenciales lectores del segundo, se introduzcan
en este vigoroso campo de estudio en análisis aplicado.

Agradezco a Salvador Pérez-Esteva por la gentil invitación para impar-
tir el curso. Asimismo, agradezco a Magali Folch y a Ricardo Sáenz por
la magńıfica organización y su amable hospitalidad, que hicieron de la es-
cuela un éxito, y de mi estancia en la Universidad de Colima una agradable
experiencia.

Ramón G. Plaza
Ciudad de México

Octubre 2016.



Notación

Lista de acrónimos, śımbolos y notación utilizados en el texto:

A> Transpuesta de la matriz (o vector) A
A∗ Conjugada transpuesta de la matriz (o vector) A
detA Determinante de la matriz A
kerA Núcleo de la matriz (u operador) A
R(A) Rango de la matriz (u operador) A
Br(x) Bola de radio r > 0 y centro en x
C Campo de números complejos
Ck(X;Y ) Espacio de funciones k-diferenciables en el espacio de Banach

X que toma valores en el espacio de Banach Y
Ck0 (X;Y ) Espacio de funciones k-diferenciables con soporte compacto en

X
c.d.s. Acrónimo de “casi donde sea”
Lp Espacio de funciones Lebesgue medibles tales que

´
|f |p dx <

+∞, 1 ≤ p <∞
N Conjunto de números naturales
Ω Cerradura del conjunto Ω
∂Ω Frontera del conjunto Ω
∅ Conjunto vaćıo
R Conjunto de números reales
Rd Espacio euclideano de dimensión d ≥ 1
uxi , ∂xiu Derivada parcial ∂u/∂xi
∂kxiu Derivada parcial de orden k ≥ 0 con respecto a la variable xi:

∂ku/∂xki
Wm,p, Hs Espacios de Sobolev
Z Campo de números enteros
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LECCIÓN 1

Problemas hiperbólicos en una dimensión espacial

En esta primera lección vamos a introducir el concepto de hiperbolici-
dad, por un lado, y el de problema mixto, por el otro, cuando la dimensión
espacial es igual a d = 1. Prestaremos especial atención a determinar qué
tipo de condiciones de frontera son admisibles para tener un problema bien
planteado, que en este caso significa que no tengamos un problema ni sobre-
ni sub-determinado. Este tipo de sistemas hiperbólicos en una dimensión
aparecen de manera natural en mecánica de fluidos y en fenómenos de trans-
porte, entre otros.

1.1. Problemas hiperbólicos escalares

Pensemos en la ecuación diferencial parcial más simple posible. Ésta es,

ut + aux = 0, (1.1)

donde x ∈ R es la variable espacial, t > 0 denota el tiempo, u = u(x, t) es
una cantidad escalar, y a ∈ R, a 6= 0, es constante.

Esta ecuación, a pesar de su sencillez, tiene nombre: se conoce como
la ecuación de transporte (en su versión más simple: ecuación escalar, en
una dimensión espacial, con velocidad constante). El problema de Cauchy
asociado a (1.1) consiste en resolver (1.1) sujeta a una condición inicial de
la forma

u(x, 0) = u0(x), (1.2)

donde u0 : R→ R es una función conocida.

Observación 1.1. Se puede utilizar la ecuación (1.1) para modelar la
concentración (por unidad de longitud) de una sustancia qúımica, en la
posición x ∈ R a tiempo t > 0, que se vierte sobre un dominio unidi-
mensional, por ejemplo, un ŕıo que fluye con velocidad constante a. Si la
sustancia no se difunde, entonces ésta se transporta con velocidad a ∈ R. La
condición inicial representa la distribución inicial de la sustancia a lo largo
del ŕıo.

Reconocemos que el lado derecho de la ecuación (1.1) es la derivada
direccional de u en dirección de (a, 1)> en el plano (x, t):

ut + aux = ∇(x,t)u ·
(
a
1

)
= 0.
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4 1. PROBLEMAS HIPERBÓLICOS EN UNA DIMENSIÓN ESPACIAL

El vector (a, 1)> ∈ R × (0,+∞) en el espacio-tiempo determina una
dirección preferencial, denominada caracteŕıstica, que está determinada por
la misma ecuación. Esto motiva la siguiente

Definición 1.2. Las curvas de la forma

x(t) = at+ y0,

para t > 0 y y0 ∈ R fijo, se denominan curvas caracteŕısticas asociadas a la
ecuación (1.1).

Las curvas caracteŕısticas están dotadas de una propiedad importante:
la “información” se propaga sobre ellas. Esto significa, con precisión, lo
siguiente:

Proposición 1.3. Si u = u(x, t) es una solución diferenciable de la
ecuación (1.1) entonces u es constante sobre todas las curvas caracteŕısticas.

Demostración. Evaluamos la solución sobre una curva caracteŕıstica,
U(t) := u(at+ y0, t). De este modo,

dU

dt
=

d

dt
u(at+ y0, t) = (aux + ut)(at+ y0, t) = 0.

�

En vista de esta observación, resolver el problema de Cauchy (1.1), (1.2)
es muy sencillo. Para cada (x, t) ∈ R× (0,+∞), fijo, existe una única curva
caracteŕıstica

{(x+ a(s− t), s) ∈ R× (0,+∞) : s ≥ 0},

que intersecta al eje s = 0 en el punto y0 = x − at. Como u es constante
sobre la curva caracteŕıstica, entonces la solución es simplemente

u(x, t) = u(x− at, 0) = u0(x− at).

En efecto, si u0 tiene derivadas continuas con respecto a su argumento en-
tonces

ut + aux = −au′0(x− at) + au′0(x− at) = 0.

Las siguientes observaciones son triviales en este contexto, pero son im-
portantes:

• La solución tiene forma de onda viajera: u(x, t) = u0(x − at).
Es decir, es una función que no cambia de forma y que depende
únicamente de la variable de translación, x−at. La onda viaja con
velocidad a ∈ R, a 6= 0.
• Si u0 es de clase Cm(R) entonces, claramente, u es de clase Cm(R×

(0,+∞). Es decir la regularidad se preserva.
• Dado que a 6= 0, la curva de datos iniciales {t = 0} no es una curva

caracteŕıstica.



1.1. PROBLEMAS HIPERBÓLICOS ESCALARES 5

Ahora nos planteamos la posibilidad de imponer condiciones de frontera.
Pensando en el ejemplo del qúımico que se transporta por el flujo de un ŕıo,
supongamos que en un punto del ŕıo, x = 0, se vierte el qúımico a una razón
conocida. En este caso, conocemos la concentración u en el punto x = 0
para todo tiempo t > 0. La condición de frontera tiene la forma genérica

bu(0, t) = g(t), t > 0, (1.3)

donde b 6= 0 es una constante, y g = g(t) es una función conocida de t > 0.
El resultado es un problema con valores iniciales y de frontera: resolver

(1.1), sujeta a la condición inicial (1.2) y a la condición de frontera (1.3), es
decir,

ut + aux = 0, x > 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x > 0,

bu(0, t) = g(t), t > 0.

(1.4)

Supongamos, por el momento, que a > 0. Sea (x, t) ∈ R × (0,+∞).
Entonces tenemos dos casos:

(a) x > at
(b) 0 < x < at

En el caso (a), la curva caracteŕıstica que pasa por (x, t) intersecta al
ejer {t = 0} en el punto x − at > 0, y la solución está determinada por la
condición inicial. En el caso (b), x − at < 0, y la curva caracteŕıstica que
pasa por (x, t) intersecta primero al eje {x = 0} en el punto (0, t− x/a) (es
decir, a tiempo t− x/a > 0). En este caso la solución está determinada por
la condición de frontera.

La solución al problema (1.4) es, por lo tanto,

u(x, t) =

{
u0(x− at), 0 < at < x,

g(t− x/a)/b, 0 < x < at.
(1.5)

Notamos que es menester requerir la siguiente condición de compatibil-
idad entre los datos iniciales y de frontera,

u0(0) = g(0)/b.

Notamos que si se cumple esta condición entonces la solución (1.5) es con-
tinua sobre la recta x = at.

Ejercicio 1.4. Encontrar las condiciones sobre u0 y g para que la
solución (1.5) sea de clase C1(R× (0,+∞)).

Si la ecuación es no homogénea, ut + aux = f , donde f = f(x, t) es
una función conocida, el método de solución es exactamente el mismo: inte-
gración sobre curvas caracteŕısticas. En este caso la función u no es constante
sobre ellas, pero la ecuación diferencial parcial se reduce a una ecuación
diferencial ordinaria no homogénea que se resuelve por integración directa.
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El problema no homogéneo es

ut + aux = f(x, t), x > 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x > 0,

bu(0, t) = g(t), t > 0.

(1.6)

Ejercicio 1.5. Verificar, mediante el método de integración sobre cur-
vas caracteŕısticas, que la solución al problema (1.6) es

u(x, t) =


u0(x− at) +

ˆ t

t−x/a
f(a(s− t) + x, s) ds, 0 < at < x,

g(t− x/a)/b+

ˆ t

0
f(a(s− t) + x, s) ds, 0 < x < at.

(1.7)

Hallar las condiciones de compatibilidad sobre f, g y u0 para que la solución
sea de clase u ∈ C1((0,+∞)× (0,+∞)) ∩ C([0,+∞)× [0,+∞))

Observación 1.6. Notamos que el dominio espacial es x > 0. Por lo
tanto, si a > 0 entonces requerimos una condición de frontera en x = 0.
Si, por el contrario, a < 0 entonces el problema no requiere condiciones de
frontera: la solución sobre el eje {x = 0} está completamente determinada
por la condición inicial.

Ejercicio 1.7. Aplica el método de caracteŕısticas para resolver el prob-
lema

ut + aux + cu = f(x, t), x > 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x > 0,

bu(0, t) = g(t), t > 0,

donde a, c 6= 0 son constantes, y f, g, u0 funciones conocidas.

1.2. Sistemas en una dimensión

Ahora vamos a extrapolar estas ideas al caso de sistemas. Consideremos
el siguiente problema de valores iniciales y de frontera:

ut +Aux + Cu = f, x > 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x > 0,

Bu(0, t) = g(t), t > 0,

(1.8)

donde u = u(x, t) ∈ Rn, n ≥ 1, y A,C ∈ Rn×n son matrices constantes. La
matriz constante B ∈ Rp×n determina las p condiciones de frontera en {x =
0} y, suponemos, tiene rango igual a p ∈ N (no hay condiciones redundantes
ni contradictorias). Las funciones f : R × (0,+∞) → R, g : (0,+∞) → Rp
y u0 : R→ Rn, son conocidas.

Entonces nos planteamos, de manera natural, las siguientes preguntas:
¿Cuándo tiene el sistema soluciones de tipo onda viajera? ¿Cuántas condi-
ciones de frontera debemos imponer?
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Para responder a la primera pregunta, analicemos el caso C = 0, f = 0.
El sistema de ecuaciones tiene la forma

Lu := ut +Aux = 0.

Si proponemos una solución de este sistema en forma de onda viajera, es
decir,

u(x, t) = ϕ(x− at),
donde a ∈ R, y la función ϕ : R → Rn es diferenciable (conocida como el
perfil de la onda), entonces tras sustituir obtenemos un problema espectral:

ut +Aux = −aϕ′(x− at) +Aϕ′(x− at) = (A− aI)ϕ′(x− at) = 0.

Reconocemos que a ∈ R debe ser un valor propio de A, y ϕ′ el vector propio
asociado.

Definición 1.8. Se dice que el operador L = ∂t + A∂x es hiperbólico
si la matriz A ∈ Rn×n es diagonalizable sobre R, es decir, si todos los
valores propios de A son reales, aj ∈ R, j = 1, . . . , n, y semi-simples (las
multiplicidades geométrica y algebraica coinciden). A los valores propios se
les denomina velocidades caracteŕısticas. El sistema de ecuaciones

L̃u = ut +Aux + Cu = f,

es hiperbólico, si la parte principal del operador, L = ∂t+A∂x, es hiperbólico.

Algunas observaciones son necesarias en este punto.

Observación 1.9.

(a) Notamos que el sistema en (1.8) es hiperbólico sólo si la parte prin-
cipal del operador, es decir, la que involucra a las derivadas de
orden más alto, es hiperbólico, independientemente de C.

(b) La condición de semi-simplicidad para las velocidades caracteŕısticas
es importante, ya que implica que la matriz A tiene una base
completa de vectores propios en Rn. Claramente, el sistema es
hiperbólico si y sólo si A tiene valores propios reales y exactamente
n vectores propios linealmente independientes. Nótese que un valor
propio aj puede tener multiplicidad m > 1, pero siempre tiene m
vectores propios asociados (A no tiene bloques de Jordan no triv-
iales).

Es importante que el lector no tenga la idea equivocada que esta definición
es particular de sistemas con coeficientes constantes. Incluso para sistemas
cuasi-lineales con coeficientes variables tenemos la siguiente definición:

Definición 1.10 (hiperbolicidad, caso no lineal). El sistema de ecua-
ciones

ut +A(x, t, u)ux + C(x, t, u)u = f(x, t),

es hiperbólico en un punto (x0, t0, u0) ∈ R × (0,+∞) × Ω, con Ω ⊂ Rn,
si la matriz A(x0, t0, u0) ∈ Rn×n es diagonalizale sobre R. Se dice que
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el sistema es hiperbólico si es hiperbólico en (x, t, u) para todo (x, t, u) ∈
R× (0,+∞)× Ω.

Observación 1.11. Usualmente requerimos que Ω ⊂ Rn, el conjunto
de variables de estado, sea conexo. El estudio de sistemas hiperbólicos en
regiones disconexas en las variables de estado tiene diversas aplicaciones en
la teoŕıa de transiciones de fase (véanse [9, 10, 22]).

Es claro que si la matriz A es simétrica entonces es diagonalizable sobre
R y tenemos un sistema hiperbólico. Tenemos pues, la siguiente

Definición 1.12. El sistema de ecuaciones

Lu = ut +Aux + Cu = f,

es llamado simétrico si la matriz A es simétrica. El sistema se denomina
simetrizable si existe una matriz S0 ∈ Rn×n, simétrica, definida positiva, tal
que S0A es simétrica.

Los conceptos de simetrizabilidad e hiperbolicidad están relacionados.
La demostracion del siguiente resultado se deja al lector como ejercicio.

Lema 1.13. En el caso de una dimensión espacial, d = 1, un sistema es
hiperbólico si y sólo si es simetrizable.

Ejercicio 1.14. Demostrar el lema 1.13. (Ver el lema 2.4 más adelante.)

Observación 1.15. En varias dimensiones espaciales, d ≥ 2, la impli-
cación inversa no es cierta: es posible construir sistemas hiperbólicos no
simetrizables. El ejemplo clásico se debe a Lax [21].

Volviendo a nuestro problema en una dimensión, (1.8), nos interesa de-
terminar cuantas condiciones de frontera necesitamos. Esto es, debemos
determinar p. Nuevamente, analicemos el caso f = 0, C = 0. Veremos que,
en el caso de una dimensión espacial, es fácil encontrar las dimensiones de
la matriz B basándonos en el cálculo de las ondas incidentes y reflejadas en
la frontera. Suponiendo que el sistema es hiperbólico diagonalizamos A:

QAQ−1 = Λ = diag
(
aj
)n
j=1

,

donde Q ∈ Rn×n es una matriz constante e invertible, y aj ∈ R, j = 1, . . . , n
son los valores propios de A. Como en el caso escalar, vamos a denominar
caracteŕısticas a las siguientes curvas en el espacio-tiempo:

x(t) = ajt+ y, j = 1, . . . , n.

Vamos a suponer, adicionalmente, que la frontera {x = 0} no es una
curva caracteŕıstica, es decir, detA 6= 0. En este caso podemos agrupar los
valores propios en (estrictamente) negativos y positivos:

a1 ≤ . . . ≤ al < 0 < al+1 ≤ . . . ≤ an,
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es decir, A tiene l valores propios negativos y n − l positivos. Entonces
definimos el cambio de variables,

v = Qu,

de manera que el sistema de ecuaciones se desacopla:

vt +QAQ−1vx = 0,

esto es, tenemos n ecuaciones escalares independientes

∂tvj + aj∂xvj = 0, j = 1, . . . , n.

Notamos que para 1 ≤ j ≤ l, se tiene que aj < 0 y, por ende, x > 0 >
alt ≥ . . . ≥ a1t para todo punto fijo del espacio tiempo (x, t) ∈ R× (0,+∞).
Por lo tanto, para estas coordenadas, la solución está determinada por la
condición inicial,

vj(x, t) = vj(x− ajt, 0), j = 1, . . . , l,

donde v(x, 0) = Qu0(x).
En contraste, consideremos (x, t) ∈ R × (0,+∞) tal que 0 < x < al+1t.

En este caso las caracteŕısticas con pendiente positiva intersectan al eje {x =
0} y es necesario prescribir n− l condiciones de frontera para determinar los
valores de vj(0, t− x/aj), j = l + 1, . . . , n. Ver figura 1.1.

Visto de otra manera, por cada punto sobre la frontera, se intersectan
exactamente l curvas caracteŕısticas con pendiente aj < 0 que transportan
la información de la condición inicial (ondas incidentes), con n − l curvas
caracteŕısticas con pendiente positiva, aj > 0, que no han sido especificadas
(ondas reflejadas).

De hecho, definiendo vI(x, t) = (v1, . . . , vl)
> (ondas incidentes) y vII(x, t) =

(vl+1, . . . , vn)> (ondas reflejadas), las condiciones de frontera en x = 0 deben
tener la forma general

vII(0, t) = B̃vI(0, t) + g(t),

con B̃ ∈ R(n−l)×l, constante. Condiciones adicionales de compatibilidad
entre g y u0 debe ser impuestas también. Las condiciones de frontera se
pueden escribir de la forma

Bu(0, t) :=
(
− B̃ I

)
Qv(0, t) = g(t),

donde B ∈ R(n−l)×l es una matriz de rango n − l. Es decir, p = n − l, el
número de valores propios positivos de A.

Si C 6= 0 y f 6= 0, la condición de frontera debe satisfacer el mismo
criterio. La identificación de las ondas que “entran” (aj < 0) y las ondas
que “salen” es independiente de C y f .

Proposición 1.16. Una condición necesaria para que el problema (1.8)
esté “bien planteado” es que rango(B) = p, el número de valores propios
positivos de A.
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Figura 1.1. Las caracteŕısticas que pasan por P = (x, t),
0 < x < al+1t, con pendientes positivas 0 < aj , intersectan
al eje {x = 0} en n− l puntos.

1.3. Panorámica del método de caracteŕısticas

En esta sección vamos a presentar una gúıa del método de caracteŕısticas
que se emplea para demostrar la existencia de soluciones a un sistema
hiperbólico en una dimensión espacial con coeficientes variables. La idea
general que queremos comunicar es que, en una dimensión espacial, resulta
relativamente sencillo (e intuitivo) interpretar el operador como un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias sobre las curvas caracteŕısticas. Los
detalles de esta construcción se pueden consultar en los textos clásicos de
Courant y Hilbert [6], y John [15].

Comencemos analizando el problema de Cauchy. Posteriormente indi-
caremos las modificaciones pertinentes para establecer la existencia de la
solución al problema con valores en la frontera. Consideremos el sistema

ut +A(x, t)ux + C(x, t)u = f(x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(1.9)
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donde u ∈ Rn, n ≥ 1, A,C : R × (0,+∞) → Rn×n. u0 y f son funciones
conocidas. Nótese que estamos considerando un sistema con coeficientes
variables. Vamos a hacer las siguientes hipótesis:

Hipótesis 1.17 (regularidad). u0 ∈ C1(R;Rn), A,C ∈ C1(R×(0,+∞);Rn×n),
f ∈ C(R × (0,+∞)). Mas aún, supondremos que ∂tA, ∂xjA son Lipschitz
continuas.

Hipótesis 1.18 (hiperbolicidad). El sistema es simétrico hiperbólico, es
decir, A(x, t) = A(x, t)>, para todo (x, t) ∈ R× (0,+∞).

Por lo tanto, por hipótesis, para cada (x, t) ∈ R × (0,+∞) existe una
base completa de vectores propios

rj(x, t) ∈ Rn, rj ∈ C1(R× (0,+∞)),

asociados a valores propios

aj(x, t) ∈ R, aj ∈ C1(R× (0,+∞)),

tales que
A(x, t)rj(x, t) = aj(x, t)rj(x, t), j = 1, . . . , n.

Si definimos G(x, t, u) := f − Cu entonces el sistema se lee

ut +A(x, t)u = G(x, t, u).

Las soluciones de
dx̂j
dt

= aj(x̂j , t), j = 1, . . . , n,

definen curvas caracteŕısticas, que denotamos Cj , en el espacio-tiempo. Para
cada punto P = (ξ, τ) ∈ R × (0,+∞), las curvas caracteŕısticas que lo
contienen se pueden representar por funciones de la forma

x = x̄j(t; ξ, τ), Cj = {(x̄j , t) : t > 0}, j = 1, . . . , n.

Por las hipótesis y el teorema de Picard1, cada función x̄j es de clase C1 con
respecto a (t, ξ, τ). Definimos el siguiente operador diferencial a lo largo de
cada dirección caracteŕıstica

Dj := ∂t + aj∂x, j = 1, . . . , n.

Dado que A es simétrica, tenemos que r>j A = ajr
>
j para cada j. Multi-

plicando el sistema por r>j por la izquierda obtenemos

r>j
(
ut + ajux

)
= r>j G, j = 1, . . . , n,

sistema que, escrito en forma vectorial, se expresa como

LDu = LG,

donde

D :=

D1 0
. . .

0 Dn

 , L(x, t) =

r
>
1
...
r>n

 .

1véase cualquier libro básico de ecuaciones diferenciales ordinarias [4, 5].
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Definimos ahora las variables caracteŕısticas:

wj := r>j u, W := (w1, . . . , wn)> = Lu.

Como los vectores rj son una base completa, L es invertible. Aśı, el sistema
se transforma en

DW = LG+ (DL)L−1W =: F̃ (x, t,W ).

Obtenemos, de este modo, el sistema

DW = F̃ (x, t,W ),

W (x, 0) = W0(x),
(1.10)

con W0(x) := L(x, 0)u0(x).
Sea P = (ξ, τ) un punto del espacio-tiempo. Las curvas caracteŕısticas

que pasan por P intersectan el eje {t = 0} en puntos que denotaremos

como P̂j = (x̂j , 0), con x̂j = x̄j(0; ξ, τ). Sea G ⊂ R × (0,+∞), una región
cerrada y acotada del espacio-tiempo. Para cada P = (ξ, τ) ∈ G las curvas
caracteŕısticas intersectan el eje {t = 0} en una sección S, cerrada y acotada,
del eje x. Para cada h > 0, vamos a denotar como Gh a la banda

Gh :=
{

(x, t) ∈ G, 0 < t < h
}
.

Ver figura 1.2.
Para demostrar la existencia de la solución se procede siguiendo los sigu-

ientes pasos:

• El problema de Cauchy con valores iniciales ψ = ψ(x), x ∈ S tiene
una solución única con derivadas continuas en Gh si h es suficien-
temente pequeño.
• La solución se puede extender a todo G siempre y cuando los coe-

ficientes continúen siendo Lipschitz continuos.

Sea X el conjunto de funciones de clase C1 en G con valores iniciales
W0(x), esto es,

X =
{
W ∈ C1(G;Rn) : W (x, 0) = W0(x)

}
.

Notando que la componente 1 ≤ j ≤ n de la ecuación para W es

Djwj = (∂t + aj∂x)wj = F̃j(x, t,W ),

podemos integrar a lo largo de la caracteŕıstica, desde el punto inicial (x̂j , 0) =
(x̄j(0; ξ, τ), 0), hasta el punto final, (ξ, τ) = (x̄j(τ ; ξ, τ), τ). El resultado es,

wj(ξ, τ) = wj(x̂j , 0) +

ˆ τ

0
F̃j(x̄j(t; ξ, τ), t,W ) dt.

De esta manera definimos el mapeo T : X → X, mediante,

W = T V, T V := W0(x̂j) +

ˆ τ

0
F̃ (x̄, t, V ),
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Figura 1.2. Las caracteŕısticas que pasan por P =
(ξ, τ) ∈ Gh intersectan el eje t = 0 en puntos de la forma
(x̄j(0; ξ, τ), 0). La construcción de la solución se realiza me-
diante integración directa sobre las caracteŕısticas.

donde x̄ indica que se está efectuando la integración a lo largo de las n curvas
caracteŕısticas. Al igual que en el problema de Cauchy para ecuaciones
diferenciales ordinarias, definimos las iteraciones de Picard:

Uk+1 := T Uk, k ≥ 0, U0 := Ψ(x, t) ∈ X,
donde

Ψ(x, t) := L(x, t)u0(x) ∈ X,
en virtud de que L y u0 son de clase C1, y Ψ(x, 0) = L(x, 0)u0(x) = W0(x).
Como es natural, definimos la norma del máximo:

‖f‖0 := max
(x,t)∈G
i=1,...,n

|fi(x, t)|.

Sea M := ‖Ψ‖0 > 0. Definimos el conjunto de funciones admisibles como

A =
{
V ∈ X : ‖V ‖0 < 2M

}
.

Como G es cerrado y acotado, para F̃ de clase C1 existe µ > 0 tal que

‖F̃‖0, ‖F̃u‖0, ‖F̃xj‖0, ‖F̃t‖0 < µ.

Lema 1.19. Para h > 0 suficientemente pequeño tenemos que T : A →
A .
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Demostración. Para (ξ, τ) ∈ Gh se tiene que

‖W‖0 = ‖T V ‖0 ≤ ‖W0‖0 +

ˆ τ

0
‖F̃‖0 dt ≤M + µh.

Para todo 0 < h < M/µ obtenemos ‖W0‖ < 2M . �

Para analizar la convergencia de las iteraciones de Picard, definimos

Zk := Uk+1 − Uk =

ˆ τ

0
F̃ (x̄, t, Uk)− F̃ (x̄, t, Uk−1) dt.

En virtud de que F̃ tiene derivadas continuas con respecto a u, por el teorema
del valor medio tenemos

F̃j(x̄j , t, Uk)− F̃j(x̄j , t, Uk−1) = DuF̃j(x̄j , t, θ̃j)Zk−1,

con θ̃j = Uk + θUk+1, |θ| < 1. Como ‖DuF̃‖0 < µ obtenemos

‖Zk‖0 < hjµ‖Zk−1‖0 ≤ hnµ‖Zk−1‖0.
Escogiendo hnµ < 1/2, claramente conclúımos que

‖Zk‖0 ≤ K‖Zk−1‖0, con 0 < K < 1.

Esto significa que T es un mapeo contractivo en A en la norma del máximo.
Por el teorema de punto fijo de Banach, T tiene un único punto fijo U ∈ A ,
que es el ĺımite uniforme de las iteraciones de Picard, Un, en Gh. Claramente,
U es solución del problema de Cauchy, ya que U(0) = W0(x) y DU =

F̃ (x, t, U). Resta verificar que Ut y Uξ son continuas. Es suficiente con
probar la existencia y continuidad de la derivada con respecto a ξ, en virtud
de que la derivada direccional, DU , es claramente continua.

Ejercicio 1.20. Bajo las hipótesis y en la iteración de Picard definida:

(a) Verificar que la derivada con respecto de ξ de W = T V es

∂ξW (ξ, τ) = −
ˆ τ

0

(
Gx +GuVx + LxDu− uxDL

)
dt+

+ (Lxv)|t=τ − (L∂xu0)t=0.

(Expresión en términos de V y de sus primeras derivadas sin hacer
referencia a segundas derivadas de L. Recordar que V = L(x, t)u(x, t),

y que F̃ = LG+ (DL)L−1W .) Concluir que Wξ es continua.
(b) Verificar que para h > 0 (posiblemente más) pequeño, la transfor-

mación T es contractiva también en las primeras derivadas.

En vista del ejercicio 1.20, podemos concluir que también ∂ξUn y ∂tUn
convergen uniformemente, por lo que la función construida U es solución del
problema de Cauchy.

Finalmente, para continuar la solución a tiempos posteriores, se toma
t = h como condición inicial y se repite el proceso para obtener una solución
(única) en el intervalo t ∈ [h, 2h], [2h, 3h], etc. La existencia es global en
t > 0 siempre y cuando la continuidad y la cota uniforme se preserven. Para
los detalles, ver [6, 15].
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Problemas con valores en la frontera. Este procedimiento se puede
adaptar al caso con valores en la frontera de la forma

Bu(0, t) = g(t), t > 0,

dondeB ∈ Rp×n es una matriz constante de rango igual a p, el número de val-
ores propios positivos de A. Asimismo, suponemos que g ∈ C1((0,+∞);Rp)
es conocida y suficientemente regular. Para un punto P = (ξ, τ) ∈ Gh, sea
x̂j la intersección de la curva caracteŕıstica Cj que pasa por P con el eje
{t = 0}. Si x̂j > 0 entonces se define la iteración de la misma manera que
para el problema de Cauchy:

wj(ξ, τ) = wj(x̂j , 0) +

ˆ τ

0
F̃j(x̄j(t; ξ, τ), t, V ) dt.

(Esto sucede, por ejemplo, si 1 ≤ j ≤ n − p, ya que las velocidades carac-
teŕısticas son negativas, a1 ≤ . . . ≤ an−p < 0.)

En puntos de la forma P = (0, t), la condición de frontera BL−1W = g,
con B de rango p, implica que las p restantes coordenadas se pueden expresar
como combinaciones lineales de las primeras n−p ondas incidentes (ver figura
1.3), de manera que

wj(0, t) = g̃j(t) +

n−p∑
i=1

γij(t)wi(0, t),

para ciertos escalares γij(t). Los valores de wi(0, t) con 1 ≤ i ≤ n − p se
pueden calcular por integración sobre las caracteŕısticas que intersectan a
la condición inicial en coordenadas x̂i positivas. Por lo tanto, si P = (0, τ0)
entonces

wj(0, τ0) = g̃j(τ0) +

n−p∑
i=1

γij(τ0)

(
wi(x̂i, 0) +

ˆ τ0

0
F̃i(x̄i(t; 0, τ0), t, V ) dt

)
.

Aśı, para cualquier P = (ξ, τ), la iteración de Picard para las coorde-
nadas cuyas caracteŕısticas intersectan la condición de frontera (pueden ser
todas las Cj ’s con j ≥ n − p + 1 o sólo algunas de ellas, ver figura 1.3) se
puede expresar de la forma

wj(ξ, τ) = g̃(τ0) +

n−p∑
i=1

γij(τ0)

(
wi(x̂i, 0) +

ˆ τ0

0
F̃i(x̄i(t; 0, τ0), t, V ) dt

)
+

+

ˆ τ

τ0

F̃j(x̄j(t; ξ, τ), t, V ) dt.

De esta forma se puede definir el mapeo W = T V , y demostrar que
es una contracción para 0 < h � 1 suficientemente pequeño de la misma
manera que en el problema de Cauchy.
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Figura 1.3. Algunas caracteŕısticas que pasan por P =
(ξ, τ) ∈ Gh intersectan a la frontera en puntos de la forma
(0, τ0). La solución en estas coordenadas se calcula mediante
integración directa sobre las caracteŕısticas que pasan por
(0, τ0) y que intersectan al eje {t = 0} en puntos de la forma
(x̄i(t; 0, τ0)).

1.4. Resumen de la primera lección

Cuando la dimensión espacial es igual a d = 1, es relativamente sencillo
determinar cuántas condiciones de frontera se necesitan para tener un sis-
tema hiperbólico que tenga sentido. Hemos visto que el rango de B debe
ser igual al número de valores propios positivos de la matriz A, bajo la
hipótesis de que la frontera no es caracteŕıstica. Haciendo un conteo de las
ondas incidentes y reflejadas, uno se puede cerciorar de que la condición de
frontera debe satisfacer este criterio, incluso para problemas no homogéneos.
Asimismo, en una dimensión espacial es natural aplicar el método de inte-
gración sobre curvas caracteŕısticas para resolver de manera única el sistema
hiperbólico con valores iniciales y de frontera. En varias dimensiones espa-
ciales, sin embargo, la situación se complica y tanto hacer el análisis de
ondas incidentes y reflejadas, aśı como la efectuar la integración sobre car-
acteŕısticas, no son métodos fácilmente extrapolables. En la siguiente lección
vamos a examinar un criterio para determinar el rango de B para problemas
en varias dimensiones espaciales.



LECCIÓN 2

Problemas mixtos en varias dimensiones espaciales

En esta segunda lección daremos un criterio para determinar el número
de condiciones de frontera en varias dimensiones espaciales. Asimismo, es-
tableceremos el problema prototipo en el semiplano Rd+ y definiremos lo que
entendemos como un problema bien planteado en sentido de Kreiss.

Vamos a comenzar considerando sistemas hiperbólicos lineales con coe-
ficientes constantes de la siguiente forma:

ut +

d∑
j=1

Ajuxj + Cu = f, x ∈ Ω, t > 0, (2.1)

donde x ∈ Ω ⊂ Rd, d ≥ 1; u = u(x, t) ∈ Rn, n ≥ 1; C,Aj ∈ Rn×n son
matrices constantes; y f : Ω × (0,+∞) → Rn, es una función conocida.
Vamos a suponer que Ω es abierto, acotado, con frontera, ∂Ω, de clase C1.

Asimismo, el sistema está dotado de una condición inicial,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2.2)

y de condiciones de frontera de la forma

Bu = g, x ∈ ∂Ω, t > 0, (2.3)

donde B ∈ Rp×n es una matriz constante de rango p ≤ n, y la función

g : ∂Ω× (0,+∞)→ Rp

es conocida.
A este tipo de problemas se les llama mixtos en la literatura ya que com-

binan condiciones de frontera con condiciones iniciales. Vamos a determinar
p, el número de condiciones de frontera.

2.1. Hiperbolicidad, simetrizabilidad y variedad caracteŕıstica

Definición 2.1. El sistema (2.1) es hiperbólico si para cada ξ ∈ Rd, el
śımbolo

A(ξ) :=

d∑
j=1

ξjA
j , (2.4)

es uniformemente diagonalizable sobre R, es decir, existe una matriz invert-
ible P (ξ) ∈ Rn×n tal que

A(ξ) = P (ξ)−1diag
(
aj(ξ)

)n
j=1

P (ξ),

17
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donde aj(ξ) ∈ R, j = 1 . . . , n son los valores propios de A(ξ), y además
existe una constante uniforme C > 0 tal que

|P (ξ)||P (ξ)−1| ≤ C,

para todo ξ ∈ Rd.

Definición 2.2. Se dice que el sistema (2.1) es constantemente hiper-
bólico si las matrices A(ξ) son diagonalizables sobre R para cada ξ ∈ Rd y,
además, las multiplicidades de los valores propios de Aj(ξ) son constantes

en ξ ∈ Rd.

Definición 2.3. El sistema es simétrico si las matricesAj son simétricas.
El sistema es simetrizable en sentido de Friedrichs si existe S0 ∈ Rn×n
(simetrizador), definido positivo, simétrico, tal que S0A

j es simétrica para
cada j = 1, . . . , n.

Lema 2.4. Si el sistema (2.1) es Friedrichs simetrizable o constante-
mente hiperbólico entonces es hiperbólico.

Demostración. Supongamos que el sistema es simetrizable, con sime-
trizador S0. Entonces S−1

0 es simétrica, definida positiva, y admite una

única ráız cuadrada, R, simétrica, positiva definida, tal que R2 = S−1
0 . Sea

S̃(ξ) :=

d∑
j=1

ξjS0A
j .

Entonces tenemos que

A(ξ) = S−1
0 S̃(ξ) = R2S̃(ξ)RR−1.

Notamos que la matriz RS̃(ξ)R es real y simétrica. Por lo tanto tiene
valores propios reales, λj(ξ), y se puede escribir como Q(ξ)>diag(λj(ξ))Q(ξ)
para cierta matriz ortogonal Q(ξ). Definiendo P (ξ) := Q(ξ)R−1, obtenemos

A(ξ) = P (ξ)−1diag
(
λj(ξ)

)
P (ξ),

con valores propios reales aj = λj . Además,

|P (ξ)||P (ξ)−1| = |R||R−1|,

es independiente de ξ y por ende, uniformemente acotado.
La demostración de que un sistema constantemente hiperbólico es hiperbólico

se deja como ejercicio. �

Ejercicio 2.5. Sea un sistema hiperbólico para el cual n = d = 2:

ut +A1ux +A2uy = 0, u(x, y, 0) = u0(x, y),

con u = (u1, u2)> ∈ R2, Aj ∈ R2×2.

(a) Mediante un cambio de variables lineal, v = Qu, reduce el sistema
al caso en que A1 es diagonal.
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(b) Muestra que si A1 (ya diagonalizada) es de la forma aI ∈ R2×2

(valor propio múltiple), con a ∈ R, entonces el sistema se puede
reducir al caso unidimensional (d = 1), con una condición inicial
que depende de un parámetro.

(c) Si suponemos que A1 es diagonal pero no de la forma aI, muestra
que, o bien A2 es diagonal, o bien a2

12a
2
21 > 0 (aij son las entradas de

A2). (Sugerencia: calcula el polinomio caracteŕıstico de A2 +xA1.)
(d) Finalmente, muestra que el sistema es simetrizable.

Definición 2.6 (variedad caracteŕıstica). Sea el operador

L := ∂t +

d∑
j=1

Aj∂xj .

La variedad caracteŕıstica asociada al operador L es el conjunto (σ, ξ) ∈
R× Rd tales que

det
(
σI +

d∑
j=1

ξjA
j
)

= 0.

A este conjunto lo denotamos como charL.

Definición 2.7. Sea S una hipersuperficie suave y orientable en Rd ×
(0,+∞). Se dice que S es caracteŕıstica con respecto al operador L si el
vector normal unitario a S, ν̂ = (ν̂t, ν̂x)> ∈ R × Rd, |ν̂| = 1, pertenece a
charL sobre cada punto de S.

2.2. Condiciones de frontera

Nuestro objetivo es determinar un criterio para especificar el número
de condiciones de frontera en varias dimensiones espaciales, es decir, para
especificar p, el rango de B. Para ello consideremos el siguiente problema
homogéneo, con condiciones de frontera homogéneas:

Lu = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

Bu = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

(2.5)

donde el operador L tiene la forma

Lu = ut +
d∑
j=1

Ajuxj + C,

con Aj , C ∈ Rn×n, matrices constantes. Aqúı Ω ⊂ Rd es un subconjunto
abierto, acotado, con frontera de clase C1. Vamos a establecer las siguientes
hipótesis:

Hipótesis 2.8 (simetrizabilidad⇒ hiperbolicidad). El sistema es simétrico
hiperbólico, es decir, Aj es simétrica para cada j = 1, . . . , d.
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Hipótesis 2.9 (rango de B). Las condiciones de frontera son relaciones
lineales homogéneas entre las componentes de u sobre ∂Ω, es decir, Bu|∂Ω =

0, donde B ∈ Rp×n tiene rango igual a p ≤ n.

Denotamos el “cilindro” espacio temporal, Z = Ω× (0,+∞), de manera
que la frontera vertical del cilindro (sin tomar en cuenta la “base” del mismo,
Ω × {t = 0}) es S = ∂Ω × (0,+∞), es decir, una copia de ∂Ω para cada
tiempo t > 0. Vamos a suponer que la frontera no es caracteŕıstica en el
sentido de la definición 2.7.

Hipótesis 2.10 (frontera no caracteŕıstica). La hipersuperficie S = ∂Ω×
(0,+∞) no es caracteŕıstica con respecto al operador L en ningún punto, es
decir, su normal unitaria satisface ν̂ /∈ charL para todo (x, t) ∈ ∂Ω×(0,+∞).

Notamos que el vector normal exterior unitario a la hipersuperficie S =
∂Ω × (0,+∞) es de la forma ν̂ = (0, n̂)> ∈ R × Rd, donde n̂ ∈ Rd, con
|n̂| = 1, n̂ = (n1, . . . , nd)

>, es el vector normal unitario exterior a la frontera
∂Ω, por lo cual la hipótesis 2.10 se reduce a requerir que

det Â := det
( d∑
j=1

njA
j
)
6= 0. (2.6)

La condición de frontera homogénea implica que, para cada (x, t) ∈ S,
el vector u = u(x, t) ∈ Rn pertenece al núcleo de B,

N := kerB ⊂ Rn,
que es un espacio lineal de dimensión n− p, en virtud de que el rango de B
es p. Vamos a establecer para N la siguiente propiedad:

Para todos los vectores u en N la forma cuadrática Q(u) =

u>Âu es no negativa sobre S, donde Â =
∑
njA

j y n̂ =
(n1, . . . , nd) es la normal unitaria externa a ∂Ω.

(*)

Suponiendo la propiedad (*), es decir, que el espacio N es no-negativo
con respecto a la hipersuperficie S, es posible garantizar la unicidad de la
solución al problema con valores iniciales y de frontera. Para verificar esto
utilizaremos lo que se conoce como método de enerǵıa. Sea u = u(x, t) una
solución suave (por ejemplo, de clase C1) del problema (2.5). Multiplicando
la ecuación Lu = 0 por u> por la izquierda obtenemos

u>Lu = u>ut +

d∑
j=1

u>Ajuxj + u>Cu = 0.

Dado que Aj es simétrica y constante1, notamos que (u>Aju)xj = 2u>Ajuxj .
Por lo tanto, integrando en el dominio acotado R = Ω × [0, T ], con T > 0

1si las matrices Aj no son constantes el argumento funciona de igual manera definiendo

C̃ := C − 1
2

∑
∂xjA

j .
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fijo, obtenemos

0 =

ˆ
R

1
2(u>u)t + 1

2

d∑
j=1

(u>Aju)xj + u>Cu dx dt

=

ˆ
Ω
|u(x, T )|2 − |u(x, 0)|2 dx+

ˆ T

0

ˆ
Ω

div

u
>A1u

...
u>Adu

 dx dt+

+ 2

ˆ T

0

ˆ
Ω
u>Cu dx dt,

es decir,

‖u(T )‖2L2(Ω) − ‖u(0)‖2L2(Ω) +

ˆ T

0

ˆ
∂Ω
u>Âu dSx dt+ 2

ˆ T

0

ˆ
Ω
u>Cu dx dt = 0.

(2.7)
tras haber aplicado el teorema de la divergencia.

Lema 2.11. Mediante un cambio de variables podemos transformar L en

un operador L̃ para el cual la correspondiente matriz C es definida positiva.

Demostración. Sea v = e−µtu, con µ > 0. Entonces

Lu = eµt(µv + Lv) =: eµtL̃v.

Por lo tanto Lu = f si y sólo si

L̃v = vt +
∑
j=1

Ajvxj + (C + µI)v = e−µtf = f̃ .

Escogiendo µ > 0 suficientemente grande obtenemos C + µI > 0. �

En vista del lema anterior podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que C > 0. Sean entonces dos soluciones u1, u2, suaves, del siguiente
problema:

Lu = f, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0, x ∈ Ω,

Bu = g, x ∈ ∂Ω, t > 0,

(2.8)

con f, g, u0 conocidas. Por linealidad, la diferencia u = u1 − u2 es solución
del sistema (2.5) con condición inicial u(0) = 0. Si la condición de frontera
satisface la propiedad (*), es decir, es no negativo sobre S, entonces susti-
tuyendo u(0) = 0 y f = g = 0 en la estimación de enerǵıa (2.7), observamos
que las dos integrales son no negativas, y aśı concluimos que

‖u(T )‖2L2(Ω) = 0,

para todo T > 0 arbitrario. Esto implica que u = 0 c.d.s. en x ∈ Ω para
cualquier t > 0. Esto implica que la solución es única, con u1 = u2 c.d.s. en
Ω× (0,+∞).
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De este modo, observamos que si solicitamos que el espacioN sea no neg-
ativo con respecto a S entonces es posible argumentar a favor de la unicidad
de una posible solución al problema no homogéneo original. Claramente,
el espacio N es más grande si imponemos menos condiciones de frontera.
Para establecer un criterio razonable sobre el espacio N , le vamos a pedir,
adicionalmente, que sea maximal no negativo:

N es maximal no negativo si es un espacio no negativo con re-
specto a S y, además, para todo espacio lineal N ′ no negativo
sobre S se tiene que N ′ ⊆ N .

(**)

Lema 2.12. Si N es maximal no negativo entonces la dimensión de N
coincide con el número de valores propios positivos de Â (contando multi-
plicidades).

Demostración. Por hiperbolicidad y por ser la frontera no caracteŕıs-
tica sabemos que, para cada punto (x, t) ∈ ∂Ω × (0,+∞), la matriz Â =∑
njA

j tiene exactamente n−k valores propios negativos, y k valores propios
positivos:

a1 ≤ . . . ≤ an−k < 0 < an−k+1 ≤ . . . an.
Sea {wj}nj=1 una base de vectores propios de Â, tal que Rn = span(wj),

y Âwj = ajwj , j = 1, . . . , n. Podemos considerar la base como ortonormal,

con w>j wi = 0 si i 6= j, con |wj | = 1. Si u ∈ N , espacio no negativo, sabemos

que u>Âu ≥ 0. Escribiendo u en la base de vectores propios, u =
∑
αjwj

claramente tenemos que

u>Âu =
( d∑
j=1

αjw
>
j

)(
Â

d∑
j=1

αjwj

)
=

n−k∑
j=1

|αj |2aj +

n∑
j=n−k+1

|αj |2aj .

La primera suma es siempre negativa, mientras que la segunda es siempre
positiva. Ahora bien, si suponemos que dimN = n−p > k entonces siempre
podemos encontrar una solución (α1, . . . , αn−k), no trivial, al sistema de
ecuaciones

n−k∑
j=1

αjBwj = 0.

(Sistema homogéneo de p ecuaciones con n− k incógnitas.) Definimos

u :=

n−k∑
j=1

αjwj .

Claramente, Bu = 0, por lo que u ∈ N . Además, por el cálculo anterior
reconocemos que u>Âu < 0, lo que contradice el hecho queN es no negativo.
Conclúımos que, necesariamente, dimN = n− p ≤ k.

Ahora supongamos que n− p < k. En este caso las condiciones

• u>Âv = 0, para todo v ∈ N ;



2.2. CONDICIONES DE FRONTERA 23

• u>wj = 0, para todo j = 1, . . . , n− k,

constituyen n − k + n − p = 2n − (k + p) ecuaciones homogéneas, lineales,
sobre u ∈ Rn. Dado que 2n − (k + p) < n, estas ecuaciones tienen una
solución no trivial u 6= 0, u ∈ Rn. Notamos que la primera condición implica
que u 6= N (ya que si u ∈ N entonces, necesariamente, u>Âu > 0). Aśı,
construimos un vector de la forma

U = αu+ v,

con α > 0 y v ∈ N arbitrario. Entonces, como Â es simétrica, es claro que

U>ÂU = α2u>Âu+ v>Âv.

Claramente, por construcción, u ∈ span{wj}nj=n−k+1, por lo que

u =

n∑
j=n−k+1

βjwj

y, por ende,

u>Âu =
n∑

j=n−k+1

ajβ
2
j > 0.

Esto, junto con v>Âv ≥ 0 (ya que v ∈ N ), implica que U>ÂU > 0, con
U = αu + v /∈ N . Tenemos un subespacio más grande que es no negativo.
Esto contradice la maximalidad de N .

Conclúımos que

dimN = n− p = k,

el número de valores propios positivos de Â. �

Podemos resumir las observaciones anteriores en la siguiente

Proposición 2.13. Una condición necesaria para tener un “problema
bien planteado” es que el número de condiciones de frontera p sea igual al
número de valores propios negativos de Â = A(n̂) =

∑
njA

j sobre S =
∂Ω× (0,+∞), donde n̂ es el vector normal unitario exterior a ∂Ω.

Observación 2.14. Esta proposición es bastante contra-intuitiva: nos
dice que el criterio para determinar el número de condiciones de frontera
en varias dimensiones espaciales es esencialmente el mismo que en una di-
mensión. Esto contrasta con nuestra intuición: en varias dimensiones espa-
ciales las caracteŕısticas no son curvas sino hiper-superficies en el espacio-
tiempo, por lo que no resulta evidente, a partir del número de velocidades
caracteŕısticas positivas o negativas, saber cuántas de ellas intersectan la
frontera S (que no es caracteŕıstica).

Suponiendo que Ω ⊂ Rd es abierto, acotado, con frontera de clase C1,
para cada x0 ∈ ∂Ω existe r > 0 y una función φ : Rd−1 → R, de clase C1,
tal que

Ω ∩Br(x0) = {x ∈ Br(x0) : xd > φ(x1, . . . , xd−1)}.
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La transformación y = Φ(x), definida mediante yj = xj , para j = 1, . . . , d−
1, yd = xd−φ(x1, . . . , xd−1), es invertible, DxΦ = I, de clase C1, que mapea
localmente la frontera de Ω, ∂Ω, al semi plano {xd = 0}. Nótese que

∂Ω ⊂
⋃

x0∈∂Ω

Br(x
0).

Dado que ∂Ω es compacto, existe una subcubierta abierta finita, es decir,
existe un número finito de puntos, x0

1, . . . , x
0
N ∈ ∂Ω, y correspondientes

radios, r1, . . . , rN > 0, tales que

∂Ω ⊂
N⋃
i=1

Bi, Bi := Bri(x
0
i ).

Escogiendo un abierto B0 ⊂⊂ Ω (compactamente contenido en Ω) tal que

Ω ⊂
N⋃
i=0

Bi,

entonces existe una partición de unidad subordinada a la cubierta, {ζi}Ni=0,

con ζi ∈ C∞0 (Bi), 0 ≤ ζi ≤ 1, y
∑N

i=0 ζi = 1 (véase [8]). De este modo es
posible mapear cada porción de la frontera ∂Ω al semiplano

Rd+ := {x ∈ Rd : xd > 0},
y con ayuda de la partición de unidad, plantear el problema (2.1), (2.2) y
(2.3), en el semi-plano Rd+ en las nuevas coordenadas. El resultado es un

sistema hiperbólico prototipo en el semiplano Rd+ de la siguiente forma:

ut +
d∑
j=1

Ajuxj + Cu = f, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

Bu = g, x ∈ ∂Ω, t > 0,

(2.9)

donde

Ω := Rd+ = {x ∈ Rd : xd > 0}, ∂Ω = ∂Rd+ = {x ∈ Rd : xd = 0},
las matrices Aj , C ∈ Rn×n, B ∈ Rp×n son constantes, con Aj simétrica para
cada 1 ≤ j ≤ d, y las funciones

f = f(x, t) : Rd+ × (0,+∞)→ Rn,

u0 = u0(x) : Rd+ → Rn,

g = g(x̃, t) : Rd−1 × (0,+∞)→ Rp, x̃ = (x1, . . . , xd−1),

son conocidas. Claramente, si la matriz de la condición de frontera B tiene
dimensiones p × n, entonces en el problema transformado el rango de B se
mantiene. Nótese que la frontera ∂Rd+ tiene como normal exterior unitaria
al vector

n̂ = (0, . . . , 0,−1)>,



2.3. PROBLEMAS BIEN PLANTEADOS EN VARIAS DIMENSIONES 25

por lo cual

Â =

d∑
j=1

njA
j = −Ad.

Esto implica que si la frontera no es caracteŕıstica entonces detAd 6= 0, y
además el número de condiciones de frontera (el rango de B) está dado por

p = no. de valores propios negativos de Â

= no. de valores propios positivos de Ad.

El problema (2.9), simétrico hiperbólico, con coeficientes constantes, en
el semiplano Rd+, con valores iniciales y de frontera, y con frontera no carac-
teŕıstica es el problema prototipo planteado por Kreiss en su art́ıculo seminal
de 1970 [17].

Aún no hemos definido lo que significa un problema bien planteado.

2.3. Problemas bien planteados en varias dimensiones

En general, cuando se habla de un problema bien planteado en ecua-
ciones diferenciales parciales, nos referimos al sentido definido por Hadamard
[12]. En términos generales se puede expresar de la siguiente manera: un
problema bien planteado es aquél para el cual, dada una condición ini-
cial u0 ∈ X, con X espacio de Banach, existe una y sólo una solución
u ∈ C([0, T ];Y ), con T > 0 y Y espacio de Banach, tal que el mapeo
u0 7→ u, X → C([0, T ];Y ) es continuo.

De manera informal, decimos que la solución existe, es única, y depende
continuamente de los datos (que pueden ser datos iniciales, valores en la
frontera y términos de forzamiento, por ejemplo). En el caso de sistemas
hiperbólicos con valores iniciales y de frontera en varias dimensiones es-
paciales el método de caracteŕısticas descrito en la lección anterior no es
fácilmente extrapolable. Como hemos mencionado, las caracteŕısticas son
hiper-superficies en el espacio-tiempo y existe la posibilidad de encontrar
soluciones de tipo onda viajera que son tangentes a la frontera. Por esta
razón, el análisis de existencia y unicidad en varias dimensiones espaciales
se realiza aplicando el método de estimaciones de enerǵıa a priori.

Este método consiste en establecer estimaciones de enerǵıa para solu-
ciones suaves que decaen a cero cuando |x| → +∞. Usado técnicas stan-
dard de análisis funcional la estimación implica, a su vez, la existencia y
unicidad de la solución en los espacios apropiados. En esta curso no nos
preocuparemos por deducir la existencia a partir de la estimación a pri-
ori de enerǵıa, sino que nos enfocaremos en las condiciones para establecer
dicha estimación. El problema del método de estimaciones de enerǵıa es
que es un “truco”: si podemos establecer la estimación entonces contamos
con una metodoloǵıa directa para deducir existencia y unicidad, pero no
nos dice cuáles son las condiciones necesarias ni suficientes para tener un
problema bien planteado. La contribución fundamental de Kreiss consistió
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en encontrar precisamente las condiciones necesaria y suficiente para que el
problema (2.9) esté bien planteado en espacios L2. Dichas condiciones son
puramente algebraicas, fáciles de comprender, y (relativamente) fáciles de
comprobar. El trabajo de Kreiss [17] dio lugar a una subsecuente subárea
en análisis aplicado a sistemas hiperbólicos en varias circunstancias y bajo
diversas condiciones (cf. [18, 20, 31, 30, 29, 25, 24, 23, 28, 27, 2]), que
incluyen coeficientes variables, frontera caracteŕıstica, sistemas nolineales,
aplicaciones a ondas de choque, etc.

En la tónica de establecer estimaciones de enerǵıa a priori, vamos a
definir los siguientes espacios L2 pesados (hiperbólicos).

Definición 2.15. Sea G ⊂ Rd× (0,+∞) una región del espacio-tiempo.
Definimos el espacio pesado L2

η(G) como el espacio de funciones u en G tales

que (x, t) 7→ e−ηtu(x, t) es de cuadrado integrable, con η ∈ R. Claramente,
cada L2

η es un espacio de Hilbert con producto interno y norma,

〈u, v〉η,G :=

ˆ
G
u∗ve−2ηt dx dt, ‖u‖η,G := ‖e−ηtu‖L2(G),

respectivamente.

Definición 2.16. Se dice que el problema (2.9) está bien planteado en
sentido de Kreiss si para soluciones suaves que decaen a cero en el espacio
cuando |x| → +∞ es posible establecer la siguiente estimación a priori de
enerǵıa:

‖u(T )‖2L2(Ω)+η‖u‖
2
η,Ω×[0,T ] + ‖u‖2η,∂Ω×[0,T ] ≤

≤ C
(1

η
‖f‖2η,Ω×[0,T ] + ‖g‖2η,∂Ω×[0,T ] + ‖u0‖2L2(Ω)

)
,

(2.10)

para cierto η > 0 suficientemente grande, todo T > 0, y con constante
uniforme C > 0 independiente de u.

Observación 2.17. La definición de espacio L2 pesado hiperbólico surge
de manera natural a partir de la transformada de Fourier-Laplace, como
veremos en la siguiente lección. La ventaja de utilizar factores de peso η > 0
en el tiempo consiste en la posibilidad de analizar problemas con coeficientes
variables usando el mismo método, mediante la elección de pesos, η � 1,
apropiadamente grandes (véase Majda [23, 24]).

Existe una clase de condiciones de frontera para la cual es posible es-
tablecer la estimación de enerǵıa (2.10) directamente.

2.4. Condiciones de frontera estrictamente disipativas

Definición 2.18. En el problema prototipo (2.9), se dice que la condición
de frontera es estrictamente disipativa si existe una constante uniforme δ > 0
tal que, para todos los vectores u que la satisfacen, se cumple:

−u>Adu ≥ δ|u|2 −
1

δ
|g|2. (2.11)
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Vamos a establecer la estimación a priori de enerǵıa en el caso de una
condición de frontera estrictamente disipativa. Sea u = u(x, t) una solución
suave, u ∈ C∞(Rd+× (0, T )), acotada, que decae rápido a cero cuando |x| →
+∞. Haciendo el cambio de variables

w = e−ηtu,

para η > 0, obtenemos

wt +
d∑
j=1

Ajwxj + (C + ηI)w = e−ηtf,

con datos,

w(x, 0) = u(x, 0), x ∈ Rd+,

Bw = e−ηtg(t), x ∈ ∂Rd+, t ∈ (0, T ).

Multiplicando la ecuación por w> e integrando en (x, t) ∈ Rd+ × (0, T )
obtenemos

1

2

ˆ T

0

ˆ
Rd+
∂t|w|2 dx dt+

1

2

ˆ T

0

ˆ
Rd+

d∑
j=1

∂xj (w
>Ajw) dx dt+

+

ˆ T

0

ˆ
Rd+
w>(C + ηI)w dxdt =

ˆ T

0

ˆ
Rd+
e−ηtw>f dx dt,

es decir,

‖w(T )‖2
L2(Rd+)

− ‖w(0)‖2
L2(Rd+)

−
ˆ T

0

ˆ
∂Rd+

w>Adw dx̃ dt+

+ 2

ˆ
Rd+
w>(C + ηI)w dxdt =

ˆ T

0

ˆ
Rd+

2e−ηtw>f dx dt,

(2.12)
donde x̃ = (x1, . . . , xd−1) ∈ ∂Rd+. Sobre la frontera, xd = 0, w satisface
Bw = e−ηtg. Por la condición de disipatividad estricta tenemos que

−w>Adw ≥ δ|w|2 −
1

δ
|e−ηtg|2, sobre ∂Rd+.

Asimismo,

2e−ηtw>f ≤ η

2
|w|2 +

2

η
|f |2e−2ηt.

Sustituyendo obtenemos,

‖w(T )‖2
L2(Rd+)

+ δ‖w‖2
L2(∂Rd+×(0,T ))

+

ˆ
Rd+
w>(2C + 3

2ηI)w dxdt ≤

≤ ‖w(0)‖2
L2(Rd+)

+
1

δ
‖e−ηtg‖L2(∂Rd+×(0,T )) +

2

η
‖e−ηtf‖L2(Rd+×(0,T )).
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Escogiendo η � 1 suficientemente grande tal que 2C + 3
2ηI ≥ ηI, y susti-

tuyendo u = eηtw, conclúımos que existe una constante uniforme C̄ > 0 tal
que

‖u(T )‖2
L2
η(Rd+)

+ η‖u‖2
L2
η(Rd+×(0,T ))

+ ‖u‖2
L2
η(∂Rd+×(0,T ))

≤

≤ C̄
(
‖u0‖2L2(Rd+)

+ ‖g‖2
L2
η(∂Rd+×(0,T ))

+
1

η
‖f‖2

L2
η(Rd+×(0,T ))

)
.

(2.13)

Ésta es la estimación a priori de enerǵıa (2.10) para el semi-plano.

Observación 2.19. El problema es que existen muchas aplicaciones im-
portantes en las que las condiciones de frontera no son estrictamente disi-
pativas, sobre todo en mecánica de fluidos (ver Agemi [1]). De hecho, pedir
que la condición de frontera sea estrictamente disipativa es demasiado fuerte.
El mérito de Kreiss consistió, como ya lo hemos mencionado, en identificar
una clase más general de condiciones de frontera para las cuales es posible
establecer una estimación de enerǵıa de la forma (2.10).

2.5. Resumen de la segunda lección

Mediante un argumento que requiere la maximalidad no negativa del
núcleo de la matriz B de las condiciones de frontera (propiedad que nos
permite, a su vez, garantizar la unicidad de una eventual solución), hemos
establecido un criterio para determinar el número de condiciones de fron-
tera, el rango de B, en términos de las velocidades caracteŕısticas del śımbolo
del sistema evaluado en la dirección normal a la frontera. El criterio coin-
cide, sorprendentemente, con el establecido en una dimensión espacial en la
lección anterior. Revisamos también las definiciones de hiperbolicidad, de
simetrizabilidad y de superficies caracteŕısticas en varias dimensiones espa-
ciales. Asimismo, hemos planteado el problema prototipo a estudiar: un
sistema simétrico hiperbólico con coeficientes constantes, en el semi-plano,
con frontera no caracteŕıstica. Definimos lo que se entiende como un prob-
lema bien planteado en sentido de Kreiss, y establecimos la estimación de
enerǵıa para condiciones de frontera que satisfacen la condición de disipa-
tividad estricta.



LECCIÓN 3

La condición débil de Kreiss-Lopatinski

En esta lección analizaremos la condición necesaria para poder estable-
cer una estimación de enerǵıa para el problema prototipo (2.9), conocida
como la condición débil de Kreiss-Lopatinski. Esta condición es puramente
algebraica: está definida en el espacio de frecuencias de Fourier-Laplace
(también conocido como espacio de modos normales) y atañe a la condición
de frontera, aśı como al śımbolo del operador, únicamente.

3.1. El lema de Hersh

Para establecer la condición necesaria, vamos a considerar el siguiente
problema homogéneo, con condiciones de frontera e iniciales igualmente ho-
mogéneas:

ut +

d∑
j=1

Ajuxj = 0, x ∈ Rd+, t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ Rd+,

Bu = 0, x ∈ ∂Rd+, t > 0.

(3.1)

Como antes, suponemos que las matrices Aj son constantes y simétricas y
que la frontera ∂Rd+ = {xd = 0} no es caracteŕıstica, es decir, detAd 6= 0.
Asimismo, B ∈ Rp×n, donde p es el número de valores propios positivos de
Ad.

Tomemos entonces la transformada de Fourier-Laplace de la solución
u (ver apéndice A). Sin embargo, tomaremos la transformada de Fourier
únicamente en las variables transversales a la frontera, es decir, en x̃ =
(x1, . . . , xd−1). Definimos entonces

ũ(xd, ξ̃, λ) :=
1

(2π)(d−1)/2

ˆ +∞

0

ˆ
Rd−1

e−λte−iξ̃·yu(y, xd, t) dy dt, (3.2)

donde λ ∈ C, ξ̃ = (ξ1, . . . , ξd−1) ∈ Rd−1. Transformando la ecuación (y
aplicando propiedades elementales de la transformada de Fourier-Laplace;
ver apéndice A) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

λũ+ i
∑
j 6=d

ξjA
j ũ+Ad∂xd ũ = 0,

con condición de frontera

Bũ = 0, en xd = 0.

29
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Observamos que hemos obtenido un sistema dinámico en xd > 0:

∂xd ũ = −A−1
d

(
λI + i

∑
j 6=d

ξjA
j
)
ũ =: A(λ, ξ̃)ũ. (3.3)

El siguiente resultado es fundamental:

Lema 3.1 (Hersh [13]). Para cada (λ, ξ̃) ∈ C × Rd−1, con Reλ > 0,

la matriz A(λ, ξ̃) tiene exactamente n− p valores propios, κ = κ(λ, ξ̃), con
parte real positiva, Reκ > 0, y p valores propios con parte real negativa,
Reκ < 0.

Demostración. Vamos a verificar que si Reλ > 0 entonces la matriz

A(λ, ξ̃) no tiene espacio central. En efecto, suponiendo que κ = iθ, con
θ ∈ R, es un valor propio de A, entonces existe un vector propio w ∈ Cn,
w 6= 0, tal que

iθw = A(λ, ξ̃)w = −A−1
d

(
λI + i

∑
j 6=d

ξjA
j
)
w,

es decir, (
θAd +

∑
j 6=d

ξjA
j
)
w = iλw, w 6= 0.

En virtud de que el sistema es hiperbólico, esto implica que iλ ∈ R, lo cual
es una contradicción con la hipótesis Reλ > 0.

Notamos que la matrizA(λ, ξ̃) es anaĺıtica en el conjunto conexo {(λ, ξ̃) ∈
C×Rd−1 : Reλ > 0} (es lineal en ambos parámetros), por lo que los valores

propios κ = κ(λ, ξ̃) son continuos en ese conjunto. Dado que no hay espacio
central en dicho conjunto, los valores propios tienen signo constante y basta
con calcular dicho signo en cualquier punto del dominio. Escogemos λ = 1,

ξ̃ = 0, de manera que

A(1, 0) = −A−1
d ,

matriz que tiene exactamente p valores propios negativos y exactamete n−p
valores propios positivos. �

En virtud de este lema, reconocemos que la matriz A es hiperbólica en
el sentido de sistemas dinámicos, es decir, no tiene espacio central. Aśı, para

cada (λ, ξ̃) con Reλ > 0 denotamos como Es(λ, ξ̃) al subespacio invariante
“estable” de A, es decir, asociado a los valores propios con parte real nega-

tiva, mientras que denotamos como Eu(λ, ξ̃) al espacio “inestable” asociado
a los valores propios con parte real positiva. De este modo,

Cn = Es(λ, ξ̃)⊕ Eu(λ, ξ̃),

con

dimEs(λ, ξ̃) = p, dimEu(λ, ξ̃) = n− p,
para cada (λ, ξ̃) con Reλ > 0.



3.2. LA CONDICIÓN DÉBIL DE KREISS-LOPATINSKI 31

Sea un punto fijo (λ0, ξ̃0) ∈ C × Rd−1 con Reλ0 > 0. Consideremos
una curva rectificable Γ en el plano complejo con parte real positiva tal que
contiene en su interior a los n − p valores propios con parte real positiva

de A(λ0, ξ̃0). (Ver figura 3.1.) La proyección sobre Eu(λ0, ξ̃0) está definida
mediante

Es(λ0, ξ̃0) = Pu(λ0, ξ̃0)Cn,
donde

Pu(λ0, ξ̃0) :=
1

2πi

˛
Γ
(zI −A(λ0, ξ̃0))−1 dz,

conocida como integral de Dunford (ver, por ejemplo, Kato [16]). Análoga-
mente, la proyeccón sobre el espacio estable está dada por

Ps(λ0, ξ̃0) = I − Pu(λ0, ξ̃0), Es(λ0, ξ̃0) = Ps(λ0, ξ̃0)Cn.

Si variamos (λ, ξ̃) en una vecindad de (λ0, ξ̃0), por analiticidad de A es
posible verificar que el mapeo

(λ, ξ̃) 7→ Pu(λ, ξ̃) ∈ Cn,

es anaĺıtico en el conjunto {(λ, ξ̃) ∈ C × Rd−1 : Reλ > 0} (véase [16]).
Tenemos entonces la siguiente

Proposición 3.2. Los espacios estable, Es(λ, ξ̃), e inestable, Eu(λ, ξ̃),

del śımbolo A(λ, ξ̃) dependen anaĺıticamente de (λ, ξ̃) en el conjunto Reλ >

0, ξ̃ ∈ Rd−1.

3.2. La condición débil de Kreiss-Lopatinski

Sea ahora (λ, ξ̃) ∈ C × Rd−1 con Reλ > 0. Para U0 ∈ Cn arbitrario, la
ecuación

∂xdU = A(λ, ξ̃)U,

U(0) = U0,
(3.4)

tiene una única solución U = U(xd). Descomponiendo

U0 = U+
0 ⊕ U

−
0 ∈ Cn = Es(λ, ξ̃)⊕ Eu(λ, ξ̃),

la solución se puede escribir como

U(xd) = U+(xd) + U−(xd),

donde

U+(xd) = exp
(
xdA(λ, ξ̃)

)
U+

0 , U−(xd) = exp
(
xdA(λ, ξ̃)

)
U−0 .

(Por supuesto, para cada matriz A y t ∈ R, la matriz exp(tA) se define
mediante la serie infinita exp(tA) = I + tA + 1

2 t
2A2 + . . ..) Es decir, las

soluciones de ∂xdU = AU tienen la forma:

• U(xd) = eκ(λ,ξ̃)xdU(0), si κ es un valor propio simple de A y U(0)
el vector propio asociado; o bien,
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Figura 3.1. Contorno Γ en el plano complejo que contiene
en su interior a los valores propios inestables (con Reκ > 0)

de A(λ0, ξ̃0).

• U(xd) = eκ(λ,ξ̃)xdP (xd, λ, ξ̃), donde P es un polinomio en xd con

coeficientes anaĺıticos en (λ, ξ̃) si κ es un valor propio múltiple con
un bloque no trivial de Jordan.

En cualquier caso, dado que los espacios estable e inestable son invari-
antes, notamos que

exp
(
xdA(λ, ξ̃)

)
U+

0 ∈ Eu(λ, ξ̃),

crece exponencialmente rápido cuando xd → +∞, mientras que

exp
(
xdA(λ, ξ̃)

)
U−0 ∈ Es(λ, ξ̃),

tiende a cero exponencialmente cuando xd → +∞. Por ende, la solución al
problema (3.4) decae exponencialmente a cero cuando xd → +∞ si y sólo si

U0 ∈ Es(λ, ξ̃). Mas aún, en ese caso tenemos que U ∈ L2(0 < xd < +∞).
De este modo, consideremos funciones de la forma

u(x, t) = eiξ̃·x̃etλU(xd),

donde x = (x̃, xd), x̃ = (x1, . . . , xd−1), ξ̃ ∈ Rd−1, λ ∈ C con Reλ > 0, y
donde U = U(xd) es solución de (3.4). Si, además, U0 ∈ kerB, entonces
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u = u(x, t) es solución del problema

Lu = ut +
d∑
j=1

Ajuxj = 0,

u(x, 0) = eiξ̃·x̃U0,

Bu|xd=0 = 0.

Soluciones de este tipo decaen exponencialmente cuando xd → +∞ y

satisfacen la condición de frontera si U0 ∈ Es(λ, ξ̃)∩kerB. A partir de ellas,
vamos a construir soluciones en L2 que violan la estimación de enerǵıa. Por
ejemplo, para cada α > 0 es posible definir soluciones de la forma

uα(x, t) = eiαξ̃·x̃eαλtU(αxd),

que satisfacen Luα = 0 y Buα|xd=0 = 0 si U(0) ∈ Es(λ, ξ) ∩ kerB. Mas aún,

notamos que si α→ +∞ entonces la familia crece arbitraria y exponencial-

mente rápido en t > 0, ya que Reλ > 0. El término eiαξ̃·x̃, sin embargo, no
tiene norma finita en L2. Para curar esto truncamos la función en x̃. Sea
una función cut-off, ψ = ψ(x̃), ψ ∈ C∞0 (Rd−1), tal que

(i) ψ = 0 si |x̃| ≥ 2,
(ii) ψ = 1 si |x̃| ≤ 1,

(iii) 0 ≤ ψ ≤ 1.

Entonces definimos la siguiente familia de funciones

uα,θ(x, t) := ψ(x̃/θ)eiαξ̃·x̃eαλtU(αxd), (3.5)

con α, θ > 1.

Lema 3.3. La familia definida en (3.5) viola la estimación de enerǵıa
(2.10) para α, θ � 1 suficientemente grandes.

Demostración. Sea (λ, ξ̃) ∈ C×Rd−1, con Reλ > 0, fijo. Supongamos
que U = U(xd) es solución de

∂xdU = A(λ, ξ̃)U = −A−1
d

(
λI + i

∑
j 6=d

ξjA
j
)
U, U(0) = U0,

con U0 ∈ kerB ∩ Es(λ, ξ̃). Por lo tanto, U(xd) decae exponencialmente a
cero cuando xd → +∞ y U ∈ L2(0 < xd < +∞). Aśı, definimos la constante

0 < CU := ‖U‖L2(0<xd<+∞) < +∞.

Por construcción de U , para cada α, θ > 0, la función uα,θ definida en
(3.5) es solución de

∂tu
α,θ +

d∑
j=1

Aj∂xju
α,θ = fα,θ,
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donde

fα,θ =
1

θ
eiαξ̃·x̃eαλt

∑
j 6=d

AjU(αxd)ψxj (x̃/θ),

con condición inicial

uα,θ(x, 0) = uα,θ0 (x) := ψ(x̃/θ)eiαξ̃·x̃U(αxd),

y condición de frontera

(Buα,θ)|xd=0 = ψ(x̃/θ)eiαξ̃·x̃eαλtBU0 = 0,

en virtud de que U0 ∈ kerB. Definimos las constantes

0 < C0,ψ :=

ˆ
Rd−1

|ψ(x̃)|2 dx̃ =

ˆ
B2(0)

|ψ(x̃)|2 dx̃ < +∞,

0 < C1,ψ :=

ˆ
Rd−1

|∇ψ(x̃)|2 dx̃ =

ˆ
B2(0)

|∇ψ(x̃)|2 dx̃ < +∞.

Para cierto η > 0 calculamos entonces los lados derecho e izquierdo de la
estimación de enerǵıa (2.10). Calculemos la enerǵıa de la condición inicial:

‖uα,θ0 ‖
2
L2(Rd+)

=

ˆ +∞

0

ˆ
Rd−1

|eiαξ̃·x̃|2|U(αxd)|2|ψ(x̃/θ)|2 dx̃ dxd

=

ˆ +∞

0
|U(αxd)|2 dxd

ˆ
Rd−1

|ψ(x̃/θ)|2 dx̃

=
θd−1

α
CUC0,ψ.

A continuación estimaremos la enerǵıa de fα,θ:

‖fα,θ‖2
η,Rd+×[0,T ]

=

ˆ T

0

ˆ +∞

0

ˆ
Rd−1

e−2ηt

θ2
|eiαξ̃·x̃|2|eαλt|2

∣∣∣∑
j 6=d

AjU(αxd)ψxj (x̃/θ)
∣∣∣2 dx̃ dxd dt.

Dado que los coeficientes están acotados, |Aj | ≤ Ĉ, con Ĉ > 0 uniforme
para toda j, obtenemos

‖fα,θ‖2
η,Rd+×[0,T ]

≤ Ĉ

θ2

ˆ T

0
e2(αReλ−η)t dt

ˆ
Rd−1

|∇ψ(x̃/θ)|2 dx̃
ˆ +∞

0
|U(αxd)|2 dxd

= ĈC1,ψCU
θd−1

α

Rη,T (α)

θ2
,

donde

Rη,T (α) :=
e2(αReλ−η)T − 1

2(αReλ− η)
.

Nótese que para T > 0, η > 0 fijos, Rη,T (α)→ +∞ si α→ +∞.
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Calculando la enerǵıa de la solución tenemos:

‖uα,θ‖2
η,Rd+×[0,T ]

=

ˆ T

0

ˆ +∞

0

ˆ
Rd−1

e−2ηt|eiαξ̃·x̃|2|eαλt|2|U(αxd)|2|ψ(x̃/θ)|2 dx̃ dxd dt

=

ˆ T

0
e2(αReλ−η)t dt

ˆ
Rd−1

|ψ(x̃/θ)|2 dx̃
ˆ +∞

0
|U(αxd)|2 dxd

= C0,ψCU
θd−1

α
Rη,T (α).

Asimismo,

‖uα,θ(T )‖2
L2(Rd+)

=

ˆ +∞

0

ˆ
Rd−1

|eiαξ̃·x̃|2|eαλT |2|U(αxd)|2|ψ(x̃/θ)|2 dx̃ dxd

= C0,ψCU
θd−1

α
e2αTReλ,

‖uα,θ‖2
η,∂Rd+×[0,T ]

=

ˆ T

0

ˆ
Rd−1

e−2ηt|eiαξ̃·x̃|2|eαλt|2|U(0)|2|ψ(x̃/θ)|2 dx̃ dt

= C0,ψ|U0|2θd−1Rη,T (α).

Si la estimación de enerǵıa (2.10) es cierta (con g = 0) entonces tenemos

‖uα,θ(T )‖2
L2(Rd+)

+ η‖uα,θ‖2
η,Rd+×[0,T ]

+ ‖uα,θ‖2
η,∂Rd+×[0,T ]

= C0,ψθ
d−1

(
1

α
CUe

2αTReλ +
η

α
CURη,T (α) + |U0|2Rη,T (α)

)
≤ C

(
1

η
‖fα,θ‖2

η,Rd+×[0,T ]
+ ‖uα,θ0 ‖

2
L2(Rd+)

)
≤ CCU

θd−1

α

(
C0,ψ +

1

ηθ2
ĈC1,ψRη,T (α)

)
,

es decir,

e2αTReλ

Rη,T (α)
+ η + α|U0|2 ≤ C̄

(
1

Rη,T (α)
+

1

ηθ2

)
, (3.6)

para cierta constante uniforme C̄ = C̄(ψ,U) > 0. Dado que Reλ > 0,
tomando el ĺımite cuando α, θ → +∞, reconocemos que

e2αTReλ

Rη,T (α)
→ 1, si α→ +∞,

y que el lado derecho de (3.6) tiende a cero, mientras que el lado izquierdo
crece arbitrariamente, α|U0|2 → +∞. Obtenemos, aśı, una contradicción.
Conclúımos que la familia (3.5) viola la estimación de enerǵıa de Kreiss
(2.10). �

Hersh [13] demostró que si la estimación de enerǵıa a priori no es válida
para todas las soluciones suficientemente suaves del sistema, entonces no es
posible establecer la existencia y la unicidad de la solución al problema (el
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argumento de Hersh utiliza el teorema de la gráfica cerrada; ver [13] para
mayores detalles). Por lo tanto podemos formular la siguiente

Proposición 3.4. El problema de valores iniciales y de frontera (2.9)

está mal planteado en sentido de Kreiss si para cierto ξ̃ ∈ Rd−1, el sistema

λU = −
(
Ad∂xdU + i

∑
j 6=d

ξjA
jU
)
,

BU(0) = 0,

U ∈ L2(0 < xd < +∞),

(3.7)

tiene solución para cierto λ ∈ C con Reλ > 0 (es decir, si el problema (3.7)
tiene un “valor propio” λ inestable).

Por lo tanto, si queremos que el problema esté bien planteado, es men-
ester evitar que estas soluciones existan. Sabemos que U ∈ L2(0 < xd <

+∞) si y sólo si U(0) ∈ Es(λ, ξ̃). Como dimEs(λ, ξ̃) = p, entonces existe

una base, vj = vj(λ, ξ̃), j = 1, . . . , p, del espacio estable. Si U(0) ∈ Es(λ, ξ̃)
entonces existen escalares βj ∈ C tales que

U(0) =

p∑
j=1

βjvj(λ, ξ̃).

De este modo,

BU(0) = B
(
v1 · · · vp

)β1
...
βp

 =: BRs(λ, ξ̃)

β1
...
βp

 ,

donde la matriz de dimensiones n × p, Rs(λ, ξ̃), contiene a la base de Es
dispuesta como columnas. A este śımbolo se le llama haz estable de Lopatin-
ski. Si queremos evitar que U(0) ∈ kerB ∩ Es, la única solución al sistema
BU(0) = 0 debe ser para βj = 0, j = 1, . . . , p. Es decir, la restricción de

B en Es debe ser inyectiva para todo Reλ > 0, ξ̃ ∈ Rd−1. Ésta es una
condición necesaria para tener un problema bien planteado.

Definición 3.5 (condición débil de Kreiss-Lopatinski). Se dice que el
problema de valores iniciales y de frontera (2.9) satisface la condición débil de

Kreiss-Lopatinski si para todo (λ, ξ̃) ∈ C×Rd−1, con Reλ > 0, la restricción

de B en Es(λ, ξ̃) es inyectiva.

La condición débil de Kreiss-Lopatinski se puede reformular de la sigu-
iente manera. Definimos el determinante (de p× p),

∆(λ, ξ̃) := det
(
BRs(λ, ξ̃)

)
, (λ, ξ̃) ∈ C× Rd−1, Reλ > 0, (3.8)

conocido como el determinante de Lopatinski. Por analiticidad de Rs, el

determinante de Lopatinski es una función anaĺıtica en (λ, ξ̃) ∈ C × Rd−1
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con Reλ > 0 (cf. [3, 17]). Entonces reformulamos la condición débil de
Kreiss-Lopatinski de la siguiente manera:

∆(λ, ξ̃) 6= 0, para todo (λ, ξ̃) ∈ C× Rd−1, Reλ > 0. (3.9)

Observación 3.6. Una condición necesaria para tener un problema bien

planteado es que (3.9) se cumpla en el espacio de frecuencias (λ, ξ̃) ∈ C ×
Rd−1, con Reλ > 0. Obsérvese que se trata de una condición puramente
algebraica que involucra a la condición de frontera, a través de B. Sin
embargo, las propiedades algebraicas de ésta determinan la “estabilidad” de
las soluciones al problema (2.9).

3.3. Resumen de la tercera lección

En esta lección hemos introducido una condición necesaria, conocida
como la condición débil de Kreiss-Lopatinski, para que el problema (2.9)
esté bien planteado en sentido de Kreiss. Mediante el método de modos
normales (o equivalentemente, la transformada de Fourier-Laplace) hemos
analizado el śımbolo del operador diferencial. Si la condición de frontera
viola la condición débil de Kreiss-Lopatinski entonces podemos construir
soluciones al problema de valores iniciales y de frontera que violan la esti-
mación de enerǵıa. El lema de Hersh es un resultado fundamental para dicha
construcción, el cual nos indica que el śımbolo A es una matriz hiperbólica
en el sentido de sistemas dinámicos en la variable normal a la frontera. Nota-
mos que la condición necesaria de Kreiss-Lopatinski es puramente algebraica
que involucra directamente a la condición de frontera.





LECCIÓN 4

La condición uniforme de Kreiss-Lopatinski

En esta lección introducimos la condición suficiente para tener un prob-
lema bien planteado. Esta condición fue descubierta por H. O. Kreiss [17] y
se conoce como la condición uniforme de Kreiss-Lopatinski. La demostración
del teorema de Kreiss es muy complicada. Está basada en la construcción
de un simetrizador en el espacio de frecuencias, conocido como simetrizador
de Kreiss. En esta lección únicamente presentaremos las propiedades más
importantes del simetrizador de Kreiss, y mostraremos cómo la existencia
del simetrizador implica que el problema está bien planteado en sentido de
Kreiss.

4.1. El simetrizador de Kreiss

En su art́ıculo seminal de 1970, H. O. Kreiss [17] reconoció que es posible
establecer una condición suficiente para tener un problema bien planteado.
La condición débil de Kreiss-Lopatinski indica que la matriz de frontera B

debe ser inyectiva en el espacio Es(λ, ξ̃) cuando Reλ > 0. Kreiss estableció

que B restringida a Es debe ser uniformemente invertible para (λ, ξ̃) ∈
C× Rd−1 con |(λ, ξ̃)| = 1 y Reλ > 0.

Definición 4.1 (condición uniforme de Kreiss-Lopatinski). Se dice que
el problema de valores iniciales y de frontera (2.9) satisface la condición
uniforme de Kreiss-Lopatinski, si existe una constante uniforme C > 0 tal
que

|U | ≤ C|BU |,
para todo U ∈ Es(λ, ξ̃) con (λ, ξ̃) ∈ C× Rd−1, |(λ, ξ̃)| = 1 y Reλ > 0.

Observación 4.2. La restricción |(λ, ξ̃)| = 1 es una consecuencia de que

la matriz A(λ, ξ̃) es homogénea de grado uno, por lo que es suficiente con
establecer la condición uniforme (aśı como la condición débil) en el hemisferio

|(λ, ξ̃)| = 1 y Reλ > 0. La información importante de la definición anterior
es que la constante C > 0 es uniforme para todo Reλ > 0, incluso cuando
Reλ→ 0+. De hecho, es posible demostrar (véase [3]) que una formulación
equivalente de la condición uniforme de Lopatinski es la siguiente:

∆(λ, ξ̃) 6= 0, para todo (λ, ξ̃) ∈ C× Rd−1, Reλ ≥ 0. (4.1)

Algunas observaciones son importantes: nótese que el determinante de Lopatin-
ski está definido para Reλ > 0, en virtud de que en dicho dominio el haz de

39
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Lopatinski Rs(λ, ξ̃) tiene exactamente dimension p. Kreiss [17] demuestra
que los haces de Lopatinski son de hecho continuos hasta Reλ = 0, y por
lo tanto podemos tomar cualquier representación del espacio Rs y su ĺımite
cuando Reλ→ 0+. El resultado nos ofrece una definición del determinante
de Lopatinski incluso cuando Reλ = 0. Si el determinante de Lopatinski
tiene un cero para algún valor de λ imaginario puro, entonces notamos que
la condición débil de Kreiss-Lopatinski (3.9) no se viola. Sin embargo, la
condición uniforme no se satisface. Este caso es de primordial importancia,
pues implica la existencia de de soluciones de tipo onda viajera que son
tangentes a la frontera {xd = 0} y cuya amplitud decae exponencialmente
cuando xd → +∞. A este tipo de soluciones se les conoce como “ondas
superficiales”. Un ejemplo de este tipo de soluciones ocurre en el sistema de
elasticidad lineal isotrópica [32]; su importancia en geof́ısica radica en que
son responsables de los desastres ocurridos en terremotos.

El siguiente teorema constituye una de las contribuciones principales del
trabajo de Kreiss.

Teorema 4.3 (Kreiss [17]). Si el el problema de valores iniciales y de
frontera (2.9) satisface la condición uniforme de Kreiss-Lopatinski entonces
existe un śımbolo,

(λ, ξ̃) 7→ K(λ, ξ̃) ∈ Rn×n,
definido en (λ, ξ̃) ∈ C×Rd−1, Reλ > 0, que satisface las siguientes propiedades:

(a) K(λ, ξ̃) es uniformemente acotada y homogénea de grado uno.

(b) La matriz K(λ, ξ̃)Ad es Hermiteana.
(c) Existe una constante uniforme δ > 0 tal que

−v∗K(λ, ξ̃)Adv ≥ δ|v|2 −
1

δ
|g|2,

para todo v ∈ Cn que satisface la condición de frontera Bv = g,

con g ∈ Cn dado, y todo (λ, ξ̃), Reλ > 0.
(c) Existe una constante C1 > 0 uniforme tal que

−ReK(λ, ξ̃)AdA(λ, ξ̃) ≥ (Reλ)C1I.

Al śımbolo K(λ, ξ̃) se le conoce como simetrizador de Kreiss.

Observación 4.4. Nótese que la propiedad (c) del simetrizador de
Kreiss se asemeja a la condición de disipatividad estricta de la condición
de frontera (ver definición 2.18), pero en el espacio de frecuencias. Es desta-
cable que no toda condición de frontera que satisface la condición uniforme
de Kreiss-Lopatinski es estrictamente disipativa, pero al revés śı [3].

Observación 4.5. La construcción del simetrizador de Kreiss, bajo la
hipótesis de la condición uniforme de Kreiss-Lopatinski, es muy complicada,
incluso en el caso en que la frontera es no caracteŕıstica. La complicación
principal consiste en la construcción para frecuencias con Reλ > 0 cer-
canas al eje imaginario. Para Reλ ≥ η0 > 0, uniformemente lejos del eje
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imaginario, el simetrizador de Kreiss tiene una estructura muy sencilla. Sin
embargo, construirlo en el ĺımite cuando Reλ → 0 es laborioso. Sugiero
al lector consultar el texto de Benzoni-Gavage y Serre [3], que dedica un
caṕıtulo completo para su construcción. La parte técnica está basada en
una condición, conocida como condición de estructura de bloque (ver Majda
[24], o Métivier [28], para el enunciado preciso de dicha condición), la cual es
suficiente para aplicar la construcción diseñada por Kreiss. El mismo Kreiss
[17] demostró que todo sistema estrictamente hiperbólico tiene estructura
de bloque. Majda [24] demostró que se cumple también para el sistema
de Euler de dinámica de gases. Pasaron treinta años después del art́ıculo
de Kreiss para que Métivier demostrara que la condición de estructura de
bloque es satisfecha por todo sistema simétrico [28]. Un ejemplo de un sis-
tema no simétrico que la satisface es el de las ecuaciones de la elastodinámica
en el caso isentrópico (ver Freistühler y Plaza [11]).

4.2. Estimación en el espacio de frecuencias

A continuación emplearemos las propiedades del simetrizador de Kreiss
para establecer una estimación en el espacio de Fourier-Laplace que, a la
postre, implica la estimación de enerǵıa para el caso con condiciones iniciales
homogéneas. Sea u una solución suave en Rd+ que decae a cero cuando
|x| → +∞, del siguiente problema de valores en la frontera:

Lu = ut +
d∑
j=1

Ajuxj = f, x ∈ Rd+, t > 0,

Bu = g, x ∈ ∂Rd+, t > 0,

(4.2)

donde f = f(x, t) y g = g(x̃, t) son tales que admiten una transformada de
Fourier-Laplace (por ejemplo, de orden exponencial en t > 0 y en la clase de

Schwarz para t > 0 fijo; ver apéndice A). Denotamos como ũ = ũ(xd, ξ̃, λ),

f̃ = f̃(xd, ξ̃, λ) y g̃ = g̃(ξ̃, λ) las correspondientes transformadas de Fourier-
Laplace de u, f y g respectivamente (véase (3.2) o apéndice A). De esta
manera, tomando la transformada dela ecuación obtenemos

λũ+Ad∂xd ũ+ i
∑
j 6=d

ξjA
j ũ = f̃ ,

con la condición de frontera

Bũ(0, λ, ξ̃) = g̃.

Denotaremos como 〈 , 〉0 al producto interno en L2(0 < xd < +∞),

〈u, v〉0 =

ˆ +∞

0
u∗v dxd.
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Aśı, en virtud de que ũ(xd, ξ̃, λ) ∈ L2(0 < xd < +∞), calculamos

Re 〈ũ,Kf̃〉0 = Re 〈ũ,K(λũ+Ad∂xd ũ+ i
∑
j 6=d

ξjA
j ũ)〉0

= Re 〈ũ,KAd∂xd ũ〉0 − Re 〈ũ,KAdAũ)〉0

Notamos que, como KAd es Hermiteana, se obtiene

Re 〈ũ,KAd∂xd ũ〉0 = Re

ˆ +∞

0
ũ∗KAdũ dxd

=
1

2

ˆ +∞

0
∂xd(ũ

∗KAdũ) dxd

= −1

2
ũ(0, λ, ξ̃)∗K(λ, ξ̃)Adũ(0, λ, ξ̃).

Denotamos U(λ, ξ̃) := ũ(0, λ, ξ̃), sobre la frontera ∂Rd+ = {xd = 0}. Por
la condición de frontera, BU = g̃, y la propiedad (c) del simetrizador de
Kreiss, tenemos

Re 〈ũ,KAd∂xd ũ〉0 = −1

2
U∗K(λ, ξ̃)AdU ≥ δ|U |2 −

1

δ
|g̃|2,

para cierto δ > 0. Por otro lado, usando la propiedad (d) del simetrizador
de Kreiss, tenemos la estimación

−Re 〈ũ,KAdAũ〉0 = −
ˆ +∞

0
Re (ũ∗KAdAũ) dxd

= −
ˆ +∞

0
ũ∗Re (KAdA)ũ dxd

≥ C1η

ˆ +∞

0
|ũ|2 dxd

= C1η‖ũ(·, λ, ξ̃)‖20,

donde η = Reλ > 0. Sustituyendo obtenemos

Re 〈ũ,Kf̃〉0 ≥ δ|U |2 −
1

δ
|g̃|2 + C1η‖ũ(·, λ, ξ̃)‖20. (4.3)

Dado que K es uniformemente acotado (propiedad (a)), existe una con-
stante uniforme C2 > 0 tal que, para cualquier ε > 0,

Re 〈ũ,Kf̃〉0 = Re

ˆ +∞

0
ũ∗Kf̃ dxd

≤ C2

ˆ +∞

0
|ũ||f̃ | dxd

≤ 1

2
C2εη‖ũ‖20 +

C2

2εη
‖f̃‖20.
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Sustituyendo en (4.3) obtenemos

δ

C1
|U |2 + η

(
1− C2ε

2C1

)
‖ũ‖20 ≤

1

2δC1
|g̃|2 +

C2

2C1ηε
‖f̃‖20.

Escogiendo 0 < ε� 1 suficientemente pequeño tal que 1−C2ε/(2C1) ≥ 1/2,
obtenemos la estimación,

δ

C1
|U |2 + 1

2η‖ũ‖
2
0 ≤

1

2δC1
|g̃|2 + C3(ε)

1

η
‖f̃‖20.

Concluimos que existe una constante uniforme C > 0 tal que

|U |2 + η‖ũ‖20 ≤ C
(
|g̃|2 +

1

η
‖f̃‖20

)
.

Hemos, por consiguiente, demostrado el siguiente

Lema 4.6. Si se cumple la condición uniforme de Kreiss-Lopatinski en-
tonces existe una constante uniforme C > 0 tal que

|ũ(0, λ, ξ̃)|2 + η‖ũ(·, λ, ξ̃)‖20 ≤ C
(
|g̃(λ, ξ̃)|2 +

1

η
‖f̃(·, λ, ξ̃)‖20

)
, (4.4)

para toda solución suave que decae cuando |x| → +∞ del problema (4.2), y

para todo (λ, ξ̃) ∈ C× Rd−1, con η = Reλ > 0.

4.3. Estimación básica de enerǵıa

Emplearemos la estimación del lema (4.6) para deducir la estimación
de enerǵıa en el espacio f́ısico, cuando la condición inicial es homogénea.
Supongamos que u ∈ D(Rd × (0,+∞)) = C∞0 (Rd × (0,+∞)). Definimos
entonces

f := Lu, g := Bu|xd=0.

De este modo, u es solución del sistema

Lu = f, x ∈ Rd+, t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ Rd+,

Bu = g, x ∈ ∂Rd+, t > 0.

Notamos que la condición inicial es homogénea en virtud de que u tiene
soporte compacto en Rd+× (0,+∞). Podemos entonces aplicar la estimación
sobre el problema puro de valores en la frontera (4.2), ya que las transfor-
madas de Fourier-Laplace de u, f y g están bien definidas. Integremos de

esta manera la estimación (4.4) en ξ̃ ∈ Rd−1 y τ := Imλ ∈ (−∞,∞), con
λ = η + iτ . Primero, observamos queˆ +∞

−∞

ˆ
Rd−1

‖ũ(·, λ, ξ̃)‖20 dξ̃ dτ =

ˆ +∞

−∞

ˆ
Rd−1

ˆ +∞

0
|ũ(x, η + iτ, ξ̃)|2 dx dξ̃ dτ

= ‖ũ(·, η + (·), ·)‖2L2((0,+∞)×R×Rd−1)

= 2π‖u‖2
L2
η(Rd+×(0,+∞)

,
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tras haber aplicado la identidad de Plancherel (ver relación (A.6) en el
apéndice A). Análogamente reconocemos que

ˆ +∞

−∞

ˆ
Rd−1

‖ũ(0, λ, ξ̃)‖20 dξ̃ dτ = 2π‖u(0, ·, ·)‖2L2
η(Rd−1×(0,+∞))

= 2π‖u‖2
L2
η(∂Rd+×(0,+∞))

,

ˆ +∞

−∞

ˆ
Rd−1

‖f̃(·, λ, ξ̃)‖20 dξ̃ dτ = 2π‖f‖2
L2
η(Rd+×(0,+∞))

,

ˆ +∞

−∞

ˆ
Rd−1

|g̃(η + iτ, ξ̃)|2 dξ̃ dτ = 2π‖g‖2
L2
η(∂Rd+×(0,+∞))

.

Por lo tanto, integrando la estimación (4.4) en ξ̃ ∈ Rd−1 y τ = Imλ ∈
(−∞,∞), para Reλ = η > 0 fijo obtenemos la estimación de enerǵıa (2.10)
para el caso u0 = 0:

η‖u‖2
η,Rd+×(0,+∞)

+‖u‖2
η,∂Rd+×(0,+∞)

≤ C
(
‖g‖2

η,∂Rd+×(0,+∞)
+

1

η
‖f‖2

η,Rd+×(0,+∞)

)
.

(4.5)
Notamos que (4.5) es la estimación de enerǵıa para el caso homogéneo

(u0 = 0) y con T = +∞. Para aplicar la relación de Plancherel en el espacio
de Fourier-Laplace se define (ver apéndice A),

uη(x, t) =

{
(2π)1/2e−ηtu(x, t), x ∈ Rd, t > 0,

0, otro caso,

que pertenece al espacio L2
η(Rd × (0,+∞)) si u tiene soporte compacto en

t > 0. La estimación (4.5) es la obtenida por Kreiss en [17]. Para considerar
el caso general, Rauch [31] utiliza el siguiente argumento: el problema de
Cauchy homogéneo

Lw = 0, x ∈ Rd+, t > 0,

w(x, 0) = u0(x), x ∈ Rd+,
(4.6)

con u0 ∈ C∞0 (Rd+), tiene una solución local suave w ∈ C∞(Rd+ × (0, T )),
para cierto T > 0, tal que

w|xd=0 = 0.

Esto se puede demostrar con transformada de Fourier (el problema es de
coeficientes constantes) y la condición en xd = 0 se hereda de la condición
inicial para tiempos suficientemente pequeños, T > 0; ver Rauch [31]. (Por
esta razón, la solución se denomina local.) Tomando una función cut-off,
ζ ∈ C∞0 (−T, T ), tal que ζ = 1 si t ∈ (−δ, δ) ⊂ (−T, T ), y 0 ≤ ζ ≤ 1,
podemos definir

f := w∂tζ + Lu,

g := Bu,
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donde u ∈ D(Rd × (0,+∞)) = C∞0 (Rd × (0,+∞)), y por ende, u(x, 0) = 0
(condición homogénea). De este modo, obtenemos que

v := u+ ζ(t)w,

es solución del problema no homogéneo

Lv = f, x ∈ Rd+, t > 0,

v(x, 0) = u0(x), x ∈ Rd+,

Bv = g, x ∈ ∂Rd+, t > 0.

Aplicando la estimación para u (solución del problema homogéneo),
Rauch establece la estimación de enerǵıa (local) para v, solución del prob-
lema no homogéneo en los espacios Lη(Rd+ × [0, T ]). Para mayores detalles,
consultar [31].

4.4. Resumen de la cuarta lección

En esta lección hemos introducido la condición suficiente, conocida como
la condición uniforme de Kreiss-Lopatinski, para tener un problema bien
planteado en sentido de Kreiss. La demostración de Kreiss está basada en
la construcción de un śımbolo, conocido como simetrizador de Kreiss, que
permite establecer una estimación de enerǵıa en el espacio de frecuencias.
Ésta última, as u vez, utilizando la identidad de Plancherel, se traduce en
una estimación de enerǵıa en el espacio f́ısico original. Kreiss estableció su
estimación para el caso de condiciones iniciales homogéneas [17]. En un
trabajo posterior, Rauch [31] extendió el resultado al caso general.





APÉNDICE A

Transformadas de Fourier y Laplace

El material de este apéndice es de carácter ilustrativo. Las demostra-
ciones, aśı como mayor información, se puede consultar en cualquier libro
básico de análisis de Fourier (por ejemplo, [7]).

A.1. La transformada de Fourier

Sea x ∈ Rd, d ≥ 1. Un multi-́ındice, α = (α1, . . . , αd), con αj ∈ Z,
αj ≥ 0, tiene grado |α| =

∑
αj ≥ 0. Se definen xα = xα1

1 · · ·x
αd
d , Dα =

∂|α|/∂α1
x1 · · · ∂

αd
xd

.

Definición A.1. La clase de Schwarz, S = S(Rd), se define como el
espacio de funciones de clase C∞ en Rd que, junto con todas sus derivadas,
decaen más rápido a cero que cualquier polinomio cuando |x| → +∞, es
decir,

S(Rd) = {u ∈ C∞(Rd) : sup
x∈Rd

|xβDαu| < +∞, ∀α, βmulti-́ındices}.

Definición A.2. Para u ∈ S(Rd) se definen su transformada y trans-
formada inversa de Fourier como

û(ξ) :=
1

(2π)d/2

ˆ
Rd
e−iξ·xu(x) dx,

ǔ(ξ) :=
1

(2π)d/2

ˆ
Rd
eiξ·xu(x) dx,

Derivando bajo el signo de integración e integrando por partes (posible
para funciones en S(Rd)) tenemos el siguiente

Lema A.3. Sea u ∈ S(Rd). Entonces:

(a) û ∈ C∞ y Dαû(ξ) = ((−ix)αu)̂ (ξ).
(b) (Dαu)̂ = (iξ)αû.

A su vez, podemos aplicar el lema anterior para obtener:

Lema A.4. Si u ∈ S(Rd) entonces û, ǔ ∈ S(Rd).

Teorema A.5 (teorema de inversión). Para cada u ∈ S(Rd) se tiene
(û)̌ = u.

Es decir, la transformada de Fourier es un isomorfismo de S(Rd) en
S(Rd). Finalmente, tenemos el siguiente

47
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Teorema A.6 (teorema de Plancherel). Para cada u ∈ S(Rd) se tiene
que

‖u‖L2(Rd) = ‖û‖L2(Rd).

Esbozo de demostración. Si u ∈ S(Rd) denotamos v(x) = u(−x)∗

(conjugado complejo). Claramente v̂(ξ) = û(ξ)∗. La convolución, definida
como

w(y) := (v ∗ u)(y) :=

ˆ
Rd
v(y − x)u(x) dx,

también pertenece a S(Rd). Aśı,

ŵ(ξ) =
1

(2π)d/2

ˆ
Rd
e−iξ·y

ˆ
Rd
v(y − x)u(x) dx dy

=

ˆ
Rd
e−iξ·xu(x)v̂(ξ) dx = (2π)d/2û(ξ)v̂(ξ),

es decir, la transformada de Fourier de una convolución es el producto de
las transformadas. Aśı, con v(x) = u(−x)∗ y w(y) = (v ∗ u)(y), calculamos

‖u‖2L2(Rd) =

ˆ
Rd
|u(x)|2 dx

=

ˆ
Rd
u(x)∗u(x) dx

=

ˆ
Rd
v(−x)u(x) dx

= w(0)

= (ŵ)̌ (0)

=
1

(2π)d/2

(ˆ
Rd
eiξ·yŵ(y) dy

)
|ξ=0

=
1

(2π)d/2

ˆ
Rd

(2π)d/2û(y)v̂(y) dy

=

ˆ
Rd
û(y)∗û(y) dy = ‖û‖2L2(Rd).

�

Observación A.7. Se puede demostrar que S(Rd) es denso en Lp(Rd)
para cada 1 ≤ p < +∞. Por lo tanto la transformada de Fourier se extiende
a un isomorfismo unitario de L2 a L2.

A.2. La transformada de Laplace

A.2.1. Definición. Sea una función f : [0,+∞)→ K, donde K = R o
C. La transformada de Laplace de f se define como

(Lf)(λ) :=

ˆ +∞

0
e−λtf(t) dt, λ ∈ C. (A.1)
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Observación A.8. Sea λ = η + iξ. Si la integral en (A.1) existe para
Reλ = η0 entonces existe para todo Reλ = η ≥ η0, uniformemente con
respecto a λ ya que

|e−λtf(t)| ≤ e−ηt|f(t)| ≤ e−η0t|f(t)|.

Definición A.9. Se dice que f es de orden exponencial si existen con-
stantes uniformes C > 0 y γ ∈ R tales que

|f(t)| ≤ Ceγt,

para todo t ≥ 0.

Lema A.10. Si f es de orden exponencial entonces Lf existe para todo
Reλ > γ; por otro lado, existe a0 ∈ R (llamada abcisa de convergencia), tal
que a0 ≤ γ y la integral en (A.1) no existe si Reλ < a0, y existe siempre
que Reλ > a0.

Demostración. Si Reλ > γ entonces∣∣∣ˆ +∞

0
e−λtf(t) dt

∣∣∣ ≤ ˆ +∞

0
e−ηt|f(t)| dt ≤ C

ˆ +∞

0
e−(η−γ)tdt < +∞.

Por otra parte, sea el conjunto

A :=
{
a ∈ R :

ˆ +∞

0
e−at|f(t)| dt existe

}
.

Por la observación A.8, para cada ε > 0 la integral en (A.1) existe si Reλ ≥
γ + ε. Por lo tanto, A 6= ∅ y definimos

a0 := inf A ∈ R.

Claramente la integral en (A.1) no existe si Reλ < a0 por la definición de
ı́nfimo. Además, existe siempre si Reλ > a0 ya que a0 + ε ∈ A para todo
ε > 0. Igualmente, ya que γ + ε ∈ A para todo ε > 0, tomando ε → 0+

obtenemos a0 ≤ γ. �

Proposición A.11. (Lf)(λ) es anaĺıtica en el conjunto {Reλ > a0} ⊂
C, y además,

d

dλ
(Lf)(λ) = −

ˆ +∞

0
te−λtf(t) dt. (A.2)

Demostración. Ver [26], caṕıtulo 8. �

Lema A.12. Sea f ∈ C([0,+∞);K) y de clase C1 por pedazos. Sea

ρ = inf{γ ∈ R : existe C > 0 tal que |f(t)| ≤ Ceγt,∀t ≥ 0}.

Entonces para Reλ > ρ se tiene que(
Ldf
dt

)
(λ) = λ(Lf)(λ)− f(0). (A.3)
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Demostración.(
Ldf
dt

)
(λ) =

ˆ +∞

0
e−λt

df

dt
(t) dt

= lim
R→+∞

ˆ R

0
e−λt

df

dt
(t) dt

= lim
R→+∞

(
(e−λtf(t)

∣∣∣t=R
t=0

+ λ

ˆ R

0
e−λtf(t) dt

)
= λ(Lf)(λ)− f(0) + lim

R→+∞
e−λRf(R).

Pero para Reλ > γ > ρ se tiene que |e−λRf(R)| ≤ Ce−(Reλ−γ)R → 0 si
R→ +∞. Aśı, obtenemos (A.3). �

A.2.2. Propiedades de la transformada de Laplace. A contin-
uación se enlistan algunas propiedades básicas de la transformada de Laplace
que se pueden consultar en [26].

(1) Linealidad: L(α1f1 + α2f2) = α1Lf + α2Lf2 para cualesquiera
αi ∈ C, fi.

(2) Primera traslación: L(eatf(t)(λ) = (Lf)(λ− a), a ∈ R. En efecto,

L(eatf(t)(λ) :=

ˆ +∞

0
e−λteatf(t) dt =

ˆ +∞

0
e−(λ−a)tf(t) dt = (Lf)(λ− a).

(3) Segunda traslación: Si

g(t) =

{
f(t− a), t > a,

0, t < a,

entonces

(Lg)(λ) =

ˆ +∞

a
e−λtf(t− a) dt =

ˆ +∞

0
e−λ(τ+a)f(τ) dτ = e−aλ(Lf)(λ).

(4) Cambio de escala: Si fa(t) = f(at), a > 0 entonces

(Lfa)(λ) =

ˆ +∞

0
e−λtf(at) dt =

1

a

ˆ +∞

0
e−λτ/af(τ) dτ =

1

a
(Lf)(λ/a).

(5) n-ésima derivada: Si f ∈ Cn((0,+∞);K) con n ≥ 1, entonces(
Ld

nf

dtn
)
(λ) = λn(Lf)(λ)−λn−1f(0)−λn−2f ′(0)−. . .−λf (n−2)(0)−f (n−1)(0),

donde f (k)(t) = dkf/dtk. Para n = 1 recuperamos la fórmula (A.3).
La demostración se hace por inducción (ejercicio).

(6) L(tnf(t))(λ) = (−1)n dn

dλn (Lf)(λ). Se demuestra por inducción so-
bre n ≥ 1.

(7) Si limt→0+ f(t)/t existe entonces

L(f(t)/t)(λ) =

ˆ +∞

λ
(Lf)(z) dz.
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A.3. Relación entre ambos conceptos: la transformada de
Fourier-Laplace

(I) Notamos primero que la transformada de Laplace Lf es la transformada
de Fourier (en la variable temporal) de la función

fη(t) =

{
(2π)1/2f(t)e−ηt, t ≥ 0,

0, t < 0,

donde Reλ = η. En efecto,

f̂η(ξ) =
1

(2π)1/2

ˆ +∞

−∞
e−iξtfη(t) dt =

ˆ +∞

0
e−(η+iξ)tf(t) dt = (Lf)(η + iξ).

Por lo tanto, aplicando el lema de Plancherel obtenemos

ψ(η) :=

ˆ
R

∣∣(Lf)(η + iξ)
∣∣2 dξ = ‖(Lf)(η + i ·)‖2L2 = ‖f̂η‖2L2 = ‖fη‖2L2 =

ˆ
R
|fη(t)|2 dt

= 2π

ˆ +∞

0
e−2ηt|f(t)|2 dt,

que es una norma hiperbólica pesada por η, definida como:

‖f‖2L2
η(R) :=

ˆ
R
|f(x)|2e−2ηx dx = ‖e−η ·f(·)‖2L2(R),

para η fijo. De este modo

‖(Lf)(η + i ·)‖2L2(R) = ‖f‖2L2
η(0,+∞). (A.4)

(II) Sea g = g(x, t) una función escalar con x ∈ Rd, d ≥ 1, y t ≥ 0.
Suponemos que para x fijo, g es de orden exponencial como función de
t > 0, es decir, que para todo x ∈ Rd existe una C > 0 y γ ∈ R uniformes
tales que

|g(x, t)| ≤ Ceγt,
para todo x ∈ Rd, t ≥ 0. Asimismo, suponemos que para t fijo, g como
función de x tiene transformada de Fourier, por ejemplo, que

g(·, t) ∈ S(Rd),

para cada t > 0, fijo. Bajo estas consideraciones, podemos definir la trans-
formada de Fourier-Laplace de g como

g̃(ξ, λ) :=
1

(2π)d/2

ˆ +∞

0

ˆ
Rd
e−iξ·xe−λtg(x, t) dx dt. (A.5)

Si g(·, t) ∈ S(Rd), el orden de integración no importa (teorema de Fubini)
y por ende

g̃(ξ, λ) = ̂(Lg)(·, λ)(ξ, λ) =
1

(2π)d/2

ˆ
Rd
e−iξ·y

ˆ +∞

0
e−λtg(x, t) dt dx = (Lĝ(ξ, t))(ξ, λ).
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(III) Por la observación (II) definimos

I(λ) := ‖g̃(·, λ)‖2L2 =

ˆ
Rd
|g̃(ξ, λ)|2 dξ.

Por el teorema de inversión y el lema de Plancherel obtenemos

I(λ) = ‖(Lg)(λ, ·)̂ ‖2L2 = ‖(Lg)(λ, ·)‖2L2

=

ˆ
Rd

∣∣(Lg)(λ, x)
∣∣2 dx

=

ˆ
Rd

∣∣∣ ˆ +∞

0
e−λtg(x, t) dt

∣∣∣2 dx.
Por otra parte, por la observación (I): g̃(ξ, λ) es la transformada de

Fourier en Rd × R de

gη(x, t) :=

{
(2π)1/2e−ηtg(x, t), t > 0,

0, t < 0,

en el sentido de que

ĝη(ξ, τ) =
1

(2π)d/2
1

(2π)1/2

ˆ +∞

−∞

ˆ
Rd
gη(x, t)e

−i(ξ·x+τt) dx dτ

=
1

(2π)d/2

ˆ
Rd

ˆ +∞

0
e−ix·ξe−(η+iτ)tg(x, t) dt dx

= g̃(ξ, η + iτ).

De esta manera, aplicando el lema de Plancherel se obtiene

‖ĝ‖2L2(Rd×R) = ‖gη‖2L2(Rd×R) =

ˆ +∞

−∞

ˆ
Rd
|gη(x, t)|2 dx dt

= 2π

ˆ +∞

0

ˆ
Rd
e−2ηt|g(x, t)|2 dx dt

= 2π‖e−ηtg‖2L2(Rd×(0,+∞))

= 2π‖g‖2L2
η(Rd×(0,+∞)),

es decir, obtenemos la útil relación

‖g‖2L2
η(Rd×(0,+∞)) =

1

2π
‖ĝ‖2L2(Rd×R). (A.6)
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