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RESUMEN. En estas notes se presenta una visién panoramica, asi como
una interpretacién general, de la teoria desarrollada por H. O. Kreiss,
A. Majda y G. Métivier, entre otros, sobre la admisibilidad de condi-
ciones de frontera para sistemas simétricos hiperbdlicos en varias dimen-
siones espaciales. Se presta especial atencién a las condiciones necesaria
y suficiente, conocidas como la condicién débil y uniforme de Kreiss-
Lopatinksi, respectivamente, para tener un problema bien planteado en
L?.
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Prefacio

Este documento contiene las notas del mini-curso que imparti en la I
Escuela de Analisis Matematico en la Facultad de Ciencias de la Universidad
de Colima, México, del 26 al 30 de septiembre del 2016. El objetivo del curso
fue presentar una vision panoramica, asi como una interpretacién general, de
la teoria desarrollada por H. O. Kreiss, A. Majda y G. Métivier, entre otros,
sobre la admisibilidad de condiciones de frontera para sistemas simétricos
hiperbdlicos en varias dimensiones espaciales.

Los sistemas simétricos hiperbdlicos de primer orden con valores iniciales
y de frontera aparecen en diversas aplicaciones, entre las que destacan las
ecuaciones de la elastodinamica [32, 11], las ecuaciones de Einstein de la
teoria de relatividad general [19], y la estabilidad multidimensional de on-
das de choque [23, 24]. La teoria, desarrollada desde los anos 70 (a partir
del articulo fundamental de H. O. Kreiss [17]) hasta la fecha, es bastante
complicada y su interpretacion no es aparente. En este curso me enfocaré en
examinar las condiciones necesaria y suficiente, establecidas por Kreiss, para
tener un problema bien planteado en sentido L?. Por razones de tiempo y
de simplicidad, dejaré a un lado la teoria general de existencia y unicidad,
y me limitaré a estudiar un problema prototipo: el de un sistema simétrico
hiperbdlico con coeficientes constantes, definido en un semi-plano, con fron-
tera no caracteristica. KEste problema es suficientemente complicado en si
mismo, y su estudio es fundamental para analizar la estabilidad multidi-
mensional de ondas de choque planas (soluciones discontinuas de sistemas
nolineales de ecuaciones), cuyo planteamiento se puede transformar en un
problema con coeficientes constantes. Cabe sefialar que las condiciones des-
cubiertas por Kreiss son puramente algebraicas, y relacionan las propiedades
de las soluciones al sistema de ecuaciones, con la estructura algebraica de la
condicion de frontera. Notablemente, el estudio de estas condiciones para
diversos sistemas de origen fisico es objeto de intensa investigacion.

La literatura sobre el tema consiste, sobre todo, en articulos de investi-
gacién (algunos de ellos muy técnicos). Destacan, sin embargo, tres referen-
cias: el articulo revisionista de Higdon [14], el capitulo 14 del libro (general)
de D. Serre [32], y el texto relativamente reciente de S. Benzoni-Gavage y
D. Serre [3]. Este tltimo contiene practicamente todo lo que se conoce sobre
el tema, aunque es muy especializado. Espero que tanto el curso impartido
como el presente documento, sirvan de motivacién para que los estudiantes
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asistentes al primero y los potenciales lectores del segundo, se introduzcan
en este vigoroso campo de estudio en andlisis aplicado.

Agradezco a Salvador Pérez-Esteva por la gentil invitacién para impar-
tir el curso. Asimismo, agradezco a Magali Folch y a Ricardo Sdenz por
la magnifica organizacién y su amable hospitalidad, que hicieron de la es-
cuela un éxito, y de mi estancia en la Universidad de Colima una agradable
experiencia.

Ramén G. Plaza
Ciudad de México
Octubre 2016.
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Lista de acrénimos, simbolos y notacién utilizados en el texto:

AT

A*

det A

ker A
R(A)

B, (x)

C
CH(X;Y)

C5(X;Y)

c.d.s.
P

N
Q
o0

16}

R

]Rd

Uz, O, U

k
O, u

Wm,p7 HS

Transpuesta de la matriz (o vector) A

Conjugada transpuesta de la matriz (o vector) A
Determinante de la matriz A

Ntcleo de la matriz (u operador) A

Rango de la matriz (u operador) A

Bola de radio » > 0 y centro en =

Campo de numeros complejos

Espacio de funciones k-diferenciables en el espacio de Banach
X que toma valores en el espacio de Banach Y

Espacio de funciones k-diferenciables con soporte compacto en
X

Acrénimo de “casi donde sea”

Espacio de funciones Lebesgue medibles tales que [ |f|Pdz <
400, 1 <p< oo

Conjunto de ntimeros naturales

Cerradura del conjunto €2

Frontera del conjunto €2

Conjunto vacio

Conjunto de ntimeros reales

Espacio euclideano de dimensién d > 1

Derivada parcial du/dx;

Derivada parcial de orden k > 0 con respecto a la variable z;:
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LECCION 1

Problemas hiperbdlicos en una dimensiéon espacial

En esta primera leccién vamos a introducir el concepto de hiperbolici-
dad, por un lado, y el de problema mixto, por el otro, cuando la dimensién
espacial es igual a d = 1. Prestaremos especial atencién a determinar qué
tipo de condiciones de frontera son admisibles para tener un problema bien
planteado, que en este caso significa que no tengamos un problema ni sobre-
ni sub-determinado. Este tipo de sistemas hiperbdlicos en una dimension
aparecen de manera natural en mecanica de fluidos y en fenémenos de trans-
porte, entre otros.

1.1. Problemas hiperbdlicos escalares
Pensemos en la ecuacién diferencial parcial méas simple posible. Esta es,
ug + aug = 0, (1.1)

donde = € R es la variable espacial, t > 0 denota el tiempo, u = u(z,t) es
una cantidad escalar, y a € R, a # 0, es constante.

Esta ecuacién, a pesar de su sencillez, tiene nombre: se conoce como
la ecuacion de transporte (en su versién mads simple: ecuacién escalar, en
una dimensién espacial, con velocidad constante). El problema de Cauchy
asociado a (1.1) consiste en resolver (1.1) sujeta a una condicién inicial de
la forma

u(x,0) = ug(z), (1.2)

donde ug : R — R es una funcién conocida.

OBSERVACION 1.1. Se puede utilizar la ecuacién (1.1) para modelar la
concentracién (por unidad de longitud) de una sustancia quimica, en la
posicién z € R a tiempo ¢ > 0, que se vierte sobre un dominio unidi-
mensional, por ejemplo, un rio que fluye con velocidad constante a. Si la
sustancia no se difunde, entonces ésta se transporta con velocidad a € R. La
condicién inicial representa la distribucion inicial de la sustancia a lo largo
del rio.

Reconocemos que el lado derecho de la ecuacién (1.1) es la derivada
direccional de u en direccién de (a,1)" en el plano (z,t):

U + AUy = V(m)u . <61L) =0.

3
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El vector (a,1)T € R x (0,+00) en el espacio-tiempo determina una
direccién preferencial, denominada caracteristica, que estd determinada por
la misma ecuacién. Esto motiva la siguiente

DEFINICION 1.2. Las curvas de la forma
x(t) = at + yo,

parat > 0y yo € R fijo, se denominan curvas caracteristicas asociadas a la
ecuacién (1.1).

Las curvas caracteristicas estan dotadas de una propiedad importante:
la “informacién” se propaga sobre ellas. Esto significa, con precision, lo
siguiente:

PROPOSICION 1.3. Si u = u(x,t) es una solucién diferenciable de la
ecuacion (1.1) entonces u es constante sobre todas las curvas caracteristicas.

DEMOSTRACION. Evaluamos la solucién sobre una curva caracteristica,
U(t) := u(at 4+ yo,t). De este modo,

dU

dt %u(at + yo,t) = (aug + ut)(at + yo,t) = 0.

O

En vista de esta observacion, resolver el problema de Cauchy (1.1), (1.2)
es muy sencillo. Para cada (z,t) € R x (0,4+00), fijo, existe una tnica curva
caracteristica

{(x+a(s—1t),s) € R x (0,+00) : s> 0},

que intersecta al eje s = 0 en el punto yg = = — at. Como u es constante
sobre la curva caracteristica, entonces la solucién es simplemente

u(z,t) = u(zr — at,0) = up(z — at).

En efecto, si ug tiene derivadas continuas con respecto a su argumento en-
tonces

ug + au, = —auy(z — at) + auy(x — at) = 0.

Las siguientes observaciones son triviales en este contexto, pero son im-
portantes:

e La solucién tiene forma de onda viajera: u(z,t) = wug(z — at).
Es decir, es una funcién que no cambia de forma y que depende
Unicamente de la variable de translacién, z —at. La onda viaja con
velocidad a € R, a # 0.

e Siug es de clase C"(R) entonces, claramente, u es de clase C" (R x
(0, +00). Es decir la regularidad se preserva.

e Dado que a # 0, la curva de datos iniciales {t = 0} no es una curva
caracteristica.
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Ahora nos planteamos la posibilidad de imponer condiciones de frontera.
Pensando en el ejemplo del quimico que se transporta por el flujo de un rio,
supongamos que en un punto del rio, x = 0, se vierte el quimico a una razén
conocida. FEn este caso, conocemos la concentracién u en el punto z = 0
para todo tiempo t > 0. La condicién de frontera tiene la forma genérica

bu(0,t) = g(t),  t>0, (1.3)

donde b # 0 es una constante, y g = g(t) es una funcién conocida de ¢t > 0.

El resultado es un problema con valores iniciales y de frontera: resolver
(1.1), sujeta a la condicidn inicial (1.2) y a la condicién de frontera (1.3), es
decir,

ur + auy, = 0, x>0, t>0,
u(z,0) = up(z), x>0, (1.4)
bu(0,t) = g(t), t>0.

Supongamos, por el momento, que a > 0. Sea (z,t) € R x (0,+00).
Entonces tenemos dos casos:

(a) z > at
(b) 0 <z <at

En el caso (a), la curva caracteristica que pasa por (z,t) intersecta al
ejer {t = 0} en el punto z — at > 0, y la solucién estd determinada por la
condicién inicial. En el caso (b), z — at < 0, y la curva caracteristica que
pasa por (z,t) intersecta primero al eje {x = 0} en el punto (0,t — z/a) (es
decir, a tiempo t — x/a > 0). En este caso la solucién esta determinada por
la condicién de frontera.

La solucién al problema (1.4) es, por lo tanto,

(i, t) = {uo(x—at), 0<at<ux, (15)
gt —z/a)/b, 0<z<at.

Notamos que es menester requerir la siguiente condicién de compatibil-
idad entre los datos iniciales y de frontera,

uo(0) = g(0)/b.

Notamos que si se cumple esta condicién entonces la solucién (1.5) es con-
tinua sobre la recta xz = at.

EJeErciciO 1.4. Encontrar las condiciones sobre ug y ¢g para que la
solucién (1.5) sea de clase C1(R x (0, +0c0)).

Si la ecuacién es no homogénea, u; + au, = f, donde f = f(x,t) es
una funcién conocida, el método de solucién es exactamente el mismo: inte-
gracién sobre curvas caracteristicas. En este caso la funcién u no es constante
sobre ellas, pero la ecuacion diferencial parcial se reduce a una ecuacién
diferencial ordinaria no homogénea que se resuelve por integracion directa.
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El problema no homogéneo es
u + auy = f(z,t), >0, t>0,
u(z,0) = up(x), x>0, (1.6)
bu(0,t) = g(t), t>0.
EJERCICIO 1.5. Verificar, mediante el método de integracién sobre cur-

vas caracteristicas, que la solucién al problema (1.6) es

t
uo(m—at)—i—/ fla(s—t) +xz,s)ds, 0<at<uz,
t

—z/a

u(z,t) = t (1.7)
g(tm/a)/b+/0 fla(s —t)+x,s)ds, 0<uz<at.

Hallar las condiciones de compatibilidad sobre f, g y ug para que la soluciéon
sea de clase u € C1((0, +00) x (0,+00)) N C([0,+00) x [0, +0c0))

OBSERVACION 1.6. Notamos que el dominio espacial es z > 0. Por lo
tanto, si a > 0 entonces requerimos una condicién de frontera en x = 0.
Si, por el contrario, a < 0 entonces el problema no requiere condiciones de
frontera: la solucién sobre el eje {x = 0} estd completamente determinada
por la condicién inicial.

EJeErcIciO 1.7. Aplica el método de caracteristicas para resolver el prob-

lema
ut + aug + cu = f(x,t), >0, t>0,

u(z,0) = up(z), x>0,
bu(0,t) = g(t), t>0,

donde a, ¢ # 0 son constantes, y f, g, uo funciones conocidas.

1.2. Sistemas en una dimension

Ahora vamos a extrapolar estas ideas al caso de sistemas. Consideremos
el siguiente problema de valores iniciales y de frontera:

ur + Aug, + Cu = f, xz>0,t>0,
u(z,0) = up(x), x>0, (1.8)
Bu(0,t) = g(t), t>0,

donde u = u(z,t) € R", n > 1,y A,C € R" "™ son matrices constantes. La
matriz constante B € RP*™ determina las p condiciones de frontera en {z =
0} y, suponemos, tiene rango igual a p € N (no hay condiciones redundantes
ni contradictorias). Las funciones f : R x (0,+00) — R, g : (0,+00) — RP
v ug : R — R", son conocidas.

Entonces nos planteamos, de manera natural, las siguientes preguntas:
;,Cuando tiene el sistema soluciones de tipo onda viajera? ;Cuantas condi-
ciones de frontera debemos imponer?
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Para responder a la primera pregunta, analicemos el caso C =0, f = 0.
El sistema de ecuaciones tiene la forma

Lu:=u; + Aug = 0.

Si proponemos una solucion de este sistema en forma de onda viajera, es
decir,

u(x,t) = 90($ - at)a
donde a € R, y la funcién ¢ : R — R" es diferenciable (conocida como el
perfil de la onda), entonces tras sustituir obtenemos un problema espectral:

ur + Auy = —ay' (z — at) + Ap'(z — at) = (A — al )¢’ (x — at) = 0.

Reconocemos que a € R debe ser un valor propio de A, y ¢’ el vector propio
asociado.

DEFINICION 1.8. Se dice que el operador L = 9; + Ad,. es hiperbdlico
si la matriz A € R™* "™ es diagonalizable sobre R, es decir, si todos los
valores propios de A son reales, a; € R, j = 1,...,n, y semi-simples (las
multiplicidades geométrica y algebraica coinciden). A los valores propios se
les denomina welocidades caracteristicas. El sistema de ecuaciones

Lu = u; + Aug, + Cu = f,
es hiperbdlico, si la parte principal del operador, L = 9,4+ Ad;, es hiperbdlico.
Algunas observaciones son necesarias en este punto.

OBSERVACION 1.9.

(a) Notamos que el sistema en (1.8) es hiperbdlico sélo si la parte prin-
cipal del operador, es decir, la que involucra a las derivadas de
orden mas alto, es hiperbdlico, independientemente de C.

(b) La condicién de semi-simplicidad para las velocidades caracteristicas
es importante, ya que implica que la matriz A tiene una base
completa de vectores propios en R”. Claramente, el sistema es
hiperbdlico si y sélo si A tiene valores propios reales y exactamente
n vectores propios linealmente independientes. Nétese que un valor
propio a; puede tener multiplicidad m > 1, pero siempre tiene m
vectores propios asociados (A no tiene bloques de Jordan no triv-
iales).

Es importante que el lector no tenga la idea equivocada que esta definicion
es particular de sistemas con coeficientes constantes. Incluso para sistemas
cuasi-lineales con coeficientes variables tenemos la siguiente definicién:

DEFINICION 1.10 (hiperbolicidad, caso no lineal). El sistema de ecua-
ciones
u + Az, t,u)uy + C(z, t,u)u = f(x,t),
es hiperbdlico en un punto (zg, g, up) € R x (0,400) x 2, con @ C R,
si la matriz A(xo,to,up) € R™™ es diagonalizale sobre R. Se dice que
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el sistema es hiperbdlico si es hiperbdlico en (z,t,u) para todo (z,t,u) €
R x (0,400) x €.

OBSERVACION 1.11. Usualmente requerimos que 2 C R", el conjunto
de variables de estado, sea conexo. El estudio de sistemas hiperbdlicos en
regiones disconexas en las variables de estado tiene diversas aplicaciones en
la teorfa de transiciones de fase (véanse [9, 10, 22]).

Es claro que si la matriz A es simétrica entonces es diagonalizable sobre
R y tenemos un sistema hiperbdlico. Tenemos pues, la siguiente

DEFINICION 1.12. El sistema de ecuaciones
Lu = u + Auy, + Cu = f,

es llamado simétrico si la matriz A es simétrica. El sistema se denomina
simetrizable si existe una matriz S € R™*™, simétrica, definida positiva, tal
que SpA es simétrica.

Los conceptos de simetrizabilidad e hiperbolicidad estan relacionados.
La demostracion del siguiente resultado se deja al lector como ejercicio.

LEMA 1.13. En el caso de una dimension espacial, d = 1, un sistema es
hiperbadlico si y solo si es simetrizable.

EJERCICIO 1.14. Demostrar el lema 1.13. (Ver el lema 2.4 més adelante.)

OBSERVACION 1.15. En varias dimensiones espaciales, d > 2, la impli-
cacién inversa no es cierta: es posible construir sistemas hiperbdlicos no
simetrizables. El ejemplo clésico se debe a Lax [21].

Volviendo a nuestro problema en una dimensién, (1.8), nos interesa de-
terminar cuantas condiciones de frontera necesitamos. Esto es, debemos
determinar p. Nuevamente, analicemos el caso f = 0, C' = 0. Veremos que,
en el caso de una dimensién espacial, es facil encontrar las dimensiones de
la matriz B basandonos en el cdlculo de las ondas incidentes y reflejadas en
la frontera. Suponiendo que el sistema es hiperbdlico diagonalizamos A:

QAQ™ = A = diag(a;)_,.

donde @ € R™ ™ es una matriz constante e invertible, y a; € R, j=1,...,n
son los valores propios de A. Como en el caso escalar, vamos a denominar
caracteristicas a las siguientes curvas en el espacio-tiempo:

z(t) = at + v, j=1,...,n.

Vamos a suponer, adicionalmente, que la frontera {z = 0} no es una
curva caracteristica, es decir, det A # 0. En este caso podemos agrupar los
valores propios en (estrictamente) negativos y positivos:

a1 < ... < <0<a1 <... < ay,
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es decir, A tiene [ valores propios negativos y n — [ positivos. Entonces
definimos el cambio de variables,

v = Qu,
de manera que el sistema de ecuaciones se desacopla:
v + QAQ_IUI =0,
esto es, tenemos n ecuaciones escalares independientes
O + a;0,v; = 0, j=1...,n.

Notamos que para 1 < j <[, se tiene que a; < 0 y, por ende, z > 0 >
ait > ... > a;t para todo punto fijo del espacio tiempo (x,t) € R x (0, +00).
Por lo tanto, para estas coordenadas, la solucién estd determinada por la
condicion inicial,

vj(z,t) = vj(z — a;t,0), j=1,...,1,

donde v(x,0) = Quo(z).

En contraste, consideremos (z,t) € R x (0, +00) tal que 0 < x < a;41t.
En este caso las caracteristicas con pendiente positiva intersectan al eje {z =
0} y es necesario prescribir n —[ condiciones de frontera para determinar los
valores de v;(0,t —x/a;), j =14+1,...,n. Ver figura 1.1.

Visto de otra manera, por cada punto sobre la frontera, se intersectan
exactamente [ curvas caracteristicas con pendiente a; < 0 que transportan
la informacién de la condicién inicial (ondas incidentes), con n — [ curvas
caracteristicas con pendiente positiva, a; > 0, que no han sido especificadas
(ondas reflejadas).

De hecho, definiendo v’ (z,t) = (v1,...,v;)" (ondas incidentes) y v (z, t)
(41, -..,v,) " (ondas reflejadas), las condiciones de frontera en = 0 deben
tener la forma general

v(0,t) = Bu' (0, 1) + g(¢),

con B € R(M=Dx! " constante. Condiciones adicionales de compatibilidad
entre g y ug debe ser impuestas también. Las condiciones de frontera se
pueden escribir de la forma

Bu(0,t):= (= B 1)Qu(0,t) = g(1),

donde B € R D* ¢g yuna matriz de rango n — l. Es decir, p =n —1, el
numero de valores propios positivos de A.

SiC # 0y f # 0, la condicién de frontera debe satisfacer el mismo
criterio. La identificacién de las ondas que “entran” (a; < 0) y las ondas
que “salen” es independiente de C'y f.

PROPOSICION 1.16. Una condicién necesaria para que el problema (1.8)
esté “bien planteado” es que rango(B) = p, el nimero de valores propios
positivos de A.
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FIGURA 1.1. Las caracteristicas que pasan por P = (z,t),
0 < x < aj41t, con pendientes positivas 0 < aj, intersectan

al eje {x = 0} en n — [ puntos.

1.3. Panoramica del método de caracteristicas

En esta seccion vamos a presentar una guia del método de caracteristicas
que se emplea para demostrar la existencia de soluciones a un sistema
hiperbdlico en una dimensién espacial con coeficientes variables. La idea
general que queremos comunicar es que, en una dimensién espacial, resulta
relativamente sencillo (e intuitivo) interpretar el operador como un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias sobre las curvas caracteristicas. Los
detalles de esta construccion se pueden consultar en los textos cldsicos de
Courant y Hilbert [6], y John [15].
Comencemos analizando el problema de Cauchy. Posteriormente indi-

caremos las modificaciones pertinentes para establecer la existencia de la
solucién al problema con valores en la frontera. Consideremos el sistema

= f(z,t), x€R, t>0, (1.9)

ur + Az, t)ugy + C(z,t)u
x € R,

u(z,0) = uo(),



1.3. PANORAMICA DEL METODO DE CARACTERISTICAS 11

donde u € R", n > 1, A,C : R x (0,+00) — R™™. wy y f son funciones
conocidas. Nétese que estamos considerando un sistema con coeficientes
variables. Vamos a hacer las siguientes hipotesis:

HiPOTESIS 1.17 (regularidad). ug € CH(R;R™), A,C € CH(Rx (0, +00); R™*"),
f € C(R x (0,+00)). Mas aiin, supondremos que Oy A, 0, A son Lipschitz
continuas.

HipOTESIS 1.18 (hiperbolicidad). El sistema es simétrico hiperbdlico, es
decir, A(x,t) = A(z,t)", para todo (x,t) € R x (0, +00).

Por lo tanto, por hipédtesis, para cada (z,t) € R x (0,400) existe una
base completa de vectores propios

ri(z,t) €R™,  r; € CHR x (0,+00)),
asociados a valores propios
aj(z,t) €R, a; € CY(R x (0,400)),
tales que
Az, t)rj(z,t) = aj(z, t)rj(z,t), j=1,...,n.
Si definimos G(z,t,u) := f — Cu entonces el sistema se lee
up + Az, t)u = Gz, t,u).

Las soluciones de

dz; . .

ditj =a;(2;,t), j=1,...,n,
definen curvas caracteristicas, que denotamos Cj, en el espacio-tiempo. Para
cada punto P = ({,7) € R x (0,400), las curvas caracteristicas que lo

contienen se pueden representar por funciones de la forma
r==z;(t ¢ 1), Ci={(;t):t>0}, j=1,...,n.
Por las hipétesis y el teorema de Picard!, cada funcién z; es de clase C' con

respecto a (¢,&, 7). Definimos el siguiente operador diferencial a lo largo de
cada direccién caracteristica

Dj:=0+a;0,, j=1,...,n.
Dado que A es simétrica, tenemos que r]TA = ajrj—-r para cada j. Multi-
plicando el sistema por r]T por la izquierda obtenemos

r;(ut—l—ajugg) :roG, j=1,...,n,
sistema. que, escrito en forma vectorial, se expresa como
LDu = LG,
donde
Dy 0 ry
D := s L('x: t) =
0 D, rl

lyéase cualquier libro bdsico de ecuaciones diferenciales ordinarias [4, 5].
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Definimos ahora las variables caracteristicas:

Wy 1= T;F’LL, W = (11)17 e wn)T = Lu.

Como los vectores r; son una base completa, L es invertible. Asf, el sistema
se transforma en
DW = LG + (DL)L™'W =: F(z,t,W).

Obtenemos, de este modo, el sistema

DW = F(z,t,W),
W(z,0) = Wy(x),

con Wy(z) := L(x,0)up(z).

Sea P = (&,7) un punto del espacio-tiempo. Las curvas caracteristicas
que pasan por P intersectan el eje {t = 0} en puntos que denotaremos
como Pj = (£4,0), con &; = Z;(0;£,7). Sea G C R x (0,400), una regién
cerrada y acotada del espacio-tiempo. Para cada P = (£, 7) € G las curvas
caracteristicas intersectan el eje {t = 0} en una seccién S, cerrada y acotada,
del eje x. Para cada h > 0, vamos a denotar como G, a la banda

Gn = {(z,t) €G,0<t <h}.

(1.10)

Ver figura 1.2.
Para demostrar la existencia de la solucién se procede siguiendo los sigu-
ientes pasos:

e El problema de Cauchy con valores iniciales ¢ = i(z),z € S tiene
una solucién unica con derivadas continuas en G, si h es suficien-
temente pequeno.

e La solucion se puede extender a todo G siempre y cuando los coe-
ficientes continten siendo Lipschitz continuos.

Sea X el conjunto de funciones de clase C1 en G con valores iniciales
Wo(z), esto es,

X ={W eC'(G;R") : W(z,0) = Wy(z)}.
Notando que la componente 1 < j7 < n de la ecuacion para W es
Djwj = (8t + ajax)wj = ﬁj(l‘,t, W),

podemos integrar a lo largo de la caracteristica, desde el punto inicial (2,0) =
(z;(0;¢,7),0), hasta el punto final, (§,7) = (Z;(7;€,7), 7). El resultado es,

w6 = w0+ [ Baben).wd,
De esta manera definimos el mapeo 7 : X — X, mediante,

W =TV, TV::WO(fcj)Jr/ ﬁ(az,t,V),
0
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t
7
t=nh
,,,,,,,, 0
P=(&)
5
4
3
Cj
2
1
0 [ \
1 o 1 2 3 0 4 5 6 7 8 9~ 10 J 11
(2(0:¢.7),0) S 9”
Ficura 1.2. Las caracteristicas que pasan por P =

(&,7) € Gy intersectan el eje ¢ = 0 en puntos de la forma
(z;(0;¢,7),0). La construccién de la solucién se realiza me-
diante integracién directa sobre las caracteristicas.

donde z indica que se esta efectuando la integracion a lo largo de las n curvas
caracteristicas. Al igual que en el problema de Cauchy para ecuaciones
diferenciales ordinarias, definimos las iteraciones de Picard:

Ugr1:=TUk, k>0, Uy :=¥(x,t) € X,
donde
U(z,t) ;= Lz, t)up(x) € X,
en virtud de que L y ug son de clase C!, y ¥(x,0) = L(x,0)ug(z) = Wy(z).

Como es natural, definimos la norma del méximo:

= ma i(x,t)|.
Iflo:= mas 1o, 0)
i=1,...,n
Sea M :=||¥||p > 0. Definimos el conjunto de funciones admisibles como
o ={VeX:|Vl]<2M}.

Como G es cerrado y acotado, para F de clase C! existe w > 0 tal que
1E o, [[Eullos [z, llo, [1Fllo < pe.

LEMA 1.19. Para h > 0 suficientemente pequenio tenemos que T : o —
o



14 1. PROBLEMAS HIPERBOLICOS EN UNA DIMENSION ESPACIAL
DEMOSTRACION. Para (£, 7) € Gy, se tiene que
T ~
Wlo = I7Vlo < [1Wallo+ | |Fllode < 3 + b
0

Para todo 0 < h < M/u obtenemos ||Wy|| < 2M. O

Para analizar la convergencia de las iteraciones de Picard, definimos
T o~
Zk = Uk+1 - Uk = / F(j?,t, Uk) - F(:f,t, Uk—l) dt.
0

En virtud de que F' tiene derivadas continuas con respecto a u, por el teorema
del valor medio tenemos

Fj(zj,t,Uy) — Fj(Zj,t,Up_1) = DuFj(Zj,t,0;) Zp1,
con 5] = Uy, + Up1, |6] < 1. Como || Dy F|lo < p obtenemos
1Zllo < hiull Zyllo < Bl Zi .
Escogiendo hnpu < 1/2, claramente concluimos que
1 Zkllo < K| Zk—1llo, con 0 < K <1.

Esto significa que T es un mapeo contractivo en o/ en la norma del maximo.
Por el teorema de punto fijo de Banach, 7 tiene un tnico punto fijo U € &7,
que es el limite uniforme de las iteraciones de Picard, U,,, en G;,. Claramente,
U es solucién del problema de Cauchy, ya que U(0) = Wy(xz) y DU =
F (x,t,U). Resta verificar que U; y Ug son continuas. Es suficiente con
probar la existencia y continuidad de la derivada con respecto a &, en virtud
de que la derivada direccional, DU, es claramente continua.

EJErcicio 1.20. Bajo las hipdtesis y en la iteracién de Picard definida:
(a) Verificar que la derivada con respecto de £ de W =TV es

oW (&, 1) = —/ (Gm + G, Vy + LyDu — ua;DL) dt+
0

+ (va>|t:r — (LOyuo)t=0-

(Expresién en términos de V' y de sus primeras derivadas sin hacer
referencia a segundas derivadas de L. Recordar que V' = L(z, t)u(x, t),
y que F = LG + (DL)L~*W.) Concluir que W es continua.

(b) Verificar que para h > 0 (posiblemente mas) pequeno, la transfor-
macién T es contractiva también en las primeras derivadas.

En vista del ejercicio 1.20, podemos concluir que también 0¢U, y 0;Up,
convergen uniformemente, por lo que la funcién construida U es solucion del
problema de Cauchy.

Finalmente, para continuar la solucién a tiempos posteriores, se toma
t = h como condicion inicial y se repite el proceso para obtener una solucién
(dnica) en el intervalo t € [h,2h], [2h, 3R], etc. La existencia es global en
t > 0 siempre y cuando la continuidad y la cota uniforme se preserven. Para
los detalles, ver [6, 15].
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Problemas con valores en la frontera. Este procedimiento se puede
adaptar al caso con valores en la frontera de la forma

Bu(0,t) = g(t), t>0,

donde B € RP*"™ es una matriz constante de rango igual a p, el niimero de val-
ores propios positivos de A. Asimismo, suponemos que g € C*((0, +00); RP)
es conocida y suficientemente regular. Para un punto P = (§,7) € Gy, sea
Z; la interseccién de la curva caracteristica C; que pasa por P con el eje
{t = 0}. Si Z; > 0 entonces se define la iteraciéon de la misma manera que
para el problema de Cauchy:

w; (&, 7) = w;(25,0) + /0 Fi(z;(t;€,7),t, V) dt.

(Esto sucede, por ejemplo, si 1 < j < n — p, ya que las velocidades carac-
teristicas son negativas, a1 < ... < ap—p < 0.)

En puntos de la forma P = (0,t), la condicién de frontera BL™'W = g,
con B de rango p, implica que las p restantes coordenadas se pueden expresar
como combinaciones lineales de las primeras n—p ondas incidentes (ver figura
1.3), de manera que

w;(0,t) = g;(¢) + Z Vi ()w; (0,1),
i—1

para ciertos escalares 7;;(t). Los valores de w;(0,t) con 1 < i < n —p se
pueden calcular por integracién sobre las caracteristicas que intersectan a
la condicién inicial en coordenadas &; positivas. Por lo tanto, si P = (0, 79)
entonces

w;(0,70) = Gj(r0) + > 7ij(70) (wi(i:i, 0) + /OTO Fy(%:(t;0,70),t, V) dt) .

=1

Asi, para cualquier P = (§,7), la iteracién de Picard para las coorde-
nadas cuyas caracteristicas intersectan la condicién de frontera (pueden ser
todas las C;’s con j > n —p+ 1 o sélo algunas de ellas, ver figura 1.3) se
puede expresar de la forma

n—p

w;(€,7) = G(10) + Y 7§ (70) <wz'(50i,0) + /OTO Fy(@i(t:0,70),t, V) dt) +

i=1

T ~
+ / Fj(:fj(t; £, 7’), t, V) dt.
70

De esta forma se puede definir el mapeo W = TV, y demostrar que
es una contraccién para 0 < h < 1 suficientemente pequeno de la misma
manera que en el problema de Cauchy.
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By =(0,m)

Ficura 1.3. Algunas caracteristicas que pasan por P =
(&,7) € Gy intersectan a la frontera en puntos de la forma
(0,79). La solucién en estas coordenadas se calcula mediante
integracién directa sobre las caracteristicas que pasan por
(0,79) y que intersectan al eje {¢ = 0} en puntos de la forma

(i‘i(t; 0, 7'0)).

1.4. Resumen de la primera leccién

Cuando la dimensién espacial es igual a d = 1, es relativamente sencillo
determinar cuantas condiciones de frontera se necesitan para tener un sis-
tema hiperbdlico que tenga sentido. Hemos visto que el rango de B debe
ser igual al numero de valores propios positivos de la matriz A, bajo la
hipétesis de que la frontera no es caracteristica. Haciendo un conteo de las
ondas incidentes y reflejadas, uno se puede cerciorar de que la condicién de
frontera debe satisfacer este criterio, incluso para problemas no homogéneos.
Asimismo, en una dimensién espacial es natural aplicar el método de inte-
gracién sobre curvas caracteristicas para resolver de manera tnica el sistema
hiperbdlico con valores iniciales y de frontera. En varias dimensiones espa-
ciales, sin embargo, la situacién se complica y tanto hacer el andlisis de
ondas incidentes y reflejadas, asi como la efectuar la integraciéon sobre car-
acteristicas, no son métodos facilmente extrapolables. En la siguiente leccién
vamos a examinar un criterio para determinar el rango de B para problemas
en varias dimensiones espaciales.



LECCION 2

Problemas mixtos en varias dimensiones espaciales

En esta segunda leccién daremos un criterio para determinar el ntimero
de condiciones de frontera en varias dimensiones espaciales. Asimismo, es-
tableceremos el problema prototipo en el semiplano Ri y definiremos lo que
entendemos como un problema bien planteado en sentido de Kreiss.

Vamos a comenzar considerando sistemas hiperbodlicos lineales con coe-
ficientes constantes de la siguiente forma:

d
ut—i—ZAjuxj—l—Cu:f, re, t>0, (2.1)

j=1
donde z € Q C R* d > 1; u = u(x,t) € R*, n > 1; C, A7 € R™™ son
matrices constantes; y f : Q x (0,4+00) — R™, es una funcién conocida.

Vamos a suponer que € es abierto, acotado, con frontera, 02, de clase C'.
Asimismo, el sistema estd dotado de una condicién inicial,

u(z,0) = ug(z), x €€, (2.2)
y de condiciones de frontera de la forma
Bu =g, xed, t>0, (2.3)

donde B € RP*" es una matriz constante de rango p < n, y la funcién
g:0Q x (0,+00) — RP
es conocida.
A este tipo de problemas se les llama miztos en la literatura ya que com-

binan condiciones de frontera con condiciones iniciales. Vamos a determinar
p, el nimero de condiciones de frontera.

2.1. Hiperbolicidad, simetrizabilidad y variedad caracteristica

DEFINICION 2.1. El sistema (2.1) es hiperbdlico si para cada £ € R?, el
simbolo

d
A() =) A, (2.4)
j=1

es uniformemente diagonalizable sobre R, es decir, existe una matriz invert-
ible P(&) € R™™ tal que

A(€) = P(&)Mdiag(a;(6)) " P(©),

j=1
17
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donde a;(§) € R, j = 1...,n son los valores propios de A(), y ademés
existe una constante uniforme C' > 0 tal que

[PEIIPE) <0,
para todo £ € R%.

DEFINICION 2.2. Se dice que el sistema (2.1) es constantemente hiper-
bolico si las matrices A(£) son diagonalizables sobre R para cada & € R? y,
ademas, las multiplicidades de los valores propios de A;(£) son constantes
en ¢ € RY,

DEFINICION 2.3. El sistema es simétrico si las matrices A7 son simétricas.
El sistema es simetrizable en sentido de Friedrichs si existe Sy € R"*"
(simetrizador), definido positivo, simétrico, tal que SyA’ es simétrica para
cada j=1,...,n.

LEMA 2.4. Si el sistema (2.1) es Friedrichs simetrizable o constante-
mente hiperbolico entonces es hiperbdlico.

DEMOSTRACION. Supongamos que el sistema es simetrizable, con sime-
trizador Sp. Entonces Sy 1 es simétrica, definida positiva, y admite una
tnica rafz cuadrada, R, simétrica, positiva definida, tal que R? = So 1 Sea

d
S(©) = &SoA.
j=1

Entonces tenemos que
A(€) = S;'S(¢) = R*S(§)RR™.

Notamos que la matriz RS (§)R es real y simétrica. Por lo tanto tiene
valores propios reales, \;(£), y se puede escribir como @Q(& )Tdiag()\j (£)Q(E)
para cierta matriz ortogonal Q(€). Definiendo P(€) := Q(¢)R™!, obtenemos

A(€) = P(&) ' diag (1 () P(8),
con valores propios reales a; = \;. Ademas,
[PEIIPE) ™ = IRIIR™,

es independiente de £ y por ende, uniformemente acotado.
La demostracion de que un sistema constantemente hiperbélico es hiperbdlico
se deja como ejercicio. ([l

EJERCICIO 2.5. Sea un sistema hiperbdlico para el cual n = d = 2:
w4+ Alug + A2uy =0, u(z,y,0) = uo(z,y),
con u = (ur,uz)| € R%, AJ € R?*2,

(a) Mediante un cambio de variables lineal, v = Qu, reduce el sistema
al caso en que A' es diagonal.
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(b) Muestra que si A' (ya diagonalizada) es de la forma al € R?*2
(valor propio multiple), con a € R, entonces el sistema se puede
reducir al caso unidimensional (d = 1), con una condicién inicial
que depende de un parametro.

(c) Si suponemos que A! es diagonal pero no de la forma al, muestra
que, o bien A% es diagonal, o bien a?,a3; > 0 (a;; son las entradas de
A?). (Sugerencia: calcula el polinomio caracteristico de A% +zA'.)

(d) Finalmente, muestra que el sistema es simetrizable.

DEFINICION 2.6 (variedad caracteristica). Sea el operador

d
L=+ Ao,
j=1
La wvariedad caracteristica asociada al operador L es el conjunto (o,§) €
R x RY tales que

d
det <aI + Zngj) = 0.
j=1
A este conjunto lo denotamos como chary,.

DEFINICION 2.7. Sea S una hipersuperficie suave y orientable en R? x
(0,400). Se dice que S es caracteristica con respecto al operador L si el
vector normal unitario a S, 7 = (&, 7,)' € R x R?, || = 1, pertenece a
chary, sobre cada punto de S.

2.2. Condiciones de frontera

Nuestro objetivo es determinar un criterio para especificar el nimero
de condiciones de frontera en varias dimensiones espaciales, es decir, para
especificar p, el rango de B. Para ello consideremos el siguiente problema
homogéneo, con condiciones de frontera homogéneas:

Lu =0, e, t>0,
u(z,0) = up(x), x € Q, (2.5)
Bu =0, x e, t>0,

donde el operador L tiene la forma

d
Lu=us+ ZAjuz]. +C,
i=1
con A7,C € R™ ™, matrices constantes. Aqui  C R? es un subconjunto

abierto, acotado, con frontera de clase C''. Vamos a establecer las siguientes
hipétesis:

HIiPOTESIS 2.8 (simetrizabilidad = hiperbolicidad). El sistema es simétrico
hiperbdlico, es decir, A7 es simétrica para cada j =1,...,d.
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HipOTESIS 2.9 (rango de B). Las condiciones de frontera son relaciones
lineales homogéneas entre las componentes de u sobre 9, es decir, Bujgq =
0, donde B € RP*" tiene rango igual a p < n.

Denotamos el “cilindro” espacio temporal, Z = Q x (0, +00), de manera
que la frontera vertical del cilindro (sin tomar en cuenta la “base” del mismo,
Qx{t =0}) es S =90 x (0,+00), es decir, una copia de € para cada
tiempo ¢t > 0. Vamos a suponer que la frontera no es caracteristica en el
sentido de la definicion 2.7.

HipOTESIS 2.10 (frontera no caracteristica). La hipersuperficie S = 0 x
(0, +00) no es caracteristica con respecto al operador L en ningin punto, es
decir, su normal unitaria satisface v ¢ chary, para todo (x,t) € 9Q2x (0, 4+00).

Notamos que el vector normal exterior unitario a la hipersuperficie § =
00 x (0,400) es de la forma 7 = (0,72)" € R x R? donde 7 € R?, con
|A| = 1,7 = (n1,...,nq) ", es el vector normal unitario exterior a la frontera
012, por lo cual la hipdtesis 2.10 se reduce a requerir que

d
det A := det <anAj) # 0. (2.6)
j=1

La condicién de frontera homogénea implica que, para cada (z,t) € S,
el vector u = u(x,t) € R™ pertenece al nicleo de B,

N :=ker B C R",

que es un espacio lineal de dimensién n — p, en virtud de que el rango de B
es p. Vamos a establecer para N la siguiente propiedad:

Para todos los vectores u en N la forma cuadritica Q(u) =
u' Au es no negativa sobre S, donde A = S n;A y i = (*)
(n1,...,nq) es la normal unitaria externa a 02.

Suponiendo la propiedad (*), es decir, que el espacio N es no-negativo
con respecto a la hipersuperficie S, es posible garantizar la unicidad de la
solucién al problema con valores iniciales y de frontera. Para verificar esto
utilizaremos lo que se conoce como método de energia. Sea u = u(x,t) una
solucién suave (por ejemplo, de clase C'') del problema (2.5). Multiplicando
la ecuacién Lu = 0 por u | por la izquierda obtenemos

d
uw' Lu=u"u; + Z uTAjuwj +u'Cu=0.
=1
Dado que A7 es simétrica y constante!, notamos que (uTAju)ggj = 2uTAjuxj.

Por lo tanto, integrando en el dominio acotado R = Q x [0,T], con T" > 0

Lsj las matrices A7 no son constantes el argumento funciona de igual manera definiendo

C:i=C—1Y 0,4
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fijo, obtenemos

d
0 :/ %( Ta), —i—%Z(uTAjU)mj +u'Cu dxdt
R .

J=1

T u' Aly
:/ lu(x, T)|*> — |u(a:,0)|2dac+/ /div : dx dt+
Q 0 JQ UTAd’LL

T
+2/ /uTC’u de dt,
0 JQ
es decir,

T T
][u(T)!]%2(Q) - Hu(O)H%g(Q) —i—/o /8(2 u' AudS, dt + 2/0 /QuTCu dzdt = 0.
(2.7)
tras haber aplicado el teorema de la divergencia.

LEMA 2.11. Mediante un cambio de variables podemos transformar L en
un operador L para el cual la correspondiente matriz C es definida positiva.

DEMOSTRACION. Sea v = e My, con p > 0. Entonces
Lu = e (uv + Lv) =: e Lu.
Por lo tanto Lu = f si y sélo si
Lv = v + ZAjvzj +(CH+plv=etf=Ff
j=1
Escogiendo p > 0 suficientemente grande obtenemos C' + pl > 0. (]

En vista del lema anterior podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que C > 0. Sean entonces dos soluciones u1, us, suaves, del siguiente
problema:

Lu=f, reQ, t>0,
u(z,0) = ug, x €, (2.8)

Bu=g, x€09,t>0,
con f,g,ug conocidas. Por linealidad, la diferencia v = u; — ug es solucién
del sistema (2.5) con condicién inicial u(0) = 0. Si la condicién de frontera
satisface la propiedad (*), es decir, es no negativo sobre S, entonces susti-

tuyendo u(0) =0y f = g = 0 en la estimacién de energia (2.7), observamos
que las dos integrales son no negativas, y asi concluimos que

[u(T) 720 = 0,

para todo T" > 0 arbitrario. Esto implica que v = 0 c.d.s. en = € {2 para
cualquier ¢ > 0. Esto implica que la solucién es tnica, con u; = us c.d.s. en

Q x (0, +00).
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De este modo, observamos que si solicitamos que el espacio N sea no neg-
ativo con respecto a S entonces es posible argumentar a favor de la unicidad
de una posible solucién al problema no homogéneo original. Claramente,
el espacio N es mds grande si imponemos menos condiciones de frontera.
Para establecer un criterio razonable sobre el espacio A, le vamos a pedir,
adicionalmente, que sea mazximal no negativo:

N es maximal no negativo si es un espacio no negativo con re-
specto a Sy, ademds, para todo espacio lineal N/ no negativo (**)
sobre S se tiene que N/ C N.

LEMA 2.12. Si N es mazimal no negativo entonces la dimensién de N
coincide con el nimero de valores propios positivos de A (contando multi-
plicidades).

DEMOSTRACION. Por hiperbolicidad y por ser la frontera no caracterfs-
tica sabemos que, para cada punto (x,t) € 9Q x (0,400), la matriz A=
> njAj tiene exactamente n—k valores propios negativos, y k valores propios
positivos:

a1 <. L ap k<0< ap—gt+1 < ...

Sea {w;}’_; una base de vectores propios de A, tal que R" = span(w;),
y fle = ajwj, j = 1,...,n. Podemos considerar la base como ortonormal,
con ijwi =0sii#j,con|wj|=1. Siue N, espacio no negativo, sabemos
que uw! Au > 0. Escribiendo u en la base de vectores propios, u = ) ajw;j
claramente tenemos que

d d n—k n
T Ay — T V[ A o) — 12, 2,
u' Au = ( E ajwj>(A E a]w]) = E laj|a; + g laj|%a;.
j=1 j=1 7=1 j=n—k+1
La primera suma es siempre negativa, mientras que la segunda es siempre
positiva. Ahora bien, si suponemos que dim N = n—p > k entonces siempre
podemos encontrar una solucién (aq,...,a,_k), no trivial, al sistema de

ecuaciones
n—=k
E Oéijj = 0.
j=1

(Sistema homogéneo de p ecuaciones con n — k incégnitas.) Definimos

n—k
u = E ajwj.
j=1

Claramente, Bu = 0, por lo que © € N. Ademads, por el cdlculo anterior
reconocemos que ul Au < 0, lo que contradice el hecho que N es no negativo.
Concluimos que, necesariamente, dimN =n —p < k.

Ahora supongamos que n — p < k. En este caso las condiciones

e u' Av =0, para todo v € \;



2.2. CONDICIONES DE FRONTERA 23

° uij:(), para todo j=1,...,n—k,

constituyen n — k +n — p = 2n — (k + p) ecuaciones homogéneas, lineales,
sobre u € R™. Dado que 2n — (k + p) < n, estas ecuaciones tienen una
solucién no trivial v # 0,u € R™. Notamos que la primera condicién implica
que u # N (ya que si u € N entonces, necesariamente, u' Au > 0). Asi,
construimos un vector de la forma

U=au+wv,
con o > 0y v € N arbitrario. Entonces, como Aes simétrica, es claro que
UTAU = o*u" Au+ v Av.

Claramente, por construccién, u € span{w,} Fn—k+1> DOT lo que

n
u = E ﬁgug
j=n—k+1

y, por ende,
n

uw' Au = Z a]ﬂ? > 0.
j=n—k+1

Esto, junto con v Av > 0 (ya que v € N), implica que UTAU > 0, con
U=oau+uv¢N. Tenemos un subespacio mas grande que es no negativo.
Esto contradice la maximalidad de N .

Concluimos que

dimN =n—p=k,

el niimero de valores propios positivos de A. O

Podemos resumir las observaciones anteriores en la siguiente

PROPOSICION 2.13. Una condiciéon necesaria para tener un “problema
bien planteado” es que el numero de condiciones de frontera p sea igual al
nimero de valores propios negativos de A = A(n) = Sn; Al sobre S =
IQ x (0,400), donde 1 es el vector normal unitario exterior a 0.

OBSERVACION 2.14. Esta proposicién es bastante contra-intuitiva: nos
dice que el criterio para determinar el nimero de condiciones de frontera
en varias dimensiones espaciales es esencialmente el mismo que en una di-
mension. Esto contrasta con nuestra intuicién: en varias dimensiones espa-
ciales las caracteristicas no son curvas sino hiper-superficies en el espacio-
tiempo, por lo que no resulta evidente, a partir del niimero de velocidades
caracteristicas positivas o negativas, saber cuantas de ellas intersectan la
frontera S (que no es caracteristica).

Suponiendo que Q C R? es abierto, acotado, con frontera de clase C1,
para cada ¥ € 9 existe 7 > 0 y una funcién ¢ : R~ — R, de clase C!,
tal que

QONB, (2% ={z € B, (2°) : zg> ¢(x1,...,24-1)}.
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La transformacién y = ®(z), definida mediante y; = z;, para j =1,...,d —
1, ya = vq— (21, ..., 24_1), es invertible, D, ® = I, de clase C', que mapea
localmente la frontera de €, 012, al semi plano {xg = 0}. Nétese que

oc |J B

20€0Q
Dado que 09 es compacto, existe una subcubierta abierta finita, es decir,
existe un nimero finito de puntos, xJ,... ,:E?V € 01, y correspondientes
radios, r1,...,7ny > 0, tales que
N

o00C | JBi,  Bii=B.(1)).
i=1

Escogiendo un abierto By CC 2 (compactamente contenido en 2) tal que

N

QC U B;,

i=0
entonces existe una particion de unidad subordinada a la cubierta, {Q}f\io,
con GG € C¥(By),0< G <1,y Zij\io ¢ = 1 (véase [8]). De este modo es
posible mapear cada porcién de la frontera 02 al semiplano

Ri ::{a:E]Rd : xg > 0},

y con ayuda de la particién de unidad, plantear el problema (2.1), (2.2) y
(2.3), en el semi-plano R% en las nuevas coordenadas. El resultado es un
sistema, hiperbdlico prototipo en el semiplano Ri de la siguiente forma:

d
ut—i-ZAjuxj—i-C’u:f, xeQt>0,
J=1 (2.9)
u(z,0) = up(x), x €,
Bu =g, x € 00Q,t>0,

donde
Q:=RT ={zecR?:2;,>0}, 90=0R% ={zecR?: z;=0},

las matrices A7, C' € R™" B € RP*" son constantes, con A’ simétrica para
cada 1 < j < d, y las funciones

f=flz,t) :RflIr x (0,400) — R",

ug = ug(x) : Ri — R,

g=g(z,t): R x (0,400) = R, T = (x1,...,24-1),
son conocidas. Claramente, si la matriz de la condicién de frontera B tiene
dimensiones p X n, entonces en el problema transformado el rango de B se
mantiene. Notese que la frontera (9]Ri tiene como normal exterior unitaria

al vector

n=(0,...,0,—-1)T,



2.3. PROBLEMAS BIEN PLANTEADOS EN VARIAS DIMENSIONES 25

por lo cual
~ d .
A= anAﬂ = —Ay.
j=1

Esto implica que si la frontera no es caracteristica entonces det Ay # 0, y
ademads el nimero de condiciones de frontera (el rango de B) estd dado por

p = no. de valores propios negativos de A

= no. de valores propios positivos de Ag.

El problema (2.9), simétrico hiperbdlico, con coeficientes constantes, en
el semiplano R‘i, con valores iniciales y de frontera, y con frontera no carac-
teristica es el problema prototipo planteado por Kreiss en su articulo seminal
de 1970 [17].

A1n no hemos definido lo que significa un problema bien planteado.

2.3. Problemas bien planteados en varias dimensiones

En general, cuando se habla de un problema bien planteado en ecua-
ciones diferenciales parciales, nos referimos al sentido definido por Hadamard
[12]. En términos generales se puede expresar de la siguiente manera: un
problema bien planteado es aquél para el cual, dada una condicién ini-
cial ug € X, con X espacio de Banach, existe una y sélo una solucién
u € C([0,T);Y), con T > 0 y Y espacio de Banach, tal que el mapeo
up — u, X — C([0,7];Y) es continuo.

De manera informal, decimos que la solucién existe, es tinica, y depende
continuamente de los datos (que pueden ser datos iniciales, valores en la
frontera y términos de forzamiento, por ejemplo). En el caso de sistemas
hiperbdlicos con valores iniciales y de frontera en varias dimensiones es-
paciales el método de caracteristicas descrito en la leccion anterior no es
facilmente extrapolable. Como hemos mencionado, las caracteristicas son
hiper-superficies en el espacio-tiempo y existe la posibilidad de encontrar
soluciones de tipo onda viajera que son tangentes a la frontera. Por esta
razén, el analisis de existencia y unicidad en varias dimensiones espaciales
se realiza aplicando el método de estimaciones de energia a priori.

Este método consiste en establecer estimaciones de energia para solu-
ciones suaves que decaen a cero cuando |x| — 4o00. Usado técnicas stan-
dard de analisis funcional la estimacién implica, a su vez, la existencia y
unicidad de la solucién en los espacios apropiados. En esta curso no nos
preocuparemos por deducir la existencia a partir de la estimacion a pri-
ori de energia, sino que nos enfocaremos en las condiciones para establecer
dicha estimaciéon. El problema del método de estimaciones de energia es
que es un “truco”: si podemos establecer la estimacién entonces contamos
con una metodologia directa para deducir existencia y unicidad, pero no
nos dice cuales son las condiciones necesarias ni suficientes para tener un
problema bien planteado. La contribucion fundamental de Kreiss consistié
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en encontrar precisamente las condiciones necesaria y suficiente para que el
problema (2.9) esté bien planteado en espacios L?. Dichas condiciones son
puramente algebraicas, faciles de comprender, y (relativamente) faciles de
comprobar. El trabajo de Kreiss [17] dio lugar a una subsecuente subarea
en andlisis aplicado a sistemas hiperbdlicos en varias circunstancias y bajo
diversas condiciones (cf. [18, 20, 31, 30, 29, 25, 24, 23, 28, 27, 2]), que
incluyen coeficientes variables, frontera caracteristica, sistemas nolineales,
aplicaciones a ondas de choque, etc.

En la ténica de establecer estimaciones de energia a priori, vamos a
definir los siguientes espacios L? pesados (hiperbdlicos).

DEFINICION 2.15. Sea G C R? x (0, +-00) una regién del espacio-tiempo.
Definimos el espacio pesado L%(g) como el espacio de funciones u en G tales
que (z,t) — e Mu(z,t) es de cuadrado integrable, con n € R. Claramente,
cada L,27 es un espacio de Hilbert con producto interno y norma,

(U, v)ng == / wrve " dr dt, ||ul,g = ||e_77tu||L2(g),
g
respectivamente.

DEFINICION 2.16. Se dice que el problema (2.9) estd bien planteado en
sentido de Kreiss si para soluciones suaves que decaen a cero en el espacio
cuando |x| — 400 es posible establecer la siguiente estimacién a priori de
energia:

HU(T>”%2(Q)+77“u"727,ﬂ><[0,T] + HUH%,an[o,T] <
1 (2.10)
< O IR axiom + 191 pnoim + o2y

para cierto n > 0 suficientemente grande, todo 1" > 0, y con constante
uniforme C' > 0 independiente de u.

OBSERVACION 2.17. La definicién de espacio L? pesado hiperbélico surge
de manera natural a partir de la transformada de Fourier-Laplace, como
veremos en la siguiente leccién. La ventaja de utilizar factores de peso n > 0
en el tiempo consiste en la posibilidad de analizar problemas con coeficientes
variables usando el mismo método, mediante la eleccion de pesos, n > 1,
apropiadamente grandes (véase Majda [23, 24]).

Existe una clase de condiciones de frontera para la cual es posible es-
tablecer la estimacién de energfa (2.10) directamente.

2.4. Condiciones de frontera estrictamente disipativas

DEFINICION 2.18. En el problema prototipo (2.9), se dice que la condicién
de frontera es estrictamente disipativa si existe una constante uniforme 4 > 0
tal que, para todos los vectores u que la satisfacen, se cumple:

—uT Agu > 8lul? %\g\? (2.11)
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Vamos a establecer la estimacion a priori de energia en el caso de una
condicién de frontera estrictamente disipativa. Sea u = u(x,t) una solucién
suave, u € C°(R4 x (0,T)), acotada, que decae rdpido a cero cuando |z| —
+o00. Haciendo el cambio de variables

w=e My,

para n > 0, obtenemos

d
wy + ZAijj +(C+nhw =e"f,
j=1

con datos,
w(z,0) = u(z,0), x € R‘j’r,
Bw = e Mg(t), xcdRL, tec(0,T).

Multiplicando la ecuacién por w' e integrando en (x,t) € Ri x (0,7T)
obtenemos

1" ) 1T & .
= Of|w|* de dt + = Z@xj(w Alw) dzx dt+
2Jo Jra 2 Jo Jrd
T T
—l—// wT(C+7]I)wd3:dt:// e " f da dt,
0 JRY 0 JRY
es decir,

T
o) gty = 0O ey~ [ [ o v A e
T
—I—Z/ wT(C+17[)wd:L‘dt:// 2¢ " Mw' fdu dt,
R 0 JRY
(2.12)

donde = = (z1,...,24-1) € 8R‘i. Sobre la frontera, x4 = 0, w satisface
Bw = e "g. Por la condicién de disipatividad estricta tenemos que

d
+

1
—w' Agw > |lw|? - g\e*"tgp, sobre ORY.
Asimismo,
2
2e~Mw T f < Jfuwl + Z|f2e 72",
2 U
Sustituyendo obtenemos,

+

1. _ 2, _
< Hw(O)Hiz(Ri) +5lle "gll L2 (oma x (0.1 + 5”6 " fll L2 @ x (0,1
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Escogiendo 1 > 1 suficientemente grande tal que 2C + %n[ > nl, y susti-
tuyendo u = e™w, concluimos que existe una constante uniforme C' > 0 tal
que

2 2 2
HU(T)HL%(Ri) + 77”uHLgy(Rd+X(07T)) + Hu”L%(@Rix(O,T)) <
_ 1
2 2 2
<C (HUUHB(Ri) + Hg”L%(@Rix(O,T)) + n||f||L%(RiX(O7T))> .

(2.13)
Esta es la estimacién a priori de energia (2.10) para el semi-plano.

OBSERVACION 2.19. El problema es que existen muchas aplicaciones im-
portantes en las que las condiciones de frontera no son estrictamente disi-
pativas, sobre todo en mecénica de fluidos (ver Agemi [1]). De hecho, pedir
que la condicion de frontera sea estrictamente disipativa es demasiado fuerte.
El mérito de Kreiss consistié, como ya lo hemos mencionado, en identificar
una clase mas general de condiciones de frontera para las cuales es posible
establecer una estimacién de energfa de la forma (2.10).

2.5. Resumen de la segunda leccion

Mediante un argumento que requiere la maximalidad no negativa del
nicleo de la matriz B de las condiciones de frontera (propiedad que nos
permite, a su vez, garantizar la unicidad de una eventual solucién), hemos
establecido un criterio para determinar el nimero de condiciones de fron-
tera, el rango de B, en términos de las velocidades caracteristicas del simbolo
del sistema evaluado en la direccién normal a la frontera. El criterio coin-
cide, sorprendentemente, con el establecido en una dimension espacial en la
leccion anterior. Revisamos también las definiciones de hiperbolicidad, de
simetrizabilidad y de superficies caracteristicas en varias dimensiones espa-
ciales. Asimismo, hemos planteado el problema prototipo a estudiar: un
sistema simétrico hiperbdlico con coeficientes constantes, en el semi-plano,
con frontera no caracteristica. Definimos lo que se entiende como un prob-
lema bien planteado en sentido de Kreiss, y establecimos la estimacién de
energia para condiciones de frontera que satisfacen la condicion de disipa-
tividad estricta.



LECCION 3

La condicién débil de Kreiss-Lopatinski

En esta leccion analizaremos la condiciéon necesaria para poder estable-
cer una estimacién de energia para el problema prototipo (2.9), conocida
como la condicion débil de Kreiss-Lopatinski. Esta condicién es puramente
algebraica: estd definida en el espacio de frecuencias de Fourier-Laplace
(también conocido como espacio de modos normales) y atanie a la condicién
de frontera, asi como al simbolo del operador, inicamente.

3.1. El lema de Hersh

Para establecer la condicién necesaria, vamos a considerar el siguiente
problema homogéneo, con condiciones de frontera e iniciales igualmente ho-
mogéneas:

d
ut+ZAjuzj:0, xeRi,t>0,

=1 (3.1)
u(z,0) =0, z € RY,

Bu=0, z€dR%, t>0.

Como antes, suponemos que las matrices A7 son constantes y simétricas y
que la frontera ORY = {x4y = 0} no es caracteristica, es decir, det Ay # 0.
Asimismo, B € RP*™ donde p es el nimero de valores propios positivos de
Ag.

Tomemos entonces la transformada de Fourier-Laplace de la solucién
u (ver apéndice A). Sin embargo, tomaremos la transformada de Fourier
Unicamente en las variables transversales a la frontera, es decir, en T =
(x1,...,24-1). Definimos entonces

e & 1 e —At —igy
u(zg, &, \) == (27r)(d_1)/2/0 /Rd_1 e e u(y, zq4,t) dy dt, (3.2)

donde A € C, € = (€1,...,&4-1) € R Transformando la ecuacién (y
aplicando propiedades elementales de la transformada de Fourier-Laplace;
ver apéndice A) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

N+ Y &AL+ Agda, i = 0,
J#d
con condicién de frontera
Bu =0, en zq=0.

29
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Observamos que hemos obtenido un sistema dinamico en x4 > 0:

Dy ii = — A7 ()\I +i Zngj>17 = A\ ). (3.3)
j#d
El siguiente resultado es fundamental:

LEmA 3.1 (NHersh [13]). Para cada (/\,E) € C xR, con ReX > 0,

la matriz A(X,§) tiene exactamente n — p valores propios, k = /f()\,g), con
parte real positiva, Rex > 0, y p wvalores propios con parte real negativa,
Rer < 0.

DEMOSTRACIC’)N. Vamos a verificar que si Re A > 0 entonces la matriz
A(X, €) no tiene espacio central. En efecto, suponiendo que k = 6, con
f € R, es un valor propio de A, entonces existe un vector propio w € C",
w # 0, tal que

iw = A\, Ew ()\I+ ZZ§JA7>
j#d

es decir,

(GAd-i-ijAj)w = i\w, w # 0.
j#d
En virtud de que el sistema es hiperbdlico, esto implica que i\ € R, lo cual
es una contradiccion con la hipdtesis Re A > 0.

Notamos que la matriz A(\, £ ) es analitica en el conjunto conexo {(A, £ )
CxR*1 :Re\ > 0} (es lineal en ambos pardmetros), por lo que los valores
propios k = K(A, E ) son continuos en ese conjunto. Dado que no hay espacio
central en dicho conjunto, los valores propios tienen signo constante y basta
con calcular dicho signo en cualquier punto del dominio. Escogemos A = 1,
E = 0, de manera que

A(1,0) = —A7,
matriz que tiene exactamente p valores propios negativos y exactamete n—p
valores propios positivos. O

En virtud de este lema, reconocemos que la matriz A es hiperbdlica en
el sentido de sistemas dindmicos, es decir, no tiene espacio central. Asi, para
cada (X, €) con ReA > 0 denotamos como E*(X, €) al subespacio invariante

“estable” de A, es decir, asociado a los valores propios con parte real nega-
tiva, mientras que denotamos como E*(\, ) al espacio “inestable” asociado
a los valores propios con parte real positiva. De este modo,

Cr =B (A &) ® E*(),§),
con B _
dimE*(\, €) = p, dimE“(\, &) =n —p,
para cada (), &) con Re A > 0.
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Sea un punto fijo (/\o,go) € C x R con Re)g > 0. Consideremos
una curva rectificable I' en el plano complejo con parte real positiva tal que
contiene en su interior a los n — p valores propios con parte real positiva
de A()\o, Eo) (Ver figura 3.1.) La proyeccién sobre E¥(\, 50) estd definida
mediante B _

ES()\Oa 50) = ]P)u()‘Oa §O)Cn7
donde
P*(Ao, &0) = 2L 75(21 — A(Xo, &))" dz,
™ Jr

conocida como integral de Dunford (ver, por ejemplo, Kato [16]). Andloga-
mente, la proyeccon sobre el espacio estable esta dada por

P*(No, &0) = I — P*(No,&0),  E*(No, &) = P*(No, &0)C™

Si variamos (), €) en una vecindad de (Ao, &), por analiticidad de A es
posible verificar que el mapeo

(A€ = PU(X §) e C,
es analftico en el conjunto {(A,€) € C x R : ReX > 0} (véase [16]).
Tenemos entonces la siguiente

PROPOSICION 3.2. Los espacios estable, ES()\,g), e inestable, E*(\, ),

del simbolo A(X,€) dependen analiticamente de (X, €) en el conjunto Re A >
0, £ € R

3.2. La condicion débil de Kreiss-Lopatinski

Sea ahora (), &) € C x R con Re A > 0. Para Uy € C" arbitrario, la
ecuacién

8$dU = 'A(A7 E)Ua
U(0) = U,

tiene una tnica solucién U = U(z4). Descomponiendo

(3.4)

Uy=Uf ®U; € C"=E*(\ &) dE“(),€),
la solucién se puede escribir como
U(zq) = Ut (zq) + U (24),
donde
Ut (x4) = exp (za AN O))US, U™ (2q) = exp (z4AN€)) Uy .

(Por supuesto, para cada matriz A y ¢t € R, la matriz exp(tA) se define
mediante la serie infinita exp(tA) = I + tA + 3t2A% +...) Es decir, las
soluciones de 0,,U = AU tienen la forma:

o U(xy) = e"“(’\’g)”"dU(O), si k es un valor propio simple de A y U(0)
el vector propio asociado; o bien,
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ImA
5

o 11(No, &)

° Nz()\(], ENO)

Ficura 3.1. Contorno I' en el plano complejo que contiene
en su interior a los valores propios inestables (con Rex > 0)

de “’4()‘07 EO)

o U(xy) = e”()“g)de(xd, )\,g), donde P es un polinomio en x4 con

coeficientes analiticos en (), €) si k es un valor propio multiple con
un bloque no trivial de Jordan.

En cualquier caso, dado que los espacios estable e inestable son invari-
antes, notamos que

exXp (di(Av 6)) US_ € Eu()" 5)7

crece exponencialmente rapido cuando x4 — +00, mientras que

exp (di()\7 5))UO_ S Es()‘7 5)1
tiende a cero exponencialmente cuando x4 — +o0o. Por ende, la solucion al
problema (3.4) decae exponencialmente a cero cuando xg — 400 si y sélo si
Uo € E5()\, €). Mas atin, en ese caso tenemos que U € L?(0 < 24 < +00).
De este modo, consideremos funciones de la forma

u(z, ) = 6T (zy),

donde z = (Z,z4), T = (x1,...,24-1), §~E R, X e C con ReX > 0, y
donde U = U(zq) es solucién de (3.4). Si, ademds, Uy € ker B, entonces
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u = u(x,t) es solucién del problema

d
Lu=wu; + ZAjuzj =0,
j=1
u(z,0) = e,
B’U,|xd:0 =0.

Soluciones de este tipo decaen exponencialmente cuando zg — +o00 y
satisfacen la condicién de frontera si Uy € E%(\,§) Nker B. A partir de ellas,
vamos a construir soluciones en L? que violan la estimacién de energfa. Por

ejemplo, para cada « > 0 es posible definir soluciones de la forma
u(z,t) = TN (y),

que satisfacen Lu® =0y Bu _ = 0si U(0) € E*()\,§) Nker B. Mas atin,

rg=
notamos que si o — 400 ent(‘)rfces la familia crece arbitraria y exponencial-
mente rédpido en ¢t > 0, ya que Re A > 0. El término ¢’*¢?, sin embargo, no
tiene norma finita en L?. Para curar esto truncamos la funcién en T. Sea
una funcién cut-off, ¢ = (), 1 € C(R41), tal que

(i) v =05l |z| > 2,

(i) ¢ =1si |Z] <1,

(i) 0 <y < 1.

Entonces definimos la siguiente familia de funciones
u?(2,t) = w(i/ﬁ)emgiea”U(axd), (3.5)
con a, 6 > 1.

LEMA 3.3. La familia definida en (3.5) viola la estimacion de energia
(2.10) para o, 0 > 1 suficientemente grandes.

DEMOSTRACION. Sea (), &) € CxR4L, con Re A > 0, fijo. Supongamos
que U = U(xg4) es solucién de

0p,U = AN OU = —A7 (A +iY_ AU, U(0) = U,
j#d

con Uy € ker BNES(\,&). Por lo tanto, U(xy) decae exponencialmente a
cero cuando zg — +ooy U € L?(0 < x4 < +00). Asf, definimos la constante

0<Cy:= HUHL2(O<md<+oo) < +00.

Por construccién de U, para cada «,6 > 0, la funcién u®? definida en
(3.5) es solucién de

d
Au®? + Z Ay u? = for,

J=1
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donde
«a 1 a7 j ~
ol = ettty AU (awa) e, (3/6),
i#d
con condicién inicial
u®(z,0) = ul?(z) = p(F/0)e*CTU (azy),
y condicién de frontera
(Bu™) g = (#/0)e €T BUY = 0,

en virtud de que Uy € ker B. Definimos las constantes

0<Coy = /Rdl | (Z)|? dE = / ()| dT < 400,

B2(0)
0<Chyi= / \V(Z)|* dT = / \V(Z)|? dT < 4-o00.
’ Rd—1 B1(0)

Para cierto > 0 calculamos entonces los lados derecho e izquierdo de la
estimacién de energia (2.10). Calculemos la energia de la condicién inicial:

” a,l

+oo . N -
o iQ(Ri):/o /Rd_1‘emg'z‘QfU(awd)IQW(@’/@)Fdxd:cd

+00
_/0 |U (axy)| d:):d/Rd1 [ (z/0)|" dz

Qd—l
- TCUC[)’w

A continuacién estimaremos la energfa de f®°:

0112 oo €M EF 2] ant 2 ; ~ |~
1 s o= [ [ S =SP4 (aaayi, 10)| a5 v
j#d

Dado que los coeficientes estan acotados, |A7| < C, con €' > 0 uniforme
para toda j, obtenemos

C« T 400
0,012 ~ 2(aRe A—n)t ~ 2 g~ 2
15 g o < 35 | e a [ VeE/RdE [ UGaws) duy

A -1 R 7T(Oz)
= CCquCUT 7702 ,

donde
62(cyRe AT _ 1

2(aRe X —n)
Nétese que para T > 0, n > 0 fijos, R, 7(o) = +00 si a — 400.

RmT(a) =
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Calculando la energia de la solucién tenemos:

T ptoo o
16112 g j0,77= /0 /0 /R €M TR N P U (0a) P (F/9) [ dF dara dt

T too
= [ e iar [ @) [ U day
0 Rd—1 0

Qd—l
- CO,’QZJCU TanT(a)'

Asimismo,

+00 o~ ~ B
™ (D)2 y = €S 22T 21U () P[4 (3/6) | dF dig
( +) 0 Rd—1

0
— CO,ch - eQaTReA’

T ~
0 —2nt| ia€-F|2| aX ~ ~
1 e iy = [ [ €T NPT @ 0) d
= Cop|Uo*0*~ Ry ().
Si la estimacién de energia (2.10) es cierta (con g = 0) entonces tenemos

0 0 0
| (T)H%?(Ri) + nfju i,RiX[O,T] + flu ”3’%%[0?]

— 1 o e
= Coﬂzﬁd 1 (aCU€2 TReA + gCURn,T(a) + ‘Uo’QRmT(a))

2
L2<Ri>>
d—1

0 1 4
S CCUT <Co,¢, + WOCLQpRmT(a)> s

L cas 0
<c (an"“’ 12 e oy + 15

es decir,
€2aTRe)\ 9 - C_' 1 1 6
Aoty el <0 (i + ) (30
para cierta constante uniforme C' = C(¢,U) > 0. Dado que ReX > 0,
tomando el limite cuando «, § — +00, reconocemos que
eZozTRe)\

Ry ()

y que el lado derecho de (3.6) tiende a cero, mientras que el lado izquierdo
crece arbitrariamente, o|Up|?> — +o00. Obtenemos, asi, una contradiccion.
Concluimos que la familia (3.5) viola la estimacién de energia de Kreiss
(2.10). O

— 1, si a— +oo,

Hersh [13] demostré que si la estimacién de energia a priori no es valida
para todas las soluciones suficientemente suaves del sistema, entonces no es
posible establecer la existencia y la unicidad de la solucién al problema (el
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argumento de Hersh utiliza el teorema de la gréfica cerrada; ver [13] para
mayores detalles). Por lo tanto podemos formular la siguiente

PROPOSICION 3.4. El problema de valores iniciales y de frontera (2.9)
estd mal planteado en sentido de Kreiss si para cierto € € R, el sistema

U =~ (Aadp, U+ AU,

77 (3.7)

BU(0) =0, '
UecL*0<zg < +00),

tiene solucion para cierto A € C con Re XA > 0 (es decir, si el problema (3.7)
tiene un “valor propio” X inestable).

Por lo tanto, si queremos que el problema esté bien planteado, es men-
ester evitar que estas soluciones existan. Sabemos que U € L*(0 < z4 <

+00) siy sélo si U(0) € E*(A,§). Como dimE*(A,§) = p, entonces existe

una base, v; = v;(X\,€), j =1,...,p, del espacio estable. Si U(0) € E*(),¢)
entonces existen escalares 3; € C tales que

U0) = Bivi(A,8).
j=1

De este modo,

BUWO)=B(vni - wu)|: |=BRrRNO| |,
/Bp IBP

donde la matriz de dimensiones n x p, R*(\,§), contiene a la base de E*
dispuesta como columnas. A este simbolo se le llama haz estable de Lopatin-
ski. Si queremos evitar que U(0) € ker B N E*, la tnica solucién al sistema
BU(0) = 0 debe ser para 5; =0, j = 1,...,p. Es decir, la restriccién de
B en E? debe ser inyectiva para todo Re A > 0, E € R¥1. Esta es una
condicion necesaria para tener un problema bien planteado.

DEFINICION 3.5 (condicién débil de Kreiss-Lopatinski). Se dice que el
problema de valores iniciales y de frontera (2.9) satisface la condicion débil de
Kreiss-Lopatinski si para todo ()\,g) € CxR¥ 1, con Re X\ > 0, la restriccién
de B en E3(),§) es inyectiva.

La condicién débil de Kreiss-Lopatinski se puede reformular de la sigu-
iente manera. Definimos el determinante (de p x p),

AN E) :==det (BR*(N,€)), (A& eCxR¥ ReA>0, (3.8)

conocido como el determinante de Lopatinski. Por analiticidad de R®, el
determinante de Lopatinski es una funcién analitica en (), &) € C x R4!
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con ReA > 0 (cf. [3, 17]). Entonces reformulamos la condicién débil de
Kreiss-Lopatinski de la siguiente manera:

A(N€) £0, paratodo (A,€) € Cx R ReX > 0. (3.9)

OBSERVACION 3.6. Una condicién necesaria para tener un problema bien
planteado es que (3.9) se cumpla en el espacio de frecuencias ()\,g) € C x
R?1 con ReX > 0. Obsérvese que se trata de una condicién puramente
algebraica que involucra a la condicién de frontera, a través de B. Sin
embargo, las propiedades algebraicas de ésta determinan la “estabilidad” de

las soluciones al problema (2.9).

3.3. Resumen de la tercera leccion

En esta leccién hemos introducido una condicién necesaria, conocida
como la condicién débil de Kreiss-Lopatinski, para que el problema (2.9)
esté bien planteado en sentido de Kreiss. Mediante el método de modos
normales (o equivalentemente, la transformada de Fourier-Laplace) hemos
analizado el simbolo del operador diferencial. Si la condicién de frontera
viola la condicién débil de Kreiss-Lopatinski entonces podemos construir
soluciones al problema de valores iniciales y de frontera que violan la esti-
macion de energia. El lema de Hersh es un resultado fundamental para dicha
construccion, el cual nos indica que el simbolo A es una matriz hiperbdlica
en el sentido de sistemas dinamicos en la variable normal a la frontera. Nota-
mos que la condicién necesaria de Kreiss-Lopatinski es puramente algebraica
que involucra directamente a la condiciéon de frontera.






LECCION 4

La condiciéon uniforme de Kreiss-Lopatinski

En esta leccion introducimos la condicién suficiente para tener un prob-
lema bien planteado. Esta condicién fue descubierta por H. O. Kreiss [17] y
se conoce como la condicion uniforme de Kreiss-Lopatinski. La demostraciéon
del teorema de Kreiss es muy complicada. Estd basada en la construccion
de un simetrizador en el espacio de frecuencias, conocido como simetrizador
de Kreiss. En esta leccién tnicamente presentaremos las propiedades més
importantes del simetrizador de Kreiss, y mostraremos céomo la existencia
del simetrizador implica que el problema esta bien planteado en sentido de
Kreiss.

4.1. El simetrizador de Kreiss

En su articulo seminal de 1970, H. O. Kreiss [17] reconocié que es posible
establecer una condicién suficiente para tener un problema bien planteado.
La condicién débil de Kreiss-Lopatinski indica que la matriz de frontera B
debe ser inyectiva en el espacio E*(\, &) cuando Re A > 0. Kreiss establecié

que B restringida a E°® debe ser uniformemente invertible para (A, &) €
C xR con |(A &) =1y Rel>0.

DEFINICION 4.1 (condicién uniforme de Kreiss-Lopatinski). Se dice que
el problema de valores iniciales y de frontera (2.9) satisface la condicion
uniforme de Kreiss-Lopatinski, si existe una constante uniforme C' > 0 tal
que

Ul < C|BU|,

para todo U € E*(),€) con (A, €) € Cx R |(X, &) =1y ReX > 0.

OBSERVACION 4.2. La restriccién (), )| = 1 es una consecuencia de que

la matriz A(\, &) es homogénea de grado uno, por lo que es suficiente con
establecer la condicién uniforme (asi como la condicién débil) en el hemisferio

I(A\,€)] =1y ReA > 0. La informacién importante de la definicién anterior
es que la constante C' > 0 es uniforme para todo Re A > 0, incluso cuando
Re A — 07. De hecho, es posible demostrar (véase [3]) que una formulacién
equivalente de la condicién uniforme de Lopatinski es la siguiente:

A(N€) £0, paratodo (A,€) € C xR Re > 0. (4.1)

Algunas observaciones son importantes: nétese que el determinante de Lopatin-
ski esta definido para Re A > 0, en virtud de que en dicho dominio el haz de

39
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Lopatinski R*(\, &) tiene exactamente dimension p. Kreiss [17] demuestra
que los haces de Lopatinski son de hecho continuos hasta Re A = 0, y por
lo tanto podemos tomar cualquier representacién del espacio R® y su limite
cuando Re A — 0T. El resultado nos ofrece una definicién del determinante
de Lopatinski incluso cuando Re A = 0. Si el determinante de Lopatinski
tiene un cero para algiin valor de A imaginario puro, entonces notamos que
la condicién débil de Kreiss-Lopatinski (3.9) no se viola. Sin embargo, la
condicion uniforme no se satisface. Este caso es de primordial importancia,
pues implica la existencia de de soluciones de tipo onda viajera que son
tangentes a la frontera {x4 = 0} y cuya amplitud decae exponencialmente
cuando xgy — +o0o. A este tipo de soluciones se les conoce como “ondas
superficiales”. Un ejemplo de este tipo de soluciones ocurre en el sistema de
elasticidad lineal isotrépica [32]; su importancia en geofisica radica en que
son responsables de los desastres ocurridos en terremotos.

El siguiente teorema constituye una de las contribuciones principales del
trabajo de Kreiss.

TEOREMA 4.3 (Kreiss [17]). Si el el problema de valores iniciales y de
frontera (2.9) satisface la condicion uniforme de Kreiss-Lopatinski entonces
existe un simbolo,

(A §) = K(X,§) e R™™,
definido en (A, 5) € CxR4 1, Re X > 0, que satisface las siguientes propiedades:

(a) K(A, &) es uniformemente acotada y homogénea de grado uno.

(b) La matriz K(\,&)Aq es Hermiteana.
(c) Existe una constante uniforme § > 0 tal que

~ 1
—v" K (X §)Aqw > dlvf” - <o,

para todo v € C" que satisface la condicion de frontera Bv = g,
con g € C" dado, y todo (A, &), ReX > 0.
(c) Existe una constante Cy > 0 uniforme tal que

—Re K(X\, &) AgAN, €) > (Re A)C1 1.
Al simbolo K()\,g) se le conoce como simetrizador de Kreiss.

OBSERVACION 4.4. Nétese que la propiedad (c) del simetrizador de
Kreiss se asemeja a la condicién de disipatividad estricta de la condicién
de frontera (ver definicién 2.18), pero en el espacio de frecuencias. Es desta-
cable que no toda condicién de frontera que satisface la condicién uniforme
de Kreiss-Lopatinski es estrictamente disipativa, pero al revés si [3].

OBSERVACION 4.5. La construccién del simetrizador de Kreiss, bajo la
hipétesis de la condicién uniforme de Kreiss-Lopatinski, es muy complicada,
incluso en el caso en que la frontera es no caracteristica. La complicacién
principal consiste en la construccién para frecuencias con ReA > 0 cer-
canas al eje imaginario. Para ReA > 19 > 0, uniformemente lejos del eje
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imaginario, el simetrizador de Kreiss tiene una estructura muy sencilla. Sin
embargo, construirlo en el limite cuando Re A — 0 es laborioso. Sugiero
al lector consultar el texto de Benzoni-Gavage y Serre [3], que dedica un
capitulo completo para su construccién. La parte técnica estd basada en
una condicién, conocida como condicion de estructura de bloque (ver Majda
[24], o Métivier [28], para el enunciado preciso de dicha condicién), la cual es
suficiente para aplicar la construccién disenada por Kreiss. El mismo Kreiss
[17] demostré que todo sistema estrictamente hiperbdlico tiene estructura
de bloque. Majda [24] demostré que se cumple también para el sistema
de Euler de dindmica de gases. Pasaron treinta anos después del articulo
de Kreiss para que Métivier demostrara que la condicién de estructura de
bloque es satisfecha por todo sistema simétrico [28]. Un ejemplo de un sis-
tema no simétrico que la satisface es el de las ecuaciones de la elastodinamica
en el caso isentrépico (ver Freistiihler y Plaza [11]).

4.2. Estimacion en el espacio de frecuencias

A continuacién emplearemos las propiedades del simetrizador de Kreiss
para establecer una estimacién en el espacio de Fourier-Laplace que, a la
postre, implica la estimacion de energia para el caso con condiciones iniciales
homogéneas. Sea u una soluciéon suave en ]Rff_ que decae a cero cuando
|x| — +o0, del siguiente problema de valores en la frontera:

d
Lu=u+Y Alu,, =f xeR] >0,
= (4.2)

Bu=g, xecdR% t>0,

donde f = f(x,t) y g = g(7,t) son tales que admiten una transformada de
Fourier-Laplace (por ejemplo, de orden exponencial en ¢t > 0 y en la clase de
Schwarz para t > 0 fijo; ver apéndice A). Denotamos como u = u(x4, &, \),

/= f(md, E, A)y g =g(& A) las correspondientes transformadas de Fourier-
Laplace de u, f y g respectivamente (véase (3.2) o apéndice A). De esta
manera, tomando la transformada dela ecuaciéon obtenemos

Ni+ AgOy i+ &AM = f,
Jj#d
con la condicion de frontera

Bu(0,,€) = g.

Denotaremos como {, )g al producto interno en L%(0 < x4 < +00),

+oo
(u,v)p = / w*vdzy.
0
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Asi, en virtud de que (x4, &, A) € L2(0 < 24 < +00), calculamos

Re (i, K f)o = Re (i, K(\T + AgOy, T + 1 » & ATT))
j#d
= Re (EZ, KAdaxd’ljh) — Re <77, KAd.Aa»o

Notamos que, como K Ay es Hermiteana, se obtiene

+o0
Re (u, K Aq0y,u)o = Re / K Agudry
0

“+oo
/ Oy, (0" K Agu) dzq
0

= 100, O K (A HAg(0, 0, 6.

l\D\H

DO \

Denotamos U(X, €) := (0, A, £), sobre la frontera ORY = {z4 = 0}. Por
la condicién de frontera, BU = g, y la propiedad (c) del simetrizador de
Kreiss, tenemos

)

1 ~ 1
Re (W, K Ag0y 0)o = —5U K (A, ) AU > 8|U | = <[g”

para cierto § > 0. Por otro lado, usando la propiedad (d) del simetrizador
de Kreiss, tenemos la estimacion

+o0
—Re <ﬂ, KAdAﬁ>0 = — / Re ('d*KAdAﬁ) d.’L‘d
0
+oo
=— / uw'Re (KAjA)udxy
0

+o0o
> O / P dag
0

= Cunlla(, A €)lls,

donde n = Re A > 0. Sustituyendo obtenemos
~ 1 ~ -
Re (@, K f)o > 8|U|* — 5\9\2 + Cunllac, A, ©)ll5. (4.3)

Dado que K es uniformemente acotado (propiedad (a)), existe una con-
stante uniforme Cy > 0 tal que, para cualquier € > 0,

. +o0 -
Re (u, Kf)o = Re / UK fdry
0
+oo o~
<Cy [ fallfldny
0

1 ~ Co \ =~
< 5Caenlil} + 5213
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Sustituyendo en (4.3) obtenemos

1) 2 ~ 2
G l0P + (1= G2 R < 5 B + 5 IR

Escogiendo 0 < € < 1 suficientemente pequeno tal que 1 —Cse/(2C7) > 1/2,
obtenemos la estimacién,

5 ~

—|U|? + 2 Cs(e)=||f]I3.

AU+ bl < glal? + Cale) 11
Concluimos que existe una constante uniforme C' > 0 tal que

1 ~
2 ~112 ~12 2
U +nlfal < ¢ (1gP + 171R)-

Hemos, por consiguiente, demostrado el siguiente

LEMA 4.6. Si se cumple la condicion uniforme de Kreiss-Lopatinski en-
tonces existe una constante uniforme C > 0 tal que

GO+l A DI < (GO + SIFCADIE). 44

para toda solucion suave que decae cuando |x| — +oo del problema (4.2), y
para todo (N, &) € C x R, connp=Re > 0.

4.3. Estimacion béasica de energia

Emplearemos la estimacién del lema (4.6) para deducir la estimacién
de energia en el espacio fisico, cuando la condicién inicial es homogénea.
Supongamos que u € D(R? x (0,4+00)) = C(R? x (0,+00)). Definimos
entonces

f = Lu, g = Buz,—o-
De este modo, u es solucién del sistema,
Lu=f, zeR% ¢t>0,
u(z,0) =0, zeR?,
Bu =g, xE@Ri,t>O.

Notamos que la condicién inicial es homogénea en virtud de que u tiene
soporte compacto en Ri x (0, +00). Podemos entonces aplicar la estimacién
sobre el problema puro de valores en la frontera (4.2), ya que las transfor-
madas de Fourier-Laplace de u, f y g estdn bien definidas. Integremos de
esta manera la estimacién (4.4) en ¢ € R¥™! y 7 := Im\ € (—00,00), con
A =n+ i7. Primero, observamos que

/m/ (b1€ Aguodgdr_/m/wl/m (z,n +i7,&)|? da d€ dr

= [la(,n+ (), >”L2 (0,400) xRxRd—1)

= 2””“‘|L%(Rix(0,+oo)’
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tras haber aplicado la identidad de Plancherel (ver relacién (A.6) en el
apéndice A). Andlogamente reconocemos que

+oo _ ~
/—oo /]Rdl Ha(07 )\7 5)”(2) dé‘ dT — 27T||u(0; ) ')H%%(Rdilx(o,-‘rm))

_ 2
= 2””“”L%(0R1x(07+oo))v

+o0 B ~ _
[ AT BNl =271y

+00 - -
/_oo /dl l9(n+ Z'T’S)F dé dr = 27TH9H%%(8R1X(0,+00))'

Por lo tanto, integrando la estimacion (4.4) en E ERTl yr=Im) €
(—00,00), para Re A = 7 > 0 fijo obtenemos la estimacién de energfa (2.10)
para el caso ug = O:

1
n”uH?LRi><(0,+oo)+||u”37,8Ri><(0,+oo) <C <|9H127,8R1x(0,+oo) + 5|’fH727,Rix(o,+oo)
(4.5)
Notamos que (4.5) es la estimacién de energia para el caso homogéneo
(up = 0) y con T' = +o0. Para aplicar la relacién de Plancherel en el espacio
de Fourier-Laplace se define (ver apéndice A),

(2.1) (2m)2e u(z,t), xRt >0,
up(x,t) =
K 0, otro caso,

que pertenece al espacio L%(Rd x (0,400)) si u tiene soporte compacto en
t > 0. La estimacion (4.5) es la obtenida por Kreiss en [17]. Para considerar
el caso general, Rauch [31] utiliza el siguiente argumento: el problema de
Cauchy homogéneo

Lw =0, zeRY, >0,

w(zx,0) = up(z), zeRY, (4.6)

con ug € C°(R%), tiene una solucién local suave w € C®(R%L x (0,T)),
para cierto T > 0, tal que

’U]|xd:0 = 0

Esto se puede demostrar con transformada de Fourier (el problema es de
coeficientes constantes) y la condicién en x4 = 0 se hereda de la condicién
inicial para tiempos suficientemente pequenos, T' > 0; ver Rauch [31]. (Por
esta razén, la solucién se denomina local.) Tomando una funcién cut-off,
¢ € C(-T.,T), tal que ¢ = 1sit € (—0,0) C (-T7,7T), y 0 < ¢ <1,
podemos definir

fi=wo( + Lu,

g := Bu,
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donde u € D(R? x (0,+00)) = C(R? x (0,+00)), y por ende, u(z,0) = 0
(condicién homogénea). De este modo, obtenemos que

v:=u+ ((t)w,
es solucién del problema no homogéneo
Lv = f, zeRL, t>0,
v(z,0) = up(x), x € }Ri,
Bv =g, z € dRL, t > 0.

Aplicando la estimacién para u (solucién del problema homogéneo),
Rauch establece la estimacién de energia (local) para v, solucién del prob-
lema no homogéneo en los espacios L, (R% x [0,T]). Para mayores detalles,
consultar [31].

4.4. Resumen de la cuarta leccién

En esta leccién hemos introducido la condicién suficiente, conocida como
la condicién uniforme de Kreiss-Lopatinski, para tener un problema bien
planteado en sentido de Kreiss. La demostracion de Kreiss estda basada en
la construccion de un simbolo, conocido como simetrizador de Kreiss, que
permite establecer una estimacion de energia en el espacio de frecuencias.
Esta ultima, as u vez, utilizando la identidad de Plancherel, se traduce en
una estimacién de energia en el espacio fisico original. Kreiss establecié su
estimacién para el caso de condiciones iniciales homogéneas [17]. En un
trabajo posterior, Rauch [31] extendi6 el resultado al caso general.






APENDICE A

Transformadas de Fourier y Laplace

El material de este apéndice es de caracter ilustrativo. Las demostra-
ciones, asi como mayor informacion, se puede consultar en cualquier libro
bésico de andlisis de Fourier (por ejemplo, [7]).

A.1. La transformada de Fourier
Sea z € R% d > 1. Un multi-indice, & = (a1,...,aq), con o € 7,
oj > 0, tiene grado || = > a; > 0. Se definen z* = 2" ---z3¢, D* =
8“"'/8;’11 c 0%,
DEFINICION A.1. La clase de Schwarz, S = S(R?), se define como el
espacio de funciones de clase C™ en R? que, junto con todas sus derivadas,

decaen més rapido a cero que cualquier polinomio cuando |z| — 400, es
decir,

S(RY) = {u € C°°(RY) : su]é)d |2° D%u| < 400, Va, S multi-indices}.
TEe

DEFINICION A.2. Para u € S(R?) se definen su transformada y trans-
formada inversa de Fourier como

N 1 it
(€)= W/Rde ST (x) da,

1 o
(€)== (27T)d/2/Rd ety (z) d,

Derivando bajo el signo de integracién e integrando por partes (posible
para funciones en S(R?)) tenemos el siguiente

LEMA A.3. Sea u € S(RY). Entonces:
(1) € O y Doia(€) = ((~iz)*u)(©).
(b) (D%u) = (i§)“d.
A su vez, podemos aplicar el lema anterior para obtener:

LEMA A.4. Siu € S(RY) entonces 4,1 € S(R?).

TEOREMA A.5 (teorema de inversion). Para cada u € S(R?) se tiene
(1) = u.
Es decir, la transformada de Fourier es un isomorfismo de S(R?) en

S(R?). Finalmente, tenemos el siguiente
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TEOREMA A.6 (teorema de Plancherel). Para cada u € S(R?) se tiene
que

||u”L2(Rd) = HﬂHL2(Rd)'

ESBOZO DE DEMOSTRACION. Si u € S(R?) denotamos v(r) = u(—x)*
(conjugado complejo). Claramente 0(§) = u(£)*. La convolucién, definida
como

W) = (s w)e) = [ vly = a)u(e) de

también pertenece a S (Rd Asi,

Z e &y — z)u(x) dz d
gt (2m) d/2 /Rd /Rd z) vy

- /R e ()i (€) dr = (2m)2a(€)0(S),

es decir, la transformada de Fourier de una convolucién es el producto de
las transformadas. Asi, con v(z) = u(—2z)* y w(y) = (v *u)(y), calculamos

|
—~
©
Al
S
~
no
P
%\
au
o
P
<&
S
—~
N
N—
QL
N
~
T
()

= [ )"0 dy = iRz
Rd
O

OBSERVACION A.7. Se puede demostrar que S(R?) es denso en LP(R%)
para cada 1 < p < +o00. Por lo tanto la transformada de Fourier se extiende
a un isomorfismo unitario de L? a L?.

A.2. La transformada de Laplace

A.2.1. Definicién. Sea una funcién f : [0,+00) — K, donde K =R o
C. La transformada de Laplace de f se define como

o0
(LFN) == /O e Mf(t)ydt, XeC. (A1)
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OBSERVACION A.8. Sea A = 1+ 4. Sila integral en (A.1) existe para
Re A = ng entonces existe para todo ReA = n > 7y, uniformemente con
respecto a A ya que

e M) < e f(O)] < e ™ f(D)].

DEFINICION A.9. Se dice que f es de orden exponencial si existen con-
stantes uniformes C' > 0 y v € R tales que

[f(t)] < Ce™,
para todo t > 0.

LEMA A.10. Si f es de orden exponencial entonces Lf existe para todo
Re A > v; por otro lado, existe ag € R (llamada abcisa de convergencia), tal
que ag < v y la integral en (A.1) no existe si Re X < ag, y existe siempre
que Re A > ag.

DEMOSTRACION. Si Re A > v entonces

+o0 +o0o +o0o
| / e (1) di| < / ()] dt < C / et < fo,
0 0 0

Por otra parte, sea el conjunto
+00
A:={aeR: / e ™|f(t)|dt existe}.
0
Por la observacién A.8, para cada € > 0 la integral en (A.1) existe si Re A >
~v + €. Por lo tanto, A # @ y definimos
ap :=inf A € R.

Claramente la integral en (A.1) no existe si Re A < ag por la definicién de
infimo. Ademads, existe siempre si Re A > ag ya que ag + € € A para todo
e > 0. Igualmente, ya que v+ ¢ € A para todo € > 0, tomando ¢ — 0T
obtenemos ag < 7. O

PROPOSICION A.11. (Lf)(A) es analitica en el conjunto {Re X > ap} C
C, y ademds,

+oo
%(ﬁf)(/\) S /O te £ (1) dt. (A2)

DEMOSTRACION. Ver [26], capitulo 8. O
LEMA A.12. Sea f € C([0,+00); K) y de clase C por pedazos. Sea
p=inf{y € R : existe C > 0 tal que |f(t)| < Ce",Vt > 0}.

Entonces para Re A > p se tiene que

()3 = AepH) - £00) (A3)
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DEMOSTRACION.
o= [T L
S e L
= (] [T )
— ML)~ 1O+ lim_eRf(R)

Pero para ReA > v > p se tiene que [e M f(R)| < Ce~BeA-NE 5 0 si
R — 400. Asi, obtenemos (A.3). O
A.2.2. Propiedades de la transformada de Laplace. A contin-
uacién se enlistan algunas propiedades bésicas de la transformada de Laplace

que se pueden consultar en [26].
(1) Linealidad: L(a1fi + aafa) = anLf + aaLfs para cualesquiera

a; € C, fZ

(2) Primera traslacién: L(e® f(¢)(A\) = (Lf)(A — a), a € R. En efecto,

+o0 +oo
L F(B)(N) = / Nt f(t) di = / O f (1) dt = (LF)(A— a).
0 0
(3) Segunda traslacién: Si
R T
entonces
+o0 +o0o
(Lo = [ e Np—adt= [ A dr = e NEH).
a 0
(4) Cambio de escala: Si f,(t) = f(at), a > 0 entonces

+oo +o00
Cr = [ eNanar =1 [Tl dr = en0/a).

a
(5) n-ésima derivada: Si f € C"((0,+00); K) con n > 1, entonces

<‘%) (A) = N(LHN)=ATFO0)=A"2F/(0)—. .. =AfP2(0)— £ (0),

donde f¥)(t) = d* f /dt*. Paran = 1 recuperamos la férmula (A.3).
La demostracién se hace por induccién (ejercicio).

(6) L(t"f(t)(N) = (—1)”%(5]0)()\). Se demuestra por induccién so-
bre n > 1.

(7) Silimy;_,o+ f(t)/t existe entonces

400
L(f(t)/t)(N) = /A (Lf)(z)dz.
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A.3. Relacion entre ambos conceptos: la transformada de
Fourier-Laplace

(I) Notamos primero que la transformada de Laplace Lf es la transformada
de Fourier (en la variable temporal) de la funcién

b ) = (2m)2f(t)e ™, t>0,
! 0, t <0,
donde Re A = 7. En efecto,

. 1 too +o0 )
h&) = G / ey () dt = /O e E(t) dt = (L) (1 +i6)-

Por lo tanto, aplicando el lema de Plancherel obtenemos

p(n) = /R (L) +i&)| P de = (LN +i)2e = 1 Fall22 = 1122 = /R | fo ()] dit

—+o00o
—or [P a,
0

que es una norma hiperbdlica pesada por 7, definida como:

1120 = [ 1£(@) 227 de = e F()2agmy.
K R
para 7 fijo. De este modo
NEA 0+ i3y = £ 0100y (A1)

(IT) Sea g = g(x,t) una funcién escalar con z € R? d > 1, y t > 0.
Suponemos que para z fijo, g es de orden exponencial como funcién de
t > 0, es decir, que para todo z € R? existe una C' > 0 y v € R uniformes
tales que

lg(z, )] < Cet,

para todo z € R% t > 0. Asimismo, suponemos que para t fijo, g como
funcién de z tiene transformada de Fourier, por ejemplo, que

g(-,t) € SRY),

para cada t > 0, fijo. Bajo estas consideraciones, podemos definir la trans-
formada de Fourier-Laplace de g como

“+oo .
g(&A) = (27T1)cl/2/0 /Rd e 8T N g (1 t) d dt. (A.5)

Sig(-,t) € S(R?), el orden de integracién no importa (teorema de Fubini)
y por ende

— . Foo
56N = (EDENEN = s [ 7 [ e Mgty drde = (Lafe.0)(EN),
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(III) Por la observacién (II) definimos

1) = 16N = [ late P ds.
Por el teorema de inversién y el lema de Plancherel obtenemos

IV = (L) N ) 172 = [(Lg) (X, )1z
= /]Rd ’(Eg)()\,:n)‘Qde’

+00 2
:/ / e Mg(z,t) dt) dzx.
Rd ' Jo

Por otra parte, por la observacién (I): g(&,\) es la transformada de
Fourier en R? x R de

ool 1) = (2%)1/26_’7tg(x,t), t>0,
o, t<0,

en el sentido de que

1 1 oo ,
~ - - —i(&x+Tt)
(&) (27)d/2 (27)1/2 /oo /]Rd gn(x, t)e dudr

+m . .
= (QJW / / eﬂx{e*(wr”)tg(x, t) dt dx
7T R2 JO

= g(&n+ ).
De esta manera, aplicando el lema de Plancherel se obtiene

“+o00
~ 2
L P e I I
—00 Rd

+o00
= 277/ / e 2 g(z,t)|* dx dt
0 R4

= 271'”67”tgH%2(Rd><(0’+00))
2
= 27TH9HL%(RL1><(O,+OO))’

es decir, obtenemos la 1til relacién

1.
HgH%%(RdX(O,—O—oo)) = %”g”%Q(RdXR)' (A'G)
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