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Introducciéon

Aunque desde tiempos muy remotos al hombre le ha interesado medir y explicar
matematicamente los fenémenos biolégicos que ocurren a su alrededor, no fue sino has-
ta el siglo pasado que se establecié la Biologia Matematica como una rama de las
Matematicas, cuyo principal fin es describir los procesos bioldgicos por medio de he-
rramientas matematicas y computacionales para poder entender su fenomenologia por
medio de otro enfoque y, en algin momento, hacer aportaciones al drea biolégica.

Dentro de la Biologia Matemaética existen varias dreas de estudio, tanto en la Bio-
logfa como en las Matemaéticas; en las Matematicas se pueden encontrar modelos de
fenémenos biolégicos por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, proce-
sos estocasticos, automatas celulares, algoritmos genéticos, entre otros, y los fenémenos
bioldgicos a modelar se pueden encontrar en diversas ramas de las ciencias naturales tales
como Fisiologia, Ecologia, Epidemiologia, Genética, Anatomia, Neurologia, Inmunologia,
Cancerologia, por mencionar algunas.

El estudio matematico que presentaremos estd motivado por un fenémeno observado
en el cancer. En la literatura existen numerosos modelos matematicos que intentan des-
cribir procesos que ocurren durante el desarrollo del cdncer, algunos de éstos describen:
el crecimiento de tumores cancerosos avasculares, la respuesta del sistema inmune a la
presencia de células cancerosas en el cuerpo, movimiento de las células cancerosas y su
propagacién en el organismo, control de crecimiento de tumores, modelos de vascular-
izacién o angiogénesis de los mismos, entre otros.

En este trabajo se analizard con detalle un modelo matematico para un tumor
secundario canceroso por medio de ecuaciones diferenciales parciales, el cual fue pro-
puesto afios atrds por Anderson et. al. [3] y describe la paradoja del tumor primario,
este fenémeno fue observado por primera vez por Folkman (médico estadounidense des-
cubridor de las proteinas angiogénicas) junto con sus colaboradores y consiste en la
inhibicién de la angiogénesis de un tumor secundario gracias a la presencia del tumor
primario en el organismo; esta inhibicién es dependiente de una sustancia que segrega
el tumor primario la cual, a su vez, depende del tamafo que este ultimo tenga.

El estudio de este modelo esta dividido en los siguientes capitulos:
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En el primer capitulo se estudian algunas generalidades de los tumores y del cancer,
la diferencia entre tumor benigno y tumor maligno o céncer, asi como las etapas en el
proceso de crecimiento de un tumor canceroso. También se explica a nivel celular cémo
se lleva a cabo la vascularizacién de un tumor canceroso; este fenémeno es indispensable
para el crecimiento del tumor ya que al tener un sistema de circulacién propio, es decir,
adquiere un sistema de nutricién y de excrecién y como consecuencia el tumor puede
crecer desmesuradamente hasta invadir totalmente al érgano en el cual se origind; esos
nuevos vasos sanguineos sirven también para que algunas de las células del tumor viajen
hasta llegar al torrente sanguineo invadiendo érganos ajenos al tumor del que provienen.
Posteriormente, se explica cual es el efecto de las proteinas angiogénicas y antigan-
giogénicas en las células endoteliales y por ultimo, se profundiza en la fenomenologia de
la paradoja del tumor primario.

A lo largo del segundo capitulo se estudiardn los primeros modelos matemédticos
que surgieron para describir la angiogénesis en tumores cancerosos. Estos modelos estdn
basados en sel estudio de la dindmica de la densidad de las células endoteliales, las
cuales se encargan de formar los nuevos vasos sanguineos. El primer modelo para la
angiogénesis fue propuesto por Balding y McElwain [6], quienes adaptaron el modelo
de Edelstein para el crecimiento de las hifas de los hongos [22], a los vasos capilares.
A pesar de que este modelo no fue disefiado en un principio para estudiar la formacién
de los capilares, describe los aspectos mas importantes de la angiogénesis a saber: la
respuesta de las células endoteliales a quimicos segregados por el tumor y el crecimiento
de los vasos capilares por medio del movimiento de las células endoteliales. En ese mismo
capitulo se estudiardn también los primeros modelos para la angiogénesis de Chaplain
y Stuart, a partir de los cuales los cientificos comenzaron a proponer modificaciones de
las ecuaciones que ellos proponen para describir de forma mas precisa el fenémeno.

En el tercer capitulo se enuncia el modelo que se estudiard con mas detalle en
este trabajo, el cual estd basado en los trabajos anteriores propuestos por Chaplain y
Stuart, y Anderson. En este modelo se intenta describir la paradoja del tumor primario.
El modelo consta de tres ecuaciones diferenciales parciales: una de conservaciéon para
las células endoteliales y dos de reaccién-difusion para dos sustancias, una que inhibe
(angiostatina) y otra que promueve la angiogénesis (el factor angiogénico tumoral, TAF).
La dependencia de la angiogénesis del tumor secundario del tamano del tumor primario
se incopora al sistema de ecuaciones por medio de un pardmetro s que representa el
tamafno del tumor primario. Posteriormente se adimensionaliza el sistema con valores
de referencia adecuados y se encuentran los estados estacionarios para cada una de las
ecuaciones adimensionalizadas del sistema.

El cuarto capitulo contiene el estudio numérico del sistema de ecuaciones. Se trabaja
con valores numéricos experimentales para cada una de las constantes involucradas y con
estos valores se obtienen graficas del estado estacionario de las células endoteliales. Se
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encuentran los valores umbrales para el tamano del tumor primario para los cuales el
tumor secundario se vasculariza totalmente, debilmente o se inhibe por completo su
vascularizacién. También se llega al estado estacionario por medio de las simulaciones
numéricas para la ecuacién de las células endoteliales con su condicién inicial y sus
condiciones de frontera. Se estudiard la solucién numérica del sistema de ecuaciones con
funciones fuente para el TAF y la angiostatina y se hardn las simulaciones numeéricas

correspondientes al caso en el que el tumor primario es extirpado.

Por 1ltimo, en el capitulo cinco se analizard la estabilidad espectral del estado
estacionario de las células endoteliales. Se mostrard que las perturbaciones del estado
estacionario tienden a cero por medio del método de norma pesada de Sattinger [60]
para ecuaciones elipticas y parabdlicas.

Asimismo, se incluye en el apéndice A la deduccién de la ecuacién diferencial que
gobierna la cinética de Michaelis-Menten. En el apéndice B se encuentra el cédigo con
el que se llevaron a cabo las simulaciones numéricas del cuarto capitulo y, finalmente en
el apéndice C se aniaden algunas graficas adicionales obtenidas del estudio numérico de
las ecuaciones del sistema.






CAPITULO 1

Tumores y cancer: generalidades

En un organismo multicelular, todas las células estan destinadas a la colaboracién;
estas células envian, reciben, interpretan y elaboran un conjunto de senales quimicas
extracelulares, pero en el momento que hay algiin problema molecular con estas senales,
el equilibrio que existe entre ellas se rompe, como, por ejemplo: cuando un conjunto
de mutaciones promueven el comportamiento individualista de una célula, dando como
resultado un aumento en la velocidad de crecimiento (incrementando su masa) y divisién
(proliferacién) de esta misma; son exactamente este tipo de mutaciones celulares las que
pueden dar origen a un tumor o neoplasia, que etimolégicamente significa “crecimiento

nuevo”.

1. ;Qué es un tumor?

Un tumor se puede definir como un conjunto de células que crecen y se dividen con
una velocidad mayor que las normales rompiendo el equilibrio [12]. Existen dos tipos de
tumores: los benignos y los malignos. Los primeros son no invasivos, es decir, son tumores
que suelen estar encapsulados y al crecer sus células no se dirigen hacia otros tejidos;
por lo tanto, destruyéndolos u operandolos desaparecen totalmente del organismo.

Sin embargo, las células de los tumores malignos presentan hiperproliferacién, por
lo tanto, al crecer, invaden y destruyen los tejidos de los alrededores, evaden la muerte
celular programada o apoptosis, crean su propia red vascular y, en algunos de estos
tumores, varias de sus células son capaces de desprenderse de él, viajando por el torrente
sanguineo o por los vasos linfaticos, depositdndose en otros tejidos. A este fenémeno se
le conoce como metdstasis. Una vez que un tumor maligno se ha metastatizado, se
encuentra en varias partes del organismo y la mayoria de las veces las metédstasis no
pueden ser detectadas por métodos clinicos debido a su tamano, siendo ésta una de las
razones por las cuales estos tumores son muy dificiles de erradicar por completo del
cuerpo. Un tumor es clinicamente detectable hasta que alcanza la acumulacién de 108

células aproximadamente.

A los tumores malignos también se les conoce como cdncer. Fue Hipdcrates (460-370
B.C.), el padre de la Medicina, quien utilizé por primera vez los términos griegos karkinos
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2 1. TUMORES Y CANCER: GENERALIDADES

y karkinoma (que significa cangrejo) para este tipo de tumores, pues su morfologia le
recordaba a dicho animal; después el médico romano Celsus (28-50 B.C.) lo tradujo al
latin: cancer. Aunque el nombre se le atribuye a Hipdcrates, este tipo de tumores ya se
habian observado desde antes, pues se han encontrado registros de varios casos de cdncer
de seno en papiros egipcios [7].

Existe evidencia que demuestra que la mayoria de los tumores malignos se originan
a partir de la acumulacién gradual de mutaciones en una sola célula [12]. La generacién
del céncer o carcinogénesis estd ligada a un cambio en la secuencia del ADN (mu-
tagénesis), el cual puede darse por factores fisicos, quimicos, genéticos y ambientales del
individuo, como por ejemplo, padecer obesidad, la vejez, estar en contacto con quimicos
carcinogénicos (asbesto, arsénico), estar expuesto a radiaciones (rayos X, rayos UV),
contraer algin virus (Virus del Papiloma Humano (VPH), Hepatitis), etc.

En los tumores cancerosos se conocen tres etapas o estados [69]: el avascular,
vascular y metastdsico.Un tumor avascular, es aquel que, como su nombre lo indica,
se desarrollan en ausencia de vasos sanguineos; segun los experimentos in vitro estos
tumores se asemejan a agregados esféricos, pero las razones de esto ain no se tienen
muy claras [69].

___Ncleo necrético

Capa guiescente

Capa proliferante

FIGURA 1.1. Capas del tumor avascular. Debido a que los nu-
trientes llegan al tumor avascular por medio de transporte difusivo,
al aumentar el tumor su tamano, este proceso no es suficiente para
suministrar de nutrientes a sus células mds internas y se forman tres

capas o regiones: nicleo necrético, capa quiescente y capa proliferante
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Los tumores avasculares obtienen sus nutrientes y se deshacen de los desechos deriva-
dos de su metabolismo por medio de transporte difusivo; cuando el tumor es pequeno,
este proceso es suficiente para que a toda célula le llegue alimento. En esta etapa el
agregado crece exponencialmente [38], pero a medida que el tumor canceroso crece, los
nutrientes, en particular el oxigeno, van siendo absorbidos por sus capas més externas y
el proceso difusivo no es suficiente para proveer de estas sustancias a las células que se
encuentran en el interior del tumor; esto da como resultado la formacién de tres regiones
bien diferenciadas: las células del centro que al no tener alimento mueren, formando una
capa interna llamada nicleo necrdtico; un conjunto de células inactivas que se encuentra
en medio del tumor creando la capa quiescente; y més externamente estan las células
que se dividen las cuales forman la capa proliferante, como es ilustrado en la figura (1.1).

Se ha observado, que este tipo de agregados crecen hasta alcanzar un determinado
tamano (aprox. de lmm a 2mm de didmetro), el cual estd dado por el balance entre
las células muertas del interior del tumor y las células proliferantes. Una vez que ha
alcanzado dicho tamario, el tumor entra en un estado latente y deja de expandirse [15],
aunque sigue siendo metabdlicamente activo; el tiempo que permanece en este estado
depende del tipo de cancer del que se trate.

Pero ya que la naturaleza de las células cancerosas es proliferar indefinidamente,
éstas logran encontrar una forma para seguir creciendo. Fue el Dr. Judah Folkman
(1933-2009), quien a principios de los anos 60’s, trabajando con tumores cancerosos en
los laboratorios de la marina estadounidense, se percaté de que si colocaba a los tumores
en cultivos in wvitro, estos sdlo crecian hasta un determinado tamano y se morian, a
diferencia de los tumores implantados en ratones, los cuales crecian desmesuradamente.
Observé que la diferencia entre unos y otros, era que los segundos habian sido capaces de
generar su propia red vascular a partir de los vasos capilares ya existentes en los tejidos
de sus alrededores, obteniendo asi el medio para su alimentacién y excrecién (ésta es la
fase vascular del céncer) y los primeros, al estar en un medio artificial, no tenfan cémo
obtener nutrientes para seguir creciendo.

Baséndose en lo anterior, Folkman y su equipo de trabajo propusieron (alrededor de
1971) al Instituto Nacional de Cancerologia de EEUU su hipétesis, en la que sostenian
que el crecimiento de los tumores cancerosos era dependiente de la red vascular que
generaban por si mismos y por lo cual, al inhibir este proceso conocido como angiogénesis,
se podria combatir el cancer. Sin embargo, para la comunidad cientifica esta hipdtesis
parecia ridicula y por lo tanto no fue aceptada; para ese tiempo ya era conocido que los
tumores presentaban angiogénesis pero se suponia que ésta era dependiente de la pus y
de la inflamacién, y no del tumor mismol8].

A pesar de ésto, Folkman y sus colegas, entre ellos Gimbrone [50], siguieron reali-
zando una gran variedad de experimentos para demostrar la veracidad de su supuesto.



4 1. TUMORES Y CANCER: GENERALIDADES

Algunos de estos experimentos consistian en injertar un tumor en la cérnea de los ra-
tones y observar la respuesta de los vasos sanguineos de los alrededores ante la presencia
del tumor; estos experimentos les permitieron observar a detalle el proceso de la an-
giogénesis tumoral, pues al estar el tumor implantado en este tejido permitia que los

vasos sanguineos fueran mas visibles.

No fue sino hasta después de diez afios a partir de que Folkman sugirié su hipétesis,
que los cientificos empezaron a darle credibilidad, pues fue el primero en aislar una
proteina segregada por el tumor que estimula el desarrollo de una red vascular, la cual
parte de los vasos sanguineos que se encuentran cerca, alcanzando al tumor. Con este
descubrimiento pudo demostrar que la vasculatura que adquiere el tumor es dependiente
del tumor mismo y de los vasos en derredor (este proceso serd explicado a detalle en
la siguiente seccién). Cabe destacar que en la actualidad la mayorfa de los cientificos
dedicados al estudio del cancer aceptan ampliamente lo propuesto por Folkman y sus
colaboradores.

Por 1ltimo, la etapa metastica de un tumor canceroso, es la fase en la que las
células cancerosas invaden otros tejidos y vasos. Esto es resultado de la interrupcién de
los mecanismos de adhesién que mantiene a las células del tumor juntas permitiendo
que algunas se desprendan de éste; estas células son capaces de atravesar la membrana
basal, la matriz extracelular y la capa de células endoteliales con el fin de llegar hasta
un vaso sanguineo o linfatico penetrdndolo (véase figura 1.2).

Al llegar al vaso, las células cancerosas se liberan a la circulacién del sistema san-
guineo o linfatico y de esta manera pueden viajar por el organismo deteniéndose en
6rganos preferenciales, dependiendo del tipo de cdncer del que se trate (hoy en dia to-
davia no se sabe qué es lo que determina esta preferencia); cuando llegan al érgano se
adhieren a través de moléculas de adhesién [30], atraviesan su endotelio por medio de
la accién de ciertas enzimas y penetran en él. Ahi forman un pequefio conglomerado de
células llamado micrometdstasis. Finalmente estas células tumorales proliferan (como la
célula madre de la cual provienen), logrando asi colonizar este nuevo tejido [12]. Al nue-
vo tumor que se formé se le conoce como tumor secundario o metdstasis, y al tumor del
cual provienen las metéstasis se le conoce como tumor primario. Las metastasis pueden
llegar a otras partes del organismo no sélo por los vasos sanguineos y linfaticos sino
también se pueden propagar por medio de las membranas o por simple contacto entre
los 6rganos (véase figura (1.3)).

Para lograr metastatizar, las células tumorales deben tener propiedades muy es-
pecificas (sélo el .01 % de las células que salen a los vasos linfiticos o sanguineos lo
logran): deben, por un lado, ser células madre (en el sentido de stem cells), que tengan
la capacidad de dividirse indefinidamente, y por el otro, deben tener la habilidad de
poder establecerse y sobrevivir en un ambiente muy diferente al de su origen (esto lo
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Células cancerosas

Membrana
basal
do[=]ale o\pidiale))

e Matriz
extracelular

Células endoteliales

FIGURA 1.2. Las células del tumor atraviesan la membrana basal, la
matriz extracelular y la capa de células endoteliales logrando asi pe-
netrar un vaso sanguineo o linfatico, liberandose a la circulacion.

cumplen solamente una pequena poblacién de células tumorales). Otra propiedad es-
pecifica de estas células es que no dependen de las sefiales extracelulares para crecer y
dividirse como pasa con las células normales, es por eso que a pesar de que se desprenden
muchas células del tumor primario, s6lo son pocas las que logran colonizar y el tiem-
po en el que lo logran es indefinido, determinar la causa por la cudl células cancerosas
pueden establecer en sitios muy diferentes a su tejido de origen, es todavia un tema del
que no se conoce mucho y actualmente se realizan investigaciones sobre esta linea, es un
problema abierto y muy interesante.Cabe destacar que las metdstasis al establecerse en
algin tejido comienzan un proceso de evolucién andlogo al del tumor primario, es decir,
pasan por las mismas etapas hasta lograr vascularizarse.

Pero aun asi, esta etapa es la mas peligrosa, pues el tumor es capaz de invadir no
sélo tejidos locales, sino también tejidos que se encuentran distantes a él, y si el tumor ya
se encuentra vascularizado, esos nuevos vasos sanguineos son una potente ruta de escape
para las metéstasis. Por eso es tan importante la inhibicién de la angiogénesis pues al
tener vasos sanguineos propios, las células cancerosas tienen mas posibilidades de viajar
por el torrente sanguineo y ya que suelen ser microscépicas es muy dificil detectarlas, por
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Células endoteliales

Células del tumor /
primario 3
-

Tumer secundario
o
metéstasis

Organo
extrafio

FIGURA 1.3. Metastasis. Las células que se desprenden del tumor
primario viajan por el torrente sanguineo adheriéndose a érganos por
medio de moléculas de adhesién; atraviesan su endotelio, proliferan y
forman un nuevo agregado de células cancerosas conocido como tumor
secundario o metdstasis

lo tanto casi imposible erradicar el cancer. En consecuencia, esta etapa es la responsable
de alrededor del 90 % de las muertes por cdncer.

2. El proceso de angiogénesis

Al proceso de formacién de nuevos vasos sanguineos a partir de la vasculatura exis-
tente se le conoce como angiogénesis y a la terapia en la cual se intenta inhibir este
proceso es conocida como terapia antiangiogénica. El término angiogénesis fue utilizado
por primera vez por Hertig en 1935 para describir la formacién de la placenta [33]. Es
importante sefalar que la angiogénesis, no sélo se observa en los tumores cancerosos, sino
también en la cicatrizacién de heridas, en una irritacién o infeccién ocular, en el ciclo
menstrual, en la formacién embrional y en algunas enfermedades como la retinoplastia

y las placas arteroescleréticas [68].

Un tipo de células que tienen un papel fundamental en el desarrollo de nuevos vasos
sanguineos son las células endoteliales, las cuales son células aplanadas que forman una
delgada capa que recubre el interior de los vasos del aparato circulatorio. A esta capa le
sigue la membrana basal que se encarga de separar el endotelio de las capas exteriores;
en esas capas exteriores puede encontrarse tejido conectivo (fibroblastos) y misculo
que permiten que el vaso amolde su didmetro y su pared al flujo sanguineo, pero su
distribucién varfa dependiendo del lugar y funcién del vaso [12].
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Las células endoteliales son las encargadas de controlar el paso de sustancias y
materiales a través del torrente sanguineo [12], poseen la capacidad de reconstruir,
reparar y renovar los vasos proliferando y migrando a los sitios danados, como, por
ejemplo, cuando la pared de un vaso se dana, las células de los alrededores proliferan
y migran para cubrir el dafio, y también son las responsables de la creacién de nuevos
vasos sanguineos. El proceso de angiogénsis comienza con la respuesta quimiotactil o
quimiotaxis (movimiento celular controlado por el gradiente de algin quimico difusivo)
que tienen las células endoteliales ante ciertas senales quimicas, segregadas por células
que se encontraban en estado de hipoxia; la falta de oxigeno en casi cualquier tipo de
célula provoca un incremento intracelular de la concentracién del factor hipozia-inducible
(HIF-1), que estimula la secrecién extracelular de protefnas [12], como por ejemplo, el
factor vascular de crecimiento endotelial cuyas iniciales en inglés son VEGEF.

Ya que en el tumor canceroso avascular latente, algunas de las células se encuentran
en un estado de hipoxia (las células que no alcanzan a recibir suficiente oxigeno por
el proceso difusivo), éstas van a segregar dichos factores de crecimiento, en particular
los conocidos como factores o senales angiogénicas tumorales (TAF). Actualmente se
han encontrado més de treinta factores angiogénicos tumorales, que se difunden en el
tejido circundante actuando principalmente en las células endoteliales que se encuentran
en el interior de los vasos sanguineos mas cercanos; las células endoteliales responden
quimiotdctilmente a dichas proteinas, secretando enzimas que degradan la membrana
basal del vaso capilar. A los vasos de los cuales provienen las células endoteliales se les
llama wvasos parentales o progenitores.

Al ser degradada la membrana basal del vaso, quedan espacios que permiten el paso
a pseuddpodos (extensiones de la superficie de las células endoteliales) hacia la matriz
extracelular. Los pseudépodos (véase figura 1.4) gufan la direccién en la que se va a
desarrollar el nuevo vaso y poco a poco la membrana basal permite el paso a células
endoteliales completas, las cuales migran a la matriz extracelular formando columnas
celulares o brotes que van a dar origen a la nueva vasculatura. En un tejido normal
estos vasos crecen hasta alcanzar otro vaso sanguineo y asi forman una red para el
torrente sanguineo; pero en el caso del tumor canceroso, estos vasos llegaran hasta él,
penetrandolo y proveyéndole su propio sistema circulatorio.

Segtin lo observado por Folkman [5], es a una determinada distancia de la punta
de los nuevos brotes en donde las células endoteliales comienzan a proliferar; algunos de
los brotes que estdn relativamente cerca, al crecer, fusionan sus puntas formando lazos
o bucles, durante un proceso conocido como anastomosis (vedse figura 1.5); en estas
anastomosis se vuelve a dar el proceso de angiogénesis dando como resultado nuevos
vasos capilares.

Aungque los nuevos vasos sanguineos derivan del vaso parental, sus estructuras suelen
ser muy diferentes, pues tienen formas muy irregulares debido a la excesiva proliferacién
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Vaso sanguineo

Células endoteliales

Pseuddépodo

TAF

FIicUrA 1.4. Pseudépodo. Extensiones de la superficie de las célu-
las endoteliales, las cuales gufan la direccién en la que se va a desa-
rrollar un nuevo vaso sanguineo.

de las células endoteliales, por ejemplo, a veces estdn incompletos, torcidos y suelen
tener una circulaciéon sanguinea lenta; todos estos factores facilitan la diseminacién de
las metdstasis [30] y dificultan la llegada al tumor de ciertos quimicos de las terapias
antitumorales.

3. Antiangiogénesis y la paradoja del tumor primario

Asi como el tumor segrega factores angiogénicos también segrega factores antian-
giogénicos, es decir, factores que inhiben la formacién de la nueva vasculatura. Adn no
se sabe que es lo que desencadena la angiogénesis, pues el tiempo que puede permanecer
el tumor en estado de latencia es indefinido, pero se cree que es el balance entre los
factores proangiogénicos y antiangiogéncios lo que determina si se lleva acabo o no la
angiogénesis. A la progresiéon del tumor avascular al estado vascular se le conoce como
el “switch del fenotipo angiogénico”, pues cuando el tumor segrega méas factores
proangiogénicos, el tumor pasa del estado latente al estado vascular, y cuando segrega
mds antiangiogénicos, el tumor permanece inactivo [20].
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FiGURA 1.5. Anastomosis de vasos capilares. Algunos de los
brotes capilares que se forman, al crecer fusionan sus puntas formando
“loops” o ciclos, durante un proceso conocido como anastomosis

La terapia antiangiogénica se basa principalmente en el fenémeno descrito en el
pérrafo anterior: con el objetivo de que el balance esté del lado de los factores antian-
giogénicos, éstos se suministran externamente, inhibiéndose asi la vascularizacién del
tumor y por consiguiente su crecimiento y diseminacién de las metdstasis en el orga-
nismo pues se mantiene en estado de latencia y en ocasiones se llega a inducir necrosis
total en el tumor. Esta es una terapia nueva, que aunque conceptualmente Folkman
la propuso desde 1971, no fue sino hasta el ano 2004 cuando se pudo implementar en
pacientes con cancer colonorectal.

Como la tasa de mutacién de las células cancerosas es muy alta, desarrollan rapi-
damente resistencia a la mayoria de las terapias existentes contra el cancer, lo cual es
uno de los principales obstdculos para curar el cdncer por completo; pero a diferencia
de esas terapias, el principal objetivo de la terapia antiangiangiogénica son las células
endoteliales, las cuales son genéticamente més estables, pocas veces se dividen y tienen
una tasa baja de mutacién.

La terapia antiangiogénica se dirige principalmente a las células endoteliales de dos
formas: indirecta y directamente. Los inhibidores indirectos son aquellos que bloquean
los receptores de las células endoteliales a los productos segregados por el tumor. Por
ejemplo, algunos de estos bloquean o neutralizan los receptores de las células al VEGF
[20].

Por otra parte, los inhibidores directos, son aquellos que bloquean la proliferacién y
migracién de las células endoteliales. Hay de tres tipos:
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1. Los inhibidores sintéticos, diseiados para interferir en alguno de los pasos del
proceso angiogénico (metaloproteinasas).

2. Modleculas de bajo peso molecular (caplostatina)
Inhibidores endégenos o naturales, aquellos que son segregados por el tumor
mismo o por las células que se encuentran a sus alrededores (endostatina,
angiostatina)

Debido a la naturaleza del modelo matematico que se quiere estudiar, sélo nos concen-
traremos en los inhibidores directos endégenos.

Bouck [20] fue el primero en demostrar que los tumores cancerosos son capaces
de producir inhibidores angiogénicos como la trombospondina. Otro de los inhibidores
naturales més importantes y de los primeros que fueron descubiertos es la angiostatina,
la cual es una proteina que detiene el crecimiento de algunos tumores primarios [53],
pues es capaz de inhibir la proliferacién y la migracién de las células endoteliales de una
forma dependiente de la dosis [37, 54], es decir, a mayor concentracién mayor inhibicién;
también promueve que los tumores regresen a su estado de latencia por el balance entre
células apoptdéticas y proliferantes, pues hace que aumente el indice de apoptosis en el
tumor sin que el indice de proliferacién celular se modifique [18].

Un proceso muy peculiar en el que participa la angiostatina, es el de la paradoja del
tumor primario. Este fenémeno ha sido reportado por varios investigadores y médicos
[54], pues con el afdn de ponerle fin al cédncer de sus pacientes con ciertos tipos de
tumores como el de seno, colon o sarcomas osteogénicos, extirpan el tumor; sin embargo,
después de un tiempo (que puede ser desde meses hasta anos), se inicia un crecimiento
exponencial de las micrometastasis presentes en el organismo, pero clinicamente ocultas
por su tamano al momento de remover el tumor primario.

Es por eso que se desarrollaron varios estudios para demostrar que la presencia
del tumor primario en el organismo era lo que detenia el crecimiento de los tumores
secundarios o micrometdstasis; uno de los estudios méas importantes fue el realizado
por Folkman y sus colaboradores en el que usaron un modelo en ratones o murino del
carcinoma pulmonar de Lewis [54]. Implantaron células de este carcinoma de forma
subcutdnea en la dorsal como tumor primario en dos grupos de ratones, después de unos
dias, al primer grupo se le extirpé el tumor primario después de un determinado tiempo
y observaron que después de esto se dio una vascularizaciéon total en las metastasis
que hace este carcinoma en el pulmén. A diferencia del segundo grupo, en el cual no
se les extirpé el carcinoma de Lewis y encontraron que sus metastasis no presentaban
vascularizacién o muy poca. Fue entonces que al hacer el anélisis del suero de la sangre
de los ratones del segundo grupo pudieron aislar por primera vez a la angiostatina, pues
ésta se encontraba en concentraciones altas.
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Para demostrar que la presencia del tumor primario inhibe directamente la an-
giogénesis, Folkman y sus colaboradores implantaron en la cérnea del ojo de varios
ratones un polimero biocompatible (desarrollados por Langer y Folkman [41]) el cual
liberaba constantemente factores angiogénicos a los alrededores (simulando la actividad
de un tumor [53]); después de un tiempo, la vascularizacién alrededor de este material
fue evidente, pero a un grupo de estos ratones se les administraron inyecciones sub-
cutdaneas de angiostatina humana después de 48 horas del experimento y observaron
que a diferencia de los otros ratones, en este grupo se podia observar una notable in-
hibicién de la angiogénesis. Por lo tanto, con este experimento pudieron concluir que el
efecto inhibitorio de la angiogénesis de las metéastasis esta directamente relacionado a la

presencia del tumor primario en el organismo.

Esta inhibicién indirecta de las metdstasis tiene lugar porque mientras el tumor
primario estimula su propia vascularizacién también segrega los factores proangiogénicos
y antiangiogénicos; como estos factores son secretados a la circulaciéon, permanecen en
el torrente sanguineo durante su vida media [54]. Ya que la vida media del VEGF en la
circulacién es de aproximadamente 3 minutos y la de la angiostatina es de 2.5 dias, esta
dltima permanece mas tiempo en el torrente por lo que puede alcanzar a los tumores
secundarios, de esta manera contribuye al balance de los factores antiangiogénicos de las
metdstasis, inhibiendo su proceso de angiogénesis. Pero para que este efecto inhibitorio
exista, el tumor primario tiene que sobrepasar un tamano umbral, ya que su tamano se
correlaciona directamente con la potencia angiogénica que tenga sobre los secundarios
[61], es decir, mientras mds grande es el tumor m4s angiostatina segrega, y por lo tanto
la angiogénesis en las metastasis se inhibe més.

La angiostatina no sélo inhibe la neovascularizacién de las metdtasis, sino (como se
vio al principio de esta seccién), también hace que éstas permanezcan en su estado de
latencia. Y debido a este alto potencial antiangiogénico de la angiostatina, se incorporé a
la terapia antiangiogénica, pues después de haber extraido el tumor, se puede seguir
sumistrando sistémicamente o externamente cierta dosis de angiostatina para asi, simular
la presencia del tumor primario con un tamano por arriba del umbral y asi detener el
crecimiento exponencial de los secundarios.

La endostatina es otro potente inhibidor natural de la angiogénesis; éste al igual que
la angiostatina es un inhibidor especifico de la proliferacién de las células endoteliales y
fue descubierto por Folkman [52] de la misma forma que la angiostatina. Se observé que,
al ser suministrada sistémicamente en ratones con carcinoma pulmonar de Lewis, la en-
dostatina inhibia el crecimiento de las metdstasis manteniéndolas en estado microscépico
asi como el crecimiento del tumor primario regresdndolo a un tamano de menos de 1
mm?®. También se encontré que la endostatina podia ser usada en el tratamiento de
diversos tumores malignos de humano tales como melanomas, fibrosarcomas y heman-
gioendoteliomas implantados en ratones.
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Estas observaciones sugirieron a Folkman que una de las posibles formas y quizas
exitosas en la que se podia atacar el cancer era viéndolo en términos de dos distintas
poblaciones celulares: las cancerosas y las endoteliales. Hoy en dia la terapia antian-
giogénica es muy utilizada para erradicar el cancer en humanos, pero es importante
sefialar que en muchos casos ésta no es suficiente y tiene que ser complementada con
quimioterapia y radioterapia.



CAPITULO 2

Modelacion matematica de la angiogénesis

Debido a que la comunidad cientifica se sinti6 atraida a finales de los 70’s y principios
de los 80’s del siglo pasado por la fenomenologia de la angiogénesis [45, 21, 6] (en
particular, por los aspectos expuestos en el capitulo anterior), varios grupos de cientificos
se dieron a la tarea de explicarla desde otro enfoque. En ese afdn, se comenzaron a
desarrollar modelos matemaéticos, principalmente los modelos continuos: esto es, en lugar
de describir el comportamiento de cada uno de los elementos que generan el proceso a
explicar, se analiza la dindmica de la densidad de éstos.

Es importante aclarar que la modelacién aqui presentada esta desarrollada bajo la
segunda linea, aunque cabe destacar que existen diversos enfoques con los que se puede
abordar el mismo proceso.

1. El modelo de Balding y McElwain

Como es de esperarse, hubo varios intentos por describir la angiogénesis. Uno de
los primeros modelos con més auge en la literatura cientifica en modelos continuos para
la neovascularizacién, fue el propuesto por Balding y McElwain [6] en 1985, el cual
estd basado en los experimentos de Muthukkaruppan [49], Folkman [26], Gross et al.
[31] y Langer et al. [41], en donde se implanta un pedazo de tumor en la cérnea de un
ratén para observar la formacién de nuevos vasos capilares que se dirigen al tumor como
respuesta de los vasos limbicos de los alrededores ante los agentes angiogénicos segregados
por el tumor (obsérvese figura 2.1); ya que la cérnea es un tejido que generalmente es
avascular, se puede observar con mayor detalle la formacién de nuevos vasos sanguineos.
En los articulos mencionados, los autores reportaron resultados cualitativos similares al
experimento de proliferacién celular en los vasos limbicos. El limbo (o los vasos limbicos)
es el limite externo de la cérnea, y cuando éste se ve agredido fisica o fisiolégicamente
los vasos limbicos se dilatan y pueden apreciarse con relativa facilidad en la periferia
cérneal[23].

A pesar de la existencia de varios articulos del drea biolégica que reportaron el mis-
mo fendémeno biolégico, Balding y McElwain se basaron en lo descrito por Muthukkaru-
ppanor [49], quien reporté que, después de haber implantado el tumor en la cérnea,

13
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Ficura 2.1. Cérnea y vasos limbicos. Implante de tumor en la
cornea del ojo de un ratén, lo que provoca la dilatacién de los vasos
limbicos (limite externo de la cérnea), como es en el tejido corneal, es
posible la visualizacién a simple vista de los nuevos capilares que se

forman por la presencia del tumor en el ojo.

observé la formacién de nuevos brotes capilares desde el vaso limbico de forma perpen-
dicular a él; la vascularizacién total del tumor se dio entre el dia 8 y 12, dependiendo
del tamano del tumor que haya sido implantado y de su distancia al vaso parental.

Para el desarrollo de este modelo, Balding y McElwain suponen que el gradiente del
factor angiogénico tumoral (TAF), segregado por el tumor, estimula en este orden los

siguientes procesos:

a) La respuesta quimiotéctil o quimiotaxis (movimiento celular en una direc-
cién, controlado por el gradiente de algin quimico difusivo) de las células
endoteliales ante él, provocando la degradacién de la base de la membrana de
los capilares més cercanos al tumor y formando pequenos brotes capilares.

b) La migracién de las células endoteliales que estdn en dichos brotes a través de
la matriz extracelular, que puede verse como movimiento aleatorio [39].
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¢) La proliferacién de las células endoteliales que estdn en las puntas de los brotes,
dando como resultado secundario la anastomosis o unién de punta-punta de
los brotes, o de punta-capilar.

A diferencia de Deakin [21], quien propuso un modelo matemético que describe el
movimiento individual de las células endoteliales, Balding y McElwain lo hacen a una
escala mayor, es decir, en términos de densidades; se basan en la modelacién hecha por
Edelstein [22] para el crecimiento de los filamentos o hifas en los hongos, pues Gimbrone
et al. [29], observaron que estos filamentos al desarrollarse forman estructuras similares
a las que forman los brotes de los vasos sanguineos durante el proceso de vascularizacién.
Al observar esta analogia, Balding y McElwain tomaron las estructuras correspondien-
tes para el sistema sanguineo y reprodujeron el modelo en términos de las variables
adecuadas, es decir, en lugar de tomar a la densidad de las puntas de las hifas y de
los filamentos, consideran la densidad de las puntas de los vasos capilares n(z,t) (se
entiende por puntas, el conjunto de células endoteliales que se encuntra situado en las
puntas de los brotes y de los capilares) y de los vasos capilares p(z,t). Estas estructuras
se pueden apreciar en la figura 2.3. Cabe sefialar que en aras de simplificar el modelo,
las ecuaciones propuestas estdn en una dimension espacial.

1.1. Ecuacién para la densidad de los brotes La base para el desarrollo de
esta ecuacién (y de la mayor parte de las ecuaciones que aparecerdn en este capitulo),
es la ecuacién general de conservacién, por lo cual se considera adecuado hacer un
paréntesis para su deduccién [48].

1.1.1. Ecuacidén general de conservacion Sea u(x,t) la densidad volumétrica de
un material dado en el punto x al tiempo ¢ y sea S una superficie arbitraria que encierra
a un volumen V, entonces el cambio de la cantidad de materia que hay dentro de V es
igual al flujo J, del material v a través de S en la componente en direccién de la normal
exterior n mds el material generado (destruido) en V' por unidad de tiempo, es decir,
una fuente f de material que puede ser funcién de u, x y t:

i/ u(x,t) dv:f/qun ds+/ fu,x,t) dv.
dt Jy s %

Por el teorema de la divergencia, la ecuacién anterior toma la forma

/Ju~nds:/divJu dv:/V-Ju dv.
s v %

4 u(t,x) dv = / u dv, (2.1)
dt | v ot
tras haber aplicado la Regla de Leibniz (véase [19]), la ecuacién se escribe como

/ [@ +V-Ju +f(u,x,t)} dv = 0.
v Ot

Obsérvese que
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Como esta relacién es valida para todo volumen arbitrario V', el integrando tiene que
ser igual a cero, es decir,

% +V-Ju + f(u,x,t) =0. (2.2)

A esta dltima ecuacién se le conoce como la ecuacidn de conservacion para u(x,t).

Por lo tanto Balding y McElwain en [6] proponen como primera ecuacién del modelo
a la ecuacién de conservacién de la densidad de los brotes n(z,t),

% +V-Jp + f(n,z,t) =0, (2.3)
donde J,, es el flujo celular, que segin Keller y Segel [39], estd descrito por dos términos:
uno debido al movimiento aleatorio o difusién de las células, y otro debido a su respuesta

quimiotéctil ante algin quimico difusivo e(z,t)
Jn = Jdifusi'uo + Jquimioe . (24)

Esta expresion ha sido utilizada exitosamente para describir una gran variedad de
fenémenos biolégicos que se originan como respuesta de algin tipo de célula ante la
presencia en el medio de algiin quimico difusivo. Por ejemplo, Rosen [58] lo usé para
describir el movimiento quimiotéctil de neutréfilos. La primera expresién toma la forma
de la ley de Fick, segin la cual la cantidad de materia transportada en una direccién
dada a través de una unidad de drea transversal en una unidad de tiempo (el flujo Jai¢),
es proporcional al gradiente de la concentracién n(z,t) de la materia [24]

Jdifusi'uo =-D,Vn. (25)

Aqui D,, > 0 es el coeficiente constante de motilidad azarosa, resultado del movimiento
irregular de cada célula endotelial cerca de las puntas de los brotes. Pero Balding y McEI-
wain [6] consideran que este término es demasiado pequefio y lo desprecian afirmando
que no se ha reportado que los brotes capilares se dirijan en una direccién diferente
a la direccion en la que esta el tumor, lo cual podria ser observado por la interaccién
del coladgeno de la matriz extracelular y las puntas de los brotes. Sin embargo, para el
desarrollo de su modelo, no consideran ese fenémeno.

Para el otro término se tomara la funcién quimiotactica de flujo propuesta también
por Keller y Segel [39]; ellos encontraron que esta expresién es muy acertada para mode-
lar el movimiento celular en presencia de alguna sustancia quimica, por lo cual ha sido
ampliamente usada para describir este fenémeno quimico-biolégico:

Jquimio = n&(e)Ve. (2.6)

Este término describe la presencia de gradiente de concentracién de algin atractor e(x, t)
originando un aumento en el movimiento de las células hacia él. El flujo de las células
incrementard con el nimero de éstas presentes n(x,t), y &(e) es la funcién quimiotécil
del atractor, la cual puede tomar diferentes formas, las mas usadas en Biologia son:
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1. Constante:

£(e) = &o. (2.7)
2. Ley logaritmica:
fe)=2, (28)

la cual es usada para modelar un flujo quimiotéctil dirigido proporcional a la
derivada del logaritmo de e [43].
3. Ley del receptor cinético:

__ ok
5(6) - (

+e?’ (2.9)

se usa para modelar el flujo proporcional a la derivada de , que representa

o

k+e
la fraccién de los receptores de membrana cuando la concentracién del atractor
quimico es e y la constante de disociacion del recepto-atractor es k. Esta
expresién fue propuesta por Lapidus y Schiller [42], quienes de acuerdo a
sus experimentos, encontraron que es la funcién que mejor se ajustaba a la

corriente quimiotéactil de las células que observaban.

En todos los casos anteriores £y es una constante. Cabe senalar que las dos primeras
formas son casos especiales de la tercera, ya que si se toman valores de e muy pequefios,

entonces la ley de receptor se aproxima como &(e) ~ %0, la cual es una constante. Ahora,

&o

si se toman valores muy cercanos a k, es decir, e ~ k, tenemos que £(e) ~ ==, que es la
e

ley logaritmica.

Si el quimico que estimula la quimiotaxis en las células endoteliales es el TAF, cuya
concentracién denotaremos por c¢(z,t), la expresién correspondiente para su flujo es la
siguiente,

Jquimiop 4 = np(c)Ve = np1 Ve,
siendo ¢(c) su funcién correspondiente de quimiotaxis, adoptando la forma de la funcién
quimiotéctil constante, con ¢, constante. Por lo tanto la ecuacién para la densidad de
las puntas de los brotes estd dada por (siguiendo la notacién de Leibnitz),

on _ 9 ( 0\
ot oz \""oz :

siendo o su funcién fuente. Los autores obtienen dicha funcién fuente considerando la
ramificacién lateral de los capilares como una forma de generacién de puntas y suponien-
do que la razén con la que se generan los brotes es una funcién lineal de la concentracién
de TAF, con velocidad con la que aparecen las puntas constante, y que denotaremos por
V.

También toman el término que Edelstein [22] adopta para la anastomosis de punta-
hifa en los filamentos, pues la anastomosis puede verse como una forma de pérdida-
creacion de las puntas; por lo tanto en este modelo proponen a v2 como la razén con la
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Anastomosis Anastomosis
punta-punta punta-capilar

FIGURA 2.2. Anastomosis. El nacimiento de nuevas puntas se da
por medio de la anastomosis lineal puede ser de dos formas entre dos
puntas, que se le conoce como anatomosis punta-punta y entre una
punta y capilar que es anastomosis punta-capilar

que se genera un nuevo brote al presententarse la unién o anastomosis entre un punta
y un capilar. Asi, la funcién fuente o para las puntas se escribe como,

o =vicp — vanp (2.10)

Escribiendo la ecuacién completa para la densidad de las puntas, tenemos,

on 0 Oc
a = % <n4p1%) + vicp — vanp. (2'11)

1.2. Ecuacién para la densidad de los vasos capilares En [6], los autores
suponen que la densidad de los vasos capilares solo se incrementa por el movimiento de las
puntas de los brotes (véase figura 2.3), por lo tanto si p(z, t) es la densidad capilar, n(z, t)
y v(z,t) son la densidad y la velocidad de las puntas (siempre negativa), respectivamente,
y d(p) es la tasa de mortalidad de los capilares, la ecuacién de conservacién de masa es

dp
i

con d = 71 p, donde 71 es una constante de proporcionalidad. El término correspondiente

—nv —d, (2.12)

a la velocidad de las puntas, en términos biolégicos, se refiere a qué tan rapido crecen
éstos, en funcién de su respuesta ante el TAF. Por lo tanto, este término corresponde a
la funcién de quimiotaxis obtenida en la subseccién anterior, es decir,

oc
v = @1%
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Ya que este modelo estd basado en el supuesto de que el crecimiento de los vasos
depende principalmente del crecimiento de las puntas, un aumento en la densidad de

éstas es una medida de la actividad angiogénica.

capilar puntas PUﬂtaS
capilar

t t+ﬂ.t
FIGURA 2.3. Crecimiento de capilares. Ya que las células en-
doteliales proliferan en las puntas de los capilares, la forma en la que
estos van a crecer es por medio de sus puntas. En la figura se puede

ver un capilar al tiempo t y la forma en la que va creciendo al pasar
el tiempo (t + At).

Dado que en las ecuaciones (2.10) y (2.12) aparece c¢(z,t), la concentracién del
TAF, es esencial tener la ecuacién que la describa. Para modelar la distribucién de
concentracién del quimioatractor afuera del tumor, se procede escribiendo la ecuacion
de conservaciéon para éste, es decir,

Jc

8t+VJ +f(c:ct)—0 (2.13)
Los autores consideran que se puede omitir la funcién fuente pues suponen que sélo el
tumor es quien lo estd produciendo y que no hay pérdida alguna; sin embargo, ellos mis-
mos sefialan en sus conclusiones que esta suposicién puede no ser valida biol6gicamente,
va que los experimentos mostrados por Deakin en [21] muestran que las puntas de los
brotes actiian como atractores del TAF; por lo tanto, habria un término correspondiente
para la “fuente”. Atn asi, los autores prefieren despreciar este término para no complicar
el modelo. Por lo tanto si se toma un flujo difusivo que obedece la ley de Fick obtenemos,

J. = Jdifusivo = —DVe. (214)

Se obtiene entonces una ecuacién conocida como ecuacién de difusiéon o del calor,

para el factor angiogénico tumoral,
dc %

ot~ oz

con D como el coeficiente de difusién, que los autores lo toman como constante. Y como
suponen que la concentraciéon del TAF es fija en el borde del tumor x = 0, proponen
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como condicién de frontera: ¢(z,t) = ¢p en x = 0. Como es sabido la solucién para esta
ecuacién estd determinda por la funcién de Green (solucién fundamental) ¢(z,t) [25].

1 ;12
4t
7€ .

(4mt)2

oz, t) =

Posteriormente proceden a adimensionalizar las ecuaciones propuestas para cada
una de las variables n(z,t) y p(z,t), tomando como constantes de referencia a la con-
centracién inicial ¢ del TAF, la distancia L del tumor al vaso limbico més cercano, po

para la densidad y,
L* L _  po
w T "t
para el tiempo, la velocidad de alargamiento de las puntas y densidad de células en-

T =

doteliales, respectivamente. Por lo tanto las cantidades adimensionalizadas son:
. [ A p -~ t . v _ n
C=— IT=— p=— t=—-— 0v=—- n=—.
Co L 00 T v n
Quitando los tildes de las nuevas variables, las ecuaciones adimensionalizadas del sistema

se escriben,

op
o nv —p,
on _ O(nv)
ot Oz +vep = Onp,

donde v, B y v son las variables adimensionalizadas para vi, v2 y 1 respectivamente.
Se estd suponiendo que inicialmente no hay vasos capilares ni puntas en la cérnea, que
la densidad de vasos capilares en el vaso limbico o parental permanece constante, y que
la densidad de puntas y de vasos capilares es minima lejos del vaso parental. Después

Vaso
parental

células
endoteliales

Matriz extraceluar

|
I

0

FIGURA 2.4. Reescalamiento del dominio. Si se toma como valor
de referencia a la distancia del tumor al vaso limbico (L) como valor de
referencia para reescalar el dominio, el vaso parental queda localizado
en z =1y el tumor permanece en z = 0.
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de adimensionalizar, el tumor permanece en x = 0 y el vaso parental en x = 1 (figura
2.4), es decir,

p(Lit)=1, t>0,

n(z,t), p(z,t) =0 si z— —o0.

Posteriormente los autores hacen un anélisis numérico de las ecuaciones. Para es-
to, revisan los datos experimentales para decidir qué valores pueden ser asignados a
sus parametros pero encontraron que esos datos no estaban completos, pues varios au-
tores se negaban a dar datos cuantitavos detallados sobre sus experimentos, tales como
la distancia precisa del borde del tumor al vaso limbico mds cercano (sélo daban una
aproximacién de la distancia que habian considerado); por esta razén decidieron tomar
los datos obtenidos de diferentes experimentos, no con el mismo tumor ni con el mismo
animal; y ya que de algunos parametros no existian valores experimentales, asignaron
valores arbitrarios, como en el caso de v y (; otros valores como para los de D y ~
los estimaron por medio de los parametros experimentales que ya tenian, calibraron el
modelo con esos datos y encontraron los valores numéricos para los cuales se reproducia
mejor lo reportado experimentalmente. La finalidad de su anélisis numérico fue repro-
ducir los resultados experimentales. Adicionalmente, Balding y McElwain hicieron un
andlisis detallado [6] de la sensibilidad del sistema a algunos de los pardmetros, como el
que representa la tasa de muerte de los vasos capilares ~.

En este mismo articulo [6] Balding et al. estudian el caso en el que es extirpado
el tumor o el material fuente del TAF al tiempo tp y suponen que para un t > to, la
concentraciéon de TAF en el dominio es nula; por lo que las ecuaciones que modelan este

proceso son,

Op

E - vPs
on

E - _ﬂnp7

con condicion,

c(z,t)y =0, t>to,
cuyas soluciones son exponenciales que decaen dependiendo de los pardmetros vy 8 que
se elijan. Para el andlisis numérico de este sistema toman lo reportado por Ausprunk
et al. en [4] et al., quienes proveen una secuencia detallada de la regresién de los capi-
lares después de haber removido el polimero biocompatible, reportando que, después de
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diez semanas de removerlo, las cérneas regresaban a su estado avascular. Sin embargo,
Balding y McElwain encontraron que la densidad de vasos capilares y de las puntas
decaian casi totalmente ocho semanas y tres semanas respectivamente; con este andlisis
concluyen que el suponer que la concentracién del TAF desaparece inmediatamente del
tejido después de haber sido extirpado el tumor no es realista, pues se esperaria que el
TAF ya segregado al tejido siguiera difundiéndose por més tiempo.

A pesar de que este articulo [6] es una adaptacién a los procesos més sobresalientes
de la angiogénesis (el nacimiento de nuevos brotes capilares) del modelo propuesto
por Edelstein para los hongos [22], abrié una rama muy importante en la modelacién
matematica del cancer. Antes de la aparicién de este modelo para la vascularizacién de
un tumor, existia el propuesto por Deakin [21] y el de Liotta [45], pero éste dltimo no
toma en cuenta la respuesta quimiotactil de las células endoteliales a pesar de las eviden-
cias que ya existian respecto a este fenémeno; y como se ha visto a lo largo de la seccion,
el término de quimiotaxis es crucial para la descripcién de la angiogénesis de un tumor
de céncer. A diferencia de estos dos modelos, uno de los aspectos més sobresalientes que
tiene la propuesta de Balding y McElwain es que fueron sumamente cuidadosos en que
la mayoria de los pardmetros usados tuvieran coherencia con lo registrado en los datos
experimentales descritos por diversos autores en la rama biolégica.

2. Modelacién matematica de Chaplain y Stuart

Con el fin de describir de una manera un poco mas sencilla la dindmica de la
angiogénesis, Chaplain y Stuart [15], basdndose en el articulo de Balding y McElwain
[6], propusieron un modelo més general, en el sentido de que a diferencia del modelo
visto en la seccién anterior, éste no observa el cambio de la densidad de los brotes y
de los capilares, sino que toma como variable a la concentracién c(z,t) del TAF, y de
esta manera sigue indirectamente la dindmica de las células endoteliales presentes en los
nuevos vasos capilares mientras atraviesan la matriz extracelular dirigiendose hacia el

tumor.

Para el desarrollo de este modelo, los autores toman la evidencia experimental de
Sholley [66] y de Paweletz et al. [57] quienes describen el proceso de la angiogénesis, y

proponen la neovascularizacién se puede resumir en tres eventos importantes:

1) Degradacién de la membrana basal.
2) Migracién de las células endoteliales.
3) Proliferacién de las células endoteliales.

Cabe senialar que la migracién y la proliferacién son los eventos més importantes y
son independientes entre si; éstos pueden llevarse a cabo en ausencia de la divisién celular
[66]; la mitosis o divisién celular se presenta para completar el proceso de angiogénesis.
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Sholley y Paweletz afirman que los brotes capilares se forman por la alineacién de las
células endoteliales y sélo las células que estdn inmediatamente detras de la punta del
brote son las que proliferan y se dividen. La proliferacién celular es la que permite el
crecimiento del brote capilar. Segiin Ausprunk y Folkman la proliferacién esta restringida
a las células endoteliales situadas en las puntas de los brotes porque esas células estan
actuando como atractores del TAF.

Inicialmente los brotes que van saliendo del vaso parental lo hacen de una forma
m&s o menos paralela, pero después de una determinada distancia umbral, los brotes
empiezan a inclinarse unos a otros debido a cambios en el gradiente de la concentraciéon
del TAF, dando como resultado la anastomosis de los brotes capilares y formando las
estructuras ya conocidas: punta-punta y punta-brote. Chaplain y Stuart en éste articulo
([15]), utilizan también la evidencia experimental de Sekiya et al. [63], Oosaki et al. [51]
y Lisniak y Sopotinskaia [46] ligada a la relacién que tiene la concentracién del TAF

con el tamano del tumor y la formacién de nuevos vasos sanguineos y su crecimiento.

La finalidad de este modelo es describir la difusién del TAF en los tejidos de los
alrededores del tumor y determinar su efecto en la migracién y proliferacién celular. Tal
como en el trabajo de Balding y McElwain, la motivacién principal para Chapalin y
Stuart en [15], es describir mateméticamente la angiogénesis en la cérnea de animales.
Chaplain y Stuart, en aras de seguir lo més de cerca posible lo descrito experimen-
talmente, dividen la dindmica del TAF en dos fases: in vitro e in vivo, dado que los
estudios experimentales existentes hasta ese momento sobre la angiogénesis (y por ende
de la concentracién del TAF en el tejido circundante al tumor), se dividian en dos: el
estudio de cultivos de células tumorales in vitro, y el estudio de la formacién de nuevos
vasos capilares a partir de los vasos limbicos como resultado de la insercion en las cérneas
de ratones y conejos de tumores o polimeros con segregacién de factores angiogénicos,
es decir, experimentos in vivo [26, 49, 29].

Para la matematizacion de lo que ocurre en estas dos fases, los autores consideran
una regién abierta y acotada 2 en R la cual denota el exterior del tumor, con fronteras
suaves. Consideran fronteras finitas a las que, para la fase in vivo, se les permite avanzar
o retroceder de acuerdo con el comportamiento del TAF y de las células proliferantes
que se encuentran en las puntas, ya que como se mencioné anteriormente, estas células
actian como atractores del TAF. Asi, la frontera que indica el alcance del TAF en el
tejido, retrocede hacia el tumor cuando los brotes empiezan a crecer.

Sin embargo, por las mismas razones de Balding y McElwain, restringen el modelo
a una dimensién espacial. Como se vio en el capitulo anterior, en la superficie del tumor
hay una capa de células proliferantes, en donde se supone se mantiene constante la
concentracién del TAF; entonces, c(z,t) = ¢, en 0Q. En las dos fases, Chaplain y Stuart
utilizan la ecuacién de conservacién para c(z, t), (2.13), y la ecuacién (2.14) como su flujo,
y en contraste con el modelo de la seccién anterior, los autores incluyen un término de
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decaimiento, el cual modela la absorcién natural del TAF por el tejido circundante al
tumor (este término hace que sea un modelo més realista comparado con el de la seccién
anterior); de este modo la funcién fuente es no nula y la ecuacién queda como:
Oc 9%
ot~ ox2

Este tipo de ecuaciones se les conocen como ecuaciones de reaccién-difusion, y en

— F(e,x). (2.15)

este caso se tiene una ecuacién para c(z,t) con D como el coeficiente de difusién y F
como la funciéon fuente la cual fue obtenida estudiando la fenomenologia para cada fase,
in vitro e in vivo. Nétese que ésta no depende de n(z,t).

2.1. Fase in vitro En esta primera fase, Chaplain y Stuart modelan el alcance
del TAF en el tejido circundante al tumor hasta alcanzar un estado estacionario [15],
basdndose en los modelos experimentales de [29, 5], en los que se observé la existencia
de una distancia critica para el alcance del TAF en el medio circundante al tumor.

Ya que el tumor se encuentra in vitro, el TAF secretado por el tumor sélo es ab-
sorbido por el tejido de sus alrededores (pues no hay presencia de vasos capilares), con
una razén igual a g(c), es decir, F(c,n,z) = g(c), que es el término de decaimiento. El
tumor estd situado en z = 0 y como vimos anteriormente, c(z,t) = ¢, en 9Q (el borde
del tumor); la otra frontera es una frontera libre denotada por s(t); ésta la delimitard el
alcance maés lejano que tenga el TAF afuera del tumor. En esta frontera, la concentracién
c(z,t) y el gradiente de la misma es igual a cero, esto se escribe,

2
% = D% —g(e), (z,t) €(0,s(t)) x (0,T), (2.16)
con condiciones iniciales
c(z,0) =co(z) y s(0)=s0 (2.17)
y condiciones de frontera
Oc(x, t)

c(z,t)=c, en =0, y c(z,t)= =0 en z=s(t). (2.18)

Ox
Para la expresién de la funcién g(c), Chaplain y Stuart consideran en [15] a g(c) = m,
con m una constante, ya que ésta es una buena aproximacion a las caracteristicas cuali-
tativas presentadas por Galib en [28]: el decaimiento del quimico es lineal en ausencia
del término difusivo.

Ahora, para encontrar el maximo alcance del TAF en el medio, se determina el
alcance de la frontera libre s en el estado estacionario de la ecuacién (2.16) con
condiciones (2.17) y (2.18), es decir, la solucién c¢(z,t) tal que su concentracién es la

. . c ,
misma para todo tiempo; por lo tanto 5= 0. Asf el problema se reduce a un problema
de condiciones iniciales de ecuaciones diferenciales ordinarias,
2
d“c
D

dez =Y



2. MODELACION MATEMATICA DE CHAPLAIN Y STUART 25

con condiciones iniciales dadas por (2.18). Resolviendo la ecuacién y aplicando las condi-
ciones iniciales se obtiene el valor para la frontera libre en el estado estacionario

2Dcy
s=14/ ,
m

C(:L’)_ TTLZL‘2 _msx+c _ﬁ
Y)) D Y

Del andlisis del valor de la frontera libre en el estado estacionario es posible hacer

y el valor del estado estacionario:

(x —s)> (2.19)

observaciones cualitativas, las cuales se pueden verificar experimentalmente [15]. Entre
ellas observamos que:

= Si se tiene un valor grande para cp, entonces el alcance del TAF serd mayor, lo
cual tiene coherencia con los experimentos registrados en [63, 51, 46|, donde
se muestra una relacién directa entre la concentracién del TAF y el tamano
del tumor. Por lo tanto Chaplain y Stuart [15] suponen que si se tiene un
tumor més grande que el tamano critico [14] entonces la concentracién del
TAF estard por arriba del nivel critico.

= Un coeficiente de difusién D grande indica que el TAF ha podido penetrar mas
en el tejido de los alrededores, lo cual se ha verificado experimentalmente con
diferentes factores angiogénicos y su correspondiente coeficiente de difusién en
(63, 27, 35, 36, 51].

= Si m disminuye (la razén de decaimiento), s aumenta como es de esperarse,
por lo tanto el alcance que tiene el TAF es mayor, es decir, si m — 0 entonces
s — 00 y viceversa; si la tasa de decaimiento aumenta, el alcance del quimico es
menor, por lo que esto podria ser una estrategia de antiangiogénesis [15], esto
es, encontrar alguna medicina tal que neutralice el efecto del factor angiogénico
tumoral. Por ltimo, observemos que en el limite cuando m — 0, se reproduce
el modelo de Balding y McElwain [6].

Si se propone otra funcién g, por ejemplo: g(c) = kc + m, se obtienen caracteristicas
cualitativas similares a las obtenidas anteriormente, con:

c= % [cosh(k/D)%(x —s) — 1] ,

como estado estacionario, y como valor de la frontera libre:

. 1 1 kcp
s = (D/k)2cosh (m—l— 1) .

2.2. Fase in vivo Para la segunda fase, los autores [15] parten del alcance del
TAF en el estado estacionario (2.19) obtenido en la fase anterior, pues a pesar que
el tumor se encuentre in vivo, la dindmica del TAF es la misma al secretarse a sus
alrededores, salvo que en esta fase el vaso parental si estd presente en el tejido que rodea
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al tumor. La distancia critica del TAF encontrada experimentalmente por Grimbrone
y Folkman [29, 5] estd dada en términos de los pardmetros de este modelo, lo cual se
basa en las observaciones de Gimbrone [29], quien encontré que si se colocaba el tumor
a una distancia de mas de 2.5 mm del vaso parental, el tumor no se vascularizaba.

Por lo tanto, en términos del modelo matemédtico, una vez que el TAF ha alcanzado
el estado estacionario, pueden pasar dos cosas: una, es que la distancia entre el tumor y
el vaso parental esté por debajo de la distancia umbral, por lo tanto, s, que es el alcance
del TAF, no serd suficiente para alcanzar al vaso y lograr que las células endoteliales
reaccionen ante su estimulo angiogénico, produciendo la migracién y proliferacién celular
en los brotes; inversamente, si el tumor y el vaso parental se encuentran muy cerca las
células endoteliales podran ser estimuladas quimiotacticamente por el TAF. En esta
fase los autores suponen por simplicidad que el TAF en un inicio ha alcanzado el vaso
parental ubicado, por simplicidad, en el estado estacionario obtenido en el caso anterior;
por lo tanto, la frontera libre s, al tiempo cero, queda escrita como:

QDCb

L=s= .
m

A diferencia de Balding y McElwain, Chaplain y Stuart si incorporan a la ecuacién del
TAF un término que modela el efecto atractor que las células endoteliales que estan
proliferando en las puntas de los brotes tienen sobre él dado por, F(c,z) = f (E, c),
que proponen ser proporcional a la concentracién espacial de las células endoteéiiales
proliferantes, por lo mostrado por Folkman en [5]. Asf los autores sugieren que este
término puede ser expresado como el producto de dos funciones, una que sélo depende
de la concentracién del TAF y la otra dependiente de la razén de la distancia entre el
tumor y la frontera libre (pues es ahi donde estdn las células), es decir, % Por lo tanto,

() =non(2),

donde la funcién p(c) modela la tasa de absorcién normalizada del TAF por las células
que estan proliferando, y g(x/s) es la dependencia espacial de la tasa de absorcién; en
[15] consideran tres posibles funciones para p(c), dos de ellas vistas ya en la seccién
anterior [6], que son, a saber, la ley logaritmica (2.8), la ley del receptor cinético (2.9) y
una tercera propuesta por [44] (ver también [48]):

« Cinética de Michaelis-Menten: p(c) = ?ﬂ«rc
n C

dad méaxima de una reaccién enzimatica y K, es la constante de Michaelis-

, donde Kmaqz es la veloci-

Menten; esta funcién es usada para explicar la mayoria de las reacciones catal-
izadas por enzimas (véase apéndice A).

Y para modelar el hecho de que el término de degradacién f es proporcional a la con-
centracién espacial de las células endoteliales en las puntas de los brotes capilares, en
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[15] toman a g como:
B d
T 14d%(a—X)2

donde 0 < a < 1y d constante. Esta funcién para d suficientemente grande, es una

q(X) con Xz%,

buena aproximacién a la distribucién 6(X — a), pues si X = a entonces ¢(X) = oo, y si
X # a entonces ¢(X) = 0.

Obsérvese que la ausencia del TAF ocurre predominantemente en y cerca de X = a,
con L =aéz= as(t). Asi pues, si a = 1 es el caso en el cual el mdximo alcance del
qul'm?co coincide con el vaso parental, y es ahi donde se da la proliferacién celular; ahora
bien, el caso de valores muy pequefios de a < 1 corresponde a la situacién en la que las
células proliferantes estdn a una distancia menor al tumor que al alcance maximo del
TAF. Si a = 1 entonces las células proliferantes se encuentran inicialmente en el vaso
parental y se mantienen cerca del mdximo alcance del TAF para tiempos posteriores.
Ambos casos (proliferacién distal y proximal), han sido observados experimentalmente
[5, 49, 57].

Por lo tanto la ecuacién del TAF para esta fase queda expresada como

o2 mpa (L) 1) x07) (2.20)

con condiciones de frontera (2.18) y condiciones iniciales

c(z,0) =co(z) y s(0)=s0=L.

Para el proceso de adimensionalizacién, Chaplain y Stuart [15] tomaron como valo-
res de referencia a

= La concentracién ¢, del TAF en la frontera del tumor.

= Ladistancia L de la frontera del tumor a los vasos capilares (ej. vasos limbicos).
L2

= El tiempo de referencia 7 = o

Se definen, por lo tanto, las nuevas variables:

= & T s_5 j_ t
T 2 T L T L T
Eliminando los tildes de las variables, el sistema adimensionalizado queda como:
de D% x
de_oc (,) 7 : ,T), 2.21
ot (Re) . @ e 0s0) < 0,7) (2.21)

o(,0) = co(x) = %(m Sy s(0)=so=1

y las condiciones de frontera dadas por la ecuacién (2.18). En este sistema, © = 0 co-
rresponde a la frontera en el tumor y « = 1 al vaso parental. Chaplain y Stuart llevan
a cabo la simulacién numérica de las soluciones al sistema 2.21 (mediante un método
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estdndar en diferencias finitas de tipo “front-tracking”) tomando los datos experimen-
tales de [6] para las constantes. En las graficas de este andlisis [15], se puede observar
que al variar a = §7 la distribucién del TAF cambia considerablemente, por lo tanto
cualitativamente, sg obtiene el fenémeno de proliferacién que se queria modelar, ya que
mientras mayor es el valor de a, menor es el alcance del TAF en el dominio, en virtud de
que las células endoteliales que estdn absorbiendo el TAF estdn més cercanas al tumor.
Este modelo también fue analizado en dos y tres dimensiones en las cuales se obtuvieron
resultados cualitativamente similares a los obtenidos para una dimensién, y en todos los
casos tanto en una dimensién como en dos y tres, el estado estacionario fue alcanzado
al tiempo t ~ 0.2 — 0.3 que corresponde a tres o cuatro dias. Los resultados obtenidos
en los anélisis coinciden con los registros experimentales de [5] y pueden verse con més
detalle en [15].

Chaplain y Stuart encontraron también que mientras el TAF alcanza su estado
estacionario, hay cambios en su gradiente de concentracién; para explicar estos cam-
bios, Chaplain y Stuart proponen la siguiente hipétesis (basdndose en la observaciones
de Folkman [5]): la mitosis sélo se lleva a cabo hasta que se han formado los brotes
capilares y se haya alcanzado el estado estacionario para el TAF, el cual se encuentra
a una determinada distancia del vaso capilar (como se observa experimentalmente). Es
aqui donde las células endoteliales que estdn migrando en las puntas de los brotes de-
tectan estos cambios de concentracién, lo que hace que se dispare una senal para iniciar
el proceso de anastomosis. Después de la anastomosis se repite desde el principio el
proceso de angiogénesis empezando con la formacion de nuevos brotes capilares.

Para el caso en el cual el tumor es removido, los autores cambian para la ecuacién

(2.21) la condicién de frontera en el tumor por una condicién de no flujo, es decir,
%:0 en =0, c:%:o en z = s(t),

esto implica que ya no habra producciéon de TAF en el sistema mas que la inicial, es
decir, se mantiene la condicién inicial dada por (2.17). En las simulaciones registradas
para este caso [15], el TAF se difunde en el dominio alcanzando un valor méximo de
concentracién en x (no coincide con el vaso parental), pero decae progresivamente puesto
que ya no hay flujo de tal sustancia; los autores mencionan que la modelacién de este
proceso sélo es vélida para tiempos pequenos (¢t < 0.03 (en el modelo adimensional)),
lo cual se debe a la relaciéon implicita que establecieron entre la frontera libre y los
vasos capilares pues las puntas de los vasos capilares y la posicién de la frontera libre
no existe experimentalmente, ya que, mientras s va retrocediendo hacia el tumor las
células retroceden hacia el vaso parental; de este caso sdlo se puede deducir cémo va
retrocediendo la frontera libre del TAF al ser removida su fuente.

El modelo presentado en [15] fue innovador en muchos sentidos, ya que describiendo
el alcance en el dominio del TAF, se sigue el proceso de la angiogénesis de una forma mas
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sencilla basddose también en datos experimentales. A diferencia de Balding [6] y Liotta
[45], Chaplain y Stuart propusieron el término adecuado para modelar la absorcién del
TAF por las células endoteliales, lo cual permitié que éste fuera un modelo muy cercano
a los datos experimentales, describiendo cualitativamente al fenémeno de la angiogénesis
[15]. Es por lo anterior que este modelo fue un impulso muy importante para el desarrollo
posterior de otros modelos en angiogénesis.

Fueron los mismos Chaplain y Stuart [16], quienes afios después retomaron el modelo
anterior con el fin de explicar directamente la dindmica de las células endoteliales y de
describir exitosamente el sistema cuando se ha extraido el tumor del tejido. En [16] ya no
consideran una frontera libre, sino que prefieren suponer que el tumor estéd colocado cerca
del vaso parental (dentro de la distancia critica) y siguen la linea de modelacién para la
fase in vivo de [15]; reformulan la ecuacién correspondiente al TAF (2.20); proponiendo

que la funcién ¢ (E) depende explicitamente de las células endoteliales n(x,t), a saber,
s

q(n) = n£7 ya que a mayor densidad de células endoteliales mas TAF serd degradado;
aqui ng es(.) el nimero de células endoteliales al tiempo inicial en el vaso parental, ubicado
en © = L. Y para la funcién p(c) toman a la funcién de cinética de Michaelis-Menten.
Entonces siguiendo [16], la ecuacién que gobierna al TAF es

dc e
a = D@ — F(TL, C, m), (222)
donde
cKmaz N
F = —_

y con condicién inicial ¢(z,0) = co(z) y condiciones de frontera ¢ = ¢, en x = 0, que es
donde estd ubicado el tumor y ¢(L,t) = 0, pues inicialmente no hay concentracién de
TAF en el vaso parental.

Con el objetivo de describir la dindmica de las células endoteliales desde su salida
del vaso parental hasta el tumor, Chaplain y Stuart proponen como eventos principales a
la migracién y proliferacién célular como respuesta ante el estimulo angiogénico (TAF),
junto con el de muerte o pérdida de las mismas. Y a diferencia de Balding y McElwain,
ellos suponen que el proceso de anastomosis queda expresado implicitamente.

Los autores parten de la ecuacién de conservacién para n(z,t), (2.3), en una dimen-
sién espacial, por las mismas razones que en [15]; recordemos que J, es el flujo celular
y f(n,z,t) la funcién fuente. Centrémonos primero en las expresiones correspondientes
para f(n,z,t), que son los términos de proliferacién y muerte celular. En [16] los autores
consideran que ésta es de la forma:

f(n,z,t) = F(n)G(c) — H(n),



30 2. MODELACION MATEMATICA DE LA ANGIOGENESIS

donde F'(n) es la funcién que representa un término de crecimiento normalizado de las
células debido a la mitosis, el cual es gobernado por un crecimiento de tipo logistico,

F(n)=rn (1 - n%)

donde r es una constante positiva relacionada con la velocidad méaxima de la mitosis.
Para la funcién G(c), Chaplain y Stuart consideran que la proliferacién de las células
estd controlada de alguna manera por la concentraciéon de TAF, por lo que proponen a
0, c<c,
G(c) = c—c*
Ch

*
, ¢ <eg,

donde ¢* < ¢y, es decir, existe un valor umbral ¢* tal que, si la concentracién de TAF
estd por debajo de él, la proliferacién de las células no ocurre; con esta funcién también
se asegura que la proliferacién celular sélo se lleva a cabo dentro de una regién muy
cerca de las puntas de los brotes y no a lo largo de éstos. Chaplain y Stuart se basan
en el trabajo de Murray y Sherrat [64], en donde toman una expresién parecida para
modelar el control de la mitosis de las células epiteliales durante la cicatrizacién de una
herida, es decir, dan un valor constante para el cual no se lleva acabo la cicatrizacion.

H(n) es la funcién correspondiente para modelar la pérdida o muerte de las células
endoteliales, la cual estd expresada como un proceso de primer orden (funcién lineal).
En la primer funcién F'(n) se considera implicitamente el proceso de anastomosis y en
la segunda el de nacimiento de brotes capilares. Estas funciones se escriben como [16]:

H(n) = —7n,

con 7 la tasa de la proliferacién celular.

Para el término correspondiente del flujo de la ecuacién de las células endoteliales

J,, siguiendo a Balding y McElwain (ec. (2.4)), Chaplain y Stuart no desprecian el
término relativo al movimiento aleatorio celular, por lo tanto el flujo esté descrito por,

2

JIn = _Dn% + % (X(C)n%)

siendo ¢(z, t) la concentracién del TAF y x(c) es la funcién de quimiotaxis del mismo la
cual adoptan como constante:

x(¢) = xo.
Por lo tanto con estas funciones para el flujo y funcién fuente la ecuacion para la densidad
de las células endoteliales queda como:

82n_D 9%n 0 (

922~ row2 N0z

con la siguiente condicién inicial

n(x,O)_{ o, si o= L

n@> +rn(l — i)G(c) —7n, (2.23)

oz no

0,si <L,
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yva que la densidad de las células endoteliales en el vaso parental es constante al tiempo
t = 0 y es cero en los otros puntos del dominio. Como la densidad celular permanece
constante en el vaso, la condicién de frontera en éste, segiin [16], es:

n(L7 t) = No,
y en x = 0, que es la otra frontera se toma la siguiente condicién,
n(0,t) = 0. (2.24)

Dado esto, Chaplain y Stuart proceden a adimensionalizar las ecuaciones con las mismas
variables de referencia que en [15], junto con la constante ng, que es el valor de referencia
de la densidad de las células endoteliales en el vaso parental. Después del proceso anterior,
asi como en [15], se tiene que el tumor estd localizado en z = 0 y el vaso parental en
2 = 1. De nuevo, abordan el modelo numéricamente! con valores experimentales para la
mayorfa de los pardmetros tomados de [6, 43], obteniendo los siguientes resultados:

- El modelo se invalida después del tiempo t = 0.7, ya que a partir de este
tiempo, las células han alcanzado al tumor; esto contradice a la condicién de
frontera (2.24), pues esta condicién indica que en la frontera del tumor, x = 0,
no hay células endoteliales.

- Al variar el pardmetro respectivo de la quimiotaxis, se puede verificar que la
migracién celular y por ende la quimiotaxis son de los procesos iniciales mas
importantes, pues sin éste nunca podria llevarse acabo la angiogénesis.

- Haciendo igual a cero el pardmetro de la proliferacién celular, se muestra en
[16], que después de t = 0.4 (3.5 dias), el sistema llega a un estado esta-
cionario, en el cual, la densidad de células endoteliales no pudo alcanzar al
tumor y por lo tanto no hay vascularizacién; eso demuestra que una de las
respuestas iniciales de las células endoteliales es la migracion, siguiéndole la
proliferacion.

Las dos ultimas observaciones demuestran que tanto la migracién como la prolife-
racién celular juegan un papel fundamental en la formacién de vasos capilares en un
tumor en este sistema, por lo cual se afirma en [16] que el modelo reproduce exitosamente
la evidencia experimental de [5, 66, 57] las cuales sugieren que tanto la migracién como
la proliferacién son necesarios para que la angiogénesis se lleve a cabo. Sin embargo,
la migracién es un estimulo primario y la proliferacién es una respuesta secundaria
de las células endoteliales [57]. También se puede observar en las simulaciones de este
modelo que una vez que las células empiezan a proliferar, la densidad endotelial aumenta,
particularmente cerca de las puntas, observandose un méaximo en las graficas en esa
zona. Ahora, para poder explicar qué pasaria si se extrae el tumor, Chaplain y Stuart

Lusando el método de diferencias finitas
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s6lo hacen el mismo cambio de condicién de frontera que en [15],

0

6—;20 en =0,y c(1,t)=0.

Del andlisis de las gréficas de este caso, los autores reportan ([16]) que el TAF decae

a cero conforme pasa el tiempo, mientras que la densidad de las células endoteliales
presenta un ligero incremento al principio pero gradualmente decae a cero, lo cual indica
que los brotes capilares van retocediendo poco a poco, como Gimbrone observé en [29].
De esta forma, Chaplain y Stuart lograron mejorar lo expuesto en [15] para el caso en
el que el tumor ha sido extraido.

Este modelo, a diferencia del propuesto en [15], es capaz de explicar directamente
el movimiento y las principales respuestas (migracién y proliferacién) de las células
endoteliales debido a la presencia en el medio del TAF, asi como la regresién de de los
capilares al momento de ser extraido el tumor. Por su sencillez y apego a lo experimental
[66, 57, 68], estos dos ultimos modelos han sido un parteaguas para la descripcién
matemadatica de la angiogénesis, razon por la cual numerosos autores han basado su
investigacién sobre la vascularizacién de tumores en estos articulos [13, 56, 55, 2, 1, 3].



CAPITULO 3

Modelo para la antiangiogénesis en un tumor

secundario

Después de la publicacién de los modelos presentados en el capitulo anterior para
describir el fenémeno de la angiogénesis, se desarrollaron una gran variedad de modelos
para la neovascularizaciéon incorporando nuevos términos, como por ejemplo, términos
correspondientes a posibles efectos de sustancias antiquimiotdctiles o antiproliferativas
que actuan sobre la actividad de las células endoteliales, o bien, como en los modelos
presentados en [55] y [56], términos que modelan haptotaxis [2] (respuesta de las células
endoteliales ante gradientes de concentracién de moléculas presentes en la superficie de
la matriz extracelular, como la fibronectina). Recientemente algunos modelos incorporan
términos correspondientes al flujo sanguineo y al estrés hidréstatico en los vasos generado
por la proliferacién de las células tumorales [47].

En el modelo que se presenta a continuacién se consideran dos sustancias que pro-
mueven la quimiotaxis de la células endoteliales (TAF y angiostatina), y fue propuesto
por Anderson, Chaplain, Garcia-Reimbert y Vargas con la finalidad de describir algunos
de los aspectos de la fenomenologia de la paradoja del tumor primario (la cual se des-
cribié en el Capitulo 1). Este modelo fue presentado en [3] y estd basado principalmente
en los trabajos anteriores de Chaplain y Anderson [1] y [2], en los cuales, a diferencia
de [15] y [16], se describe la dindmica de las células endoteliales de las puntas de los
brotes; cabe destacar que estos modelos y la mayoria de los que le preceden a éste sélo
describen el proceso de angiogénesis alrededor del tumor primario, no del secundario,
como es en este caso.

Una de las finalidades de este modelo es encontrar el tamano umbral del tumor
primario para el cual la cantidad de angiostatina que segrega al torrente sanguineo es
suficiente para inhibir la angiogénesis del tumor secundario, ya que como se vid, la
concentraciéon de angiostatina que segrega el tumor primario depende de su tamano
[61]. Para el desarrollo de este modelo los autores consideran los siguientes aspectos

biolégicos:

= Suponen que el tumor primario ya estd vascularizado, por lo tanto la angios-
tatina que segrega llega al torrente sanguineo.

33
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= La angiostatina que pasa por el vaso capilar mdas cercano al tumor secundario
(el vaso parental) llega hasta él por medio de difusién através de la matriz
extracelular.

= El tumor secundario no esta vascularizado en un principio, pero se encuentra
segregando TAF continuamente, el cual se difunde por la matriz extracelular
alcanzando las células endoteliales del vaso capilar parental estimulando su
proceso de angiogénesis.

= La angiostatina que segrega el tumor primario y el TAF que estd produciendo
el tumor secundario, son los dos quimicos que inhiben o promuven (respecti-
vamente) la migracién celular endotelial.

= La angiostatina inhibird la proliferacién y la migracién de las células en-
doteliales del vaso parental capilar cercano al tumor secundario de forma
dependiente de la dosis que esté segregando el tumor primario.

= La densidad de las células endoteliales a lo largo de la matriz extracelular
dependera de la concentraciéon de cada uno de los quimioatractores que par-
ticipan en este modelo.

Anélogamente a los modelos descritos anteriormente, la ecuacién que describe la dindmi-
ca de las células endoteliales de las puntas de los brotes, estd dada por la ecuacién de
conservacion (2.3),

% + V- I, + f(n,z,t) =0,

suponiendo que el flujo se descompone como en la ecuacién (2.4), en el flujo difusivo
(que obedece la Ley de Fick (2.5), mds el flujo debido a la quimiotaxis de los gradientes
de concentracién del TAF y la angiostatina,

0 oc 0 Oa
JIn = Jdifusivo + Jqui'mioTAF =D,Vn — % (X(C)TL%) - % <a(a)n%) .

Los autores omiten la funcién fuente pues la angiostatina inhibe la proliferacién celular;
por otro lado, los términos correspondientes al nacimiento y muerte celular también
se pueden despreciar ya que las células endoteliales tienen una vida media larga [3]
comparada con los tiempos que se estan utilizando en el modelo.

Por lo tanto la ecuacién para las células endoteliales queda escrita como:

on ?*n 0 Oc 0 Oa
i Dn@ ~ % (X(c)n%) ~ 9 (a(a)n%> , (3.1)
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Tumor primario

Tumor secundario

———— Angiostatina

Ficura 3.1. Paradoja del tumor primario. El tumor primario
inhibe la vascularizacion del tumor secundario por medio de la an-
giostatina que segrega al torrente sanguineo (la cual depende de su
tamafo); esta angiostatina contribuye al balance de los factores antian-
giogénicos del tumor y si éstos predominan sobre el TAF que estd seg-
regando el tumor secundario, éste no se vasculariza, por el contrario,
si el TAF sobrepasa la concentracién de angiostatina, la metdstasis se

vascularizar4.

donde:

D, : coeficiente de motilidad azarosa o de difusién.
: concentracién de TAF.

: funcién quimiotéctil del TAF.

: concentracion de angiostatina.

: funcién quimiotéctil de la angiostatina.

La funcién de quimiotaxis para el TAF, x(c), es diferente a la funcién constante
que se habfa tomado en modelos anteriores [15, 16], porque los autores suponen que
los receptores de las celulas endoteliales del TAF llegan a ser menos sensibles a altas
concentraciones del TAF. Esto se asemeja al comportamiento quimiotactil observado
anteriormente en la bacteria Dyctyostelium discoideumn por Sherratt et al. [65]: mientras
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més baja es la concentracién del quimico (molécula ciclica de adenosin monofosfato,
cAMP) al que responde la bacteria quimiotdctilmente, mayor es la respuesta de sus
receptores celulares. Este comportamiento Sherratt lo modela con la ley de cinética de
Michaelis-Menten; por lo tanto en [3] adoptan esta misma funcién de quimiotaxis para

el TAF:
k1

ki +c
donde xo es la méxima respuesta quimotactil y ki la intensidad de la desensibilizaciéon
de las células endoteliales al TAF.

x(c) = xo

Ya que la angiostatina actia en las células endoteliales de forma dependiente de
la dosis que se encuentra en el medio, se toma una funcién lineal para su funcién
quimiotéctil:

a(a) = apa,
es decir, un incremento en la concentracién de la angiostatina significa un incremento en
la respuesta de las células endoteliales, siendo o la fuerza de la respuesta quimiotéctil
a la angiostatina, la cual es una constante positiva.

Con fines de simplificacién, este modelo se toma en un dominio unidimensional y
se supone que el vaso capilar mas cercano al tumor secundario estd localizado en x = 0,
el tumor secundario en x = L, y la matriz extracelular en medio. Como se toma una
dimensién espacial, se omiten los términos de interacciéon entre las células y la matriz
extracelular. Estas interacciones y otros factores que influyen en el proceso pueden mode-
larse en dos y tres dimensiones de una forma més precisa; algunos ejemplos se pueden
encontrar en [1] y [47].

Los autores utilizan ecuaciones de reaccién-difusiéon para modelar la distribu-
cién de la concentracién del TAF y de la angiostatina en el dominio [3]. En el caso del
TAF, se toma una ecuacién parecida a (2.22),

2

% :Dc% —Aic— F(e,n,x), (3.2)
con coeficiente de difusiéon D., decayendo en el tiempo a través del dominio con una
razén igual a A\ic y con una funcién fuente F', la cual puede modelar la pérdida del
quimico debido a la presencia de las células endoteliales, o por la absorcién de la matriz
extracelular. La funcién F' puede tomar la forma de la conética de Michaelis-Menten
como en la ecuacidn (2.22) o las diferentes funciones (2.7-2.9) que se vieron en el capitulo

anterior.

Ya que el TAF estd siendo secretado a una tasa constante por las células cancerosas
del borde del tumor secundario, su concentracién permanece constante en ese punto,
por lo tanto, en x = L, ¢ = ¢o y desde aqui el TAF se difunde a través de la matriz

. . Oc
extracelular, alcanzando el vaso parental en z = 0, sin penetrarlo, es decir, e 0 en
z
z =0.
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Ahora, para modelar la dindmica de la angiostatina, se toma la siguiente ecuacién,

da 8%a

s :Da@ — Xea — G(a,n,x), (3.3)
con D, como su coeficiente difusivo y decayendo a una razén Aza, con una funcién fuente
G que depende de la densidad del quimico y de las células endoteliales.

La angiostatina que estd siendo producida por el tumor primario llega al vaso
parental con una concentracién constante, es decir, en x = 0, a = A; esta concen-
tracion varia dependiendo del tamano del tumor primario, es decir, un valor grande de
A representa un tumor primario grande y viceversa; un valor pequefio de A indica que
el tumor primario es pequefio. La angiostatina del tumor primario se difunde a través
de la matriz extracelular alcanzando el tumor secundario sin penetralo, por lo tanto, en
xz = L, ap = 0; en este trayecto también puede haber pérdida del quimico, es por eso
que se incorpora el término de decaimiento Asa.

1. Adimensionalizacion

Asi como en los modelos expuestos anteriormente, se procede a adimensionalizar las
ecuaciones propuestas (3.1)-(3.3). El proceso de adimensionalizar las ecuaciones tiene las
siguientes ventajas: por un lado, la mayoria de las veces se reduce el nimero de parame-
tros que aparecen en el sistema [62]; por otro lado, las unidades ya no son importantes,
y por lo tanto se toma la magnitud de las cantidades, es decir, lo grande y lo pequefio

(en cantidades), conserva su significado [48].

Tumor
secundario

Vaso
parental

Matriz extraceluar

x=0 x=1

FIGURA 3.2. Reescalamiento del dominio. Tomando la distancia
del vaso parental al tumor secundario (L) se reescala el dominio, con
lo cual el vaso parental permanece en x = 0 y el tumor secundario se
localizard en z = 1
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Se reescala la distancia del vaso parental al tumor secundario T = =; con este

=8

reescalamiento (véase figura 3.2), el vaso parental sigue estando en z = 0 y tumor se-
2

cundario queda ubicado en x = 1. El tiempo es reescalado con 7 = Do las células
c
endoteliales con ng, la concentracién de angiostatina y TAF con ag y co respectiva-

mente, siendo ¢ la concentracién inicial del TAF, y ng y ao las variables de referencia
apropiadas para el sistema. Dividiendo las variablas entre las variables de referencia, se
obtienen las nuevas variables adimensionalizadas, las cuales quedan escritas como:

- c - a N n ~
cC=—, a=—, n=—, t=—.
Co ao no T

Tomando en cuenta que

21 -1 ~-D.
Or = 0T— ot =0t— =0t—,
et Y 702
procederemos primero a adimensionalizar la ecuacién (3.1), por medio de la regla de la
cadena se obtiene,

on _ Ondndt  OnD.

ot _onatot oL
Anadlogamente se procede para cada término en la ecuacién y se sustituye lo obtenido
para cada una de las variables:
WORDe P 10 (L 08\ 10 (a0 0
09F L T L2 g L2 0x \NMN 0 T ar ) T L2 0z \ 05z )

2

multiplicando por y tomando a

noDc

2
D, X0Co Qoag )
Dc 9 kl bl

se llega a la ecuacién para la densidad de puntas de las células endoteliales adimensio-
nalizada:

on _ %m0 ( x -0\ 0 ( . 0a
ot ‘o oz \1+trc 0z) 0z 0%

Ahora, realizando el proceso anterior en la ecuacién (3.2), si se sustituye el cambio
de variable y lo obtenido por la regla de la cadena, la ecuacién para el TAF toma la
siguiente forma:

Deco O Decy 9%E

= = — — Ai1cg¢ — F ;
7 9~ 12 gm el (¢,n,x);
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2 2 2
A
multiplicando por ———, tomando a 1 = 7A1 = af= , se obtiene:
coD c Ccole
0¢ _ 0%¢
= T T Nnc— f(C,TL,ZC)
ot 922
De igual forma se adimensionaliza la ecuacién (3.3),
Decag 9@ Dgao 9%a .
17 27 = 12 o A2apa — G(a,n, x);
L? L2\ D, L?G
multiplicando por wD.’ sustituyendo v2 = TA2 = D Dy = D. yg= wD.’
da 0%a
— = Dy——— — ya —g(a,n,x).
> 2os T g( )

Retirando los tildes de las variables, pero sin olvidar que son las variables adimen-
sionalizadas, el sistema de ecuaciones se escribe como:

on_ o 0 ( x_ o\ 0 ( oo
ot~ lox? oz 1+/<ccn8m 0z \ "oz )

0 0>
87;;1 = 871; — i€ — f(C,Tl,CL’),
da &%a

— = Do—— — v2a —g(a,n, x),
;= D23,z — 29— 9( )
con la condicion inicial para las células endoteliales,

—a?
n(z,0) =e @ con z€[0,1] y ¥ = constante.

Se escoge esta funcién como condicién inicial pues se supone que las células endoteliales
en un principio estan localizadas cerca del vaso parental del tumor primario. Se toman
condiciones de frontera de no flujo en z = 0, 1, para las células endoteliales:

0 (0% 4 a(@
or Dy Xc(?x aa@x

donde, en este caso,

aa.

=
=
<
&
I

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones con sus respectivas condiciones iniciales y de
frontera a estudiar es, para las células endoteliales:

on #Pn 0 X dc 0 da
o P <1 T m”a?) ~ o (“‘m%) : (84)

a2
n(z,0) =e @ con z € [0,1] y ¥ = constante, (3.5)
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on n Oc oa
o= (MaF +apt). (3.6)
Para la angiostatina:
da 0%a
ot :D2@ —12a — g(a,n, ), (3.7)
a=s, en xzo;%:()en =1, (3.8)
A
donde s = PR finalmente para el TAF:
0
dc 9%
Tl e R fle,n,x), (3.9)
enx =0, %zo;enx:L c=1. (3.10)

2. Estados estacionarios.

Se le llama estado estacionario de 0(z, t) al estado 0y (z) tal que cambia en el espacio

pero es el mismo para todo tiempo, es decir, para cada x en el dominio y t; < ta,
9(1‘,251) = Q(x,tg).

En esta seccion se encontraran los estados estacionarios para las células endoteliales,
angiostatina y TAF.

2.1. Estado estacionario (angiostatina y TAF) Encontrar los estados esta-
cionarios para la angiostatina y el TAF es muy importante para el sistema a estudiar, ya
que si bien es cierto que matematicamente nos ayudard a simplificar el sistema, también
tiene sentido biolégicamente. Se puede suponer que la angiostatina y el TAF se encuen-
tran en estado estacionario con respecto a las células endoteliales pues su difusién es méas
rapida que la difusién de las células, por lo tanto % =0y % = 0; entonces incorporando
esto a las ecuaciones (3.7) y (3.9) tenemos,

82
0= DQai.CUZ‘ — 2a _g(a7n7x)7
2
0= e —7c— f(e,n,x).

Ox?
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Ahora, si se supone que no hay funciones fuente (para simplificar el modelo), es de-
cir, f,g = 0, entonces se puede encontrar una soluciéon explicita para las ecuaciones
anteriores con las condiciones de frontera dadas (3.10) y (3.8). Estas ecuaciones son
ecuaciones ordinarias de segundo orden y para resolverlas sélo es necesario aplicar el
método respectivo (véase [10]), con el cual se obtiene:

cosh (\/gjzz(l — 1:))

a(z) =s (3.11)

2
cosh jos

angiostatina

FiGurA 3.3. Perfil del estado estacionario de la angiostati-
na. Solucién del estado estacionario de la ecuacién, el cual como se
esperaba tiene un mdximo local en = 0 (3.7)

c(z) = cosh (y/7z) (3.12)
cosh,/71

cuyos perfiles se pueden ver en las figuras 3.3 y 3.5. Estas funciones describen exac-
tamente el fenémeno biolégico que se quiere modelar: dado que la angiostina llega del
tumor primario por el torrente sanguineo al vaso parental ubicado en x = 0, su concen-
tracion debe ahi ser maxima. Esta concentracién en este punto debe crecer o decrecer
dependiendo del tamafio del tumor; como la funcién (3.11) es mondtona decreciente y
continua en [0, 1] (pues la funcién cosh lo es en ese intervalo), su punto méximo local
se localiza en x = 0, como se buscaba, y su maximo aumenta o disminuye al variar el

pardmetro s, como se puede observar en la figura 3.4).
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angiostating

FIGURA 3.4. Perfil del estado estacionario de la ecuacién para
la angiostatina (3.7) al variar s. La concentracién en el vaso
parental ubicado en x = 0 aumenta o disminuye dependiendo del
tamano del tumor primario. En la figura se muestran diferentes per-
files para la angiostatina con s = 1,1.404, 1. 6, cada valor corresponde

a un tumor chico, mediano y grande, respectivamente.

Con respecto al TAF, se busca que su funcién tenga un maximo en x = 1, pues es
ahi donde se ubica el tumor secundario, que es la fuente para dicha sustancia, y dado
que (3.12) es una funcién estrictamente mondtona creciente en [0, 1], ésta tiene (como

se busca) su punto méximo local en x = 1.

2.2. Estado estacionario para las células endoteliales Andlogamente a la
subseccién anterior, se encontrard el estado estacionario de (3.4). Para esto se toma

% = 0, es decir, el estado para el cual para todo tiempo las células endoteliales en cada

x se mueven igual, con velocidad constante:
n 0 X dc 0 da
= D _— P —_ — _—
0 Yoz Oz <1+ncn8x) Oz (aa”ax)
1o} on X dc da
=2 (p, 2= gc) ga
Oz ( o (1+/~ccn8x> (O‘(max»’
con las condiciones de frontera(3.6). Integrando la ecuacién anterior con respecto a x se

_p o (x9N (0,9
£*Dlam <1+/€cn8x) (O“max)’

obtiene




3. ESTADOS ESTACIONARIOS.

09r

06 1

0ar 1

TAF

04 B

03F 1

02F 1

FiGurA 3.5. Perfil del estado estacionario del TAF. Solucién
del estado estado estacionario de la ecuacién para el TAF (3.9), el cual
tiene un maximo local en = 1, modelando que el tumor secundario

es quien lo estd segregando.

donde £ es la constante de integracién.

Aplicando las condiciones de frontera
_ x_ 0oc Gay __x 0  nd%_
€7n(1+mcax+a(a)8x) 1+ re 0z aanamfﬂ,

por lo tanto £ = 0, obteniendo

@*ﬁ X n% + aan%
dr Dy \1+ ke Oz oz )’

Resolviendo la ecuacién diferencial separable anterior para n(x) se tiene que

n(z) = Ezexp [DLan(l + ke(z)) + 2?)1 aQ(x)}

43

(3.13)

donde F» es la constante de integracion; esta constante estd determinada de forma que

la cantidad de células endoteliales se conserven a través del dominio al variar s.

La constante F> es obtenida por medio de la integral para el estado estacionario
(3.13) y estd definida para cada valor de s, es decir, E2(s); dado que n(z) depende de

a(z) y ésta a su vez cambia con respecto de s, entonces, se puede definir la funcién,

«

C(s,z) = exp LLn(l + ke(z)) + 5D

D1l€

a’(z,s)|.
1
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Por lo tanto, si s1 y s2 son dos valores diferentes para s, para cumplir la condicién
de conservacién de masa de células endoteliales, deben satisfacer la siguiente igualdad,

Ex(s = s1) /64(51’”) = Es(s= 52)/e<(52’w) (3.14)

EQ(S _ 82) feC(Szaz)

:>E2(S:51) = f@C(SI:l’) )

y asi para cada valor de s.

Analicemos la ecuacién (3.13). Para ello definamos,
ny = DLIHLH(I + ke(z)), mne2= QiDlaQ(ﬂc).

Ahora, ya que ¢(z), x> 0, Ln(1 + ke(x)) > 0, y como los pardmetros x, Di,a > 0, n1 y
n2 son positivos, por lo tanto, la concentracién de las células endoteliales sélo depende
de la exponencial de la suma de dos valores positivos. Se sabe que la angiostatina es
segregada por el tumor primario, dependiente del tamano de éste, por lo tanto si es
grande, el término ny dominard, como a(z) es estrictamente decreciente para = € [0, 1],
se puede decir que la mayor parte de las células endoteliales estaran cerca de x = 0,
impidiendo que ocurra la vascularizacién de la metastasis. Por otro lado, si el tumor
primario es pequeno, el término dominante serd ni, estimulando la migracién de las
células hacia = = 1 (pues c(x) es estrictamente creciente) donde se encuentra el tumor
secundario, permitiendo asi su vascularizacion.



CAPITULO 4

Analisis del modelo

1. Valores numéricos para las constantes

Con la finalidad de estudiar numéricamente el sistema de ecuaciones del modelo
propuesto, los autores [3] proponen valores experimentales para las constantes. As{ como
en los modelos anteriores, las constantes estan tomadas de las observaciones y resultados
de algunos autores del area biolégica para el estudio de la respuesta de los vasos limbicos
ante la presencia de un tumor en la cérnea de un animal [5, 49, 29].

Para el reescalamiento del dominio, es necesario saber el valor de la distancia L
del tumor al vaso limbico. Segin lo reportado en los experimentos, el promedio de esta
distancia estd entre lmm y 2mm, y los autores [3] deciden tomar L = 2mm para las
simulaciones numéricas (no se indica la razén por la cual deciden tomar este valor pero
para fines numéricos es la mejor opcién debido a los valores tan pequenos que toman

algunas de las constantes como se verd a continuacién).

Stokes et al. [68] encontraron que el coeficiente de difusién de las células endoteliales,
D,, se encontraba entre 2x 1079 y 2 x 10780m2/s pero este coeficiente difusivo se obtuvo
para células que se mueven libremente, es decir, no tienen células a su alrededor que
pudieran frenar su movimiento; sin embargo Rupnick et al. [59] encontraron que el
coeficiente de difusién para las células endoteliales que se encuentran rodeadas por otras
células es menor, como es en el caso de la formacién de nuevos vasos sanguineos en el
cual las células endoteliales se encuentran una al lado de otra para la formacién de las
paredes de los vasos; el coeficiente que se encontré es 10~ %cm? /s, v es este valor el que
se asigna a D, en [3].

Stokes y colaboradores et al. [68, 59] formularon un modelo matemético para de-
scribir el movimiento y la quimiotaxis de las células endoteliales durante la angiogénesis
estimulada por la presencia del factor de crecimiento fibrobldstico dcido, cuyas siglas en
inglés son aFGF, el cual actia como un factor angiogénico tumoral Stokes et al. [68].
Los autores midieron la respuesta de las células endoteliales ante la presencia de gra-
dientes de concentracién de aFGF y encontraron que la maxima respuesta quimiotactil

45
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de las células endoteliales (o) es 2600 cm?/s.M, la cual se dio para concentraciones de
alrededor de 107'°M (moles) de aFGF; por lo tanto co = 107*°M.

En el trabajo de Anderson et al. [3] consideran los datos recabados por Bray en
[11] para el coeficiente difusivo del TAF y la angiostatina. Bray proporciona en su libro
valores para los coeficiente difusivos de diferentes particulas, en particular da el valor
de la difusién molecular el cual es igual a 5 x 10~ "cm?/s. Pero Sherrat y Murray [64]
encontraron que ese valor estd entre 5 x 1077 y 5.9 x 1075, y para las simulaciones
numéricas de este modelo, los autores [3] toman un promedio entre estos dos, por lo
tanto D, = D, = 2.9 x 1077cm2/s.

Actualmente existen varios datos experimentales para los valores de A1 y A2 (la vida
media del TAF y la angiostatina respectivamente). Wahl et al [70] indican que la vida
media para la angiostatina es de 15 minutos; Bouquet et al [9] registran que es de menos
de 5 horas, pero en [3], los autores siguen lo reportado en [53], que indica que la vida
media del TAF es de 3 minutos y la de la angiostatina es aproximadamente de 4 a 6

horas. Por lo tanto, ya que y1 = 7A1 y 72 = TA2 son adimensionales, y las dimensiones

de 7 son de tiempo también, los valores que se tienen que tomar son A1 = y

3min
1 - . .
Ao = W; cabe senalar que en [3] las dimensiones que dan para A1 y A2 son
— 6 horas
de tiempo con lo cual quedarian dimensiones de tiempo cuadrado para 1 y v2 y €so es
inadmisible en un modelo adimensional.

Resumiendo tenemos:

Con los valores experimentales se obtienen los valores adimensionales para las con-

stantes:
Dy = g: =3.448 x 1077,
X = Xlo)‘io = 0.8966,
D,
Dy = Do~ 1,
T = L—2 ~ 1. 5d{as,

Parametro Valor
D, 10_10cm2/s
X0 2600cm?s.M
Dy =D |2.9x 10 "cm?/s
co 1071°M
Al 3min
A2 T horas
L 2mm
T ~ 1. 5dias

)

(&
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Por lo tanto,
1 = 24827400 y 42 = 1.9862 x 10°.

Dado que en el momento del desarrollo de este modelo no se contaba con valores
experimentales para la funcién de quimiotaxis de la angiostatina [3], se asume que su
valor es igual al del TAF, es decir, « = x. Los valores numéricos que toman los autores [3]
para las simulaciones numéricas (y los que se van a utilizar para reproducir los resultados
de [3] en este trabajo) son los siguientes:

Parametro adimensional Valor
D, 0.00035
X =a 0.38
Do 1
Y1 ~ 100
V2 ~ 3
K 0.1

Obsérvese que algunos de éstos no coinciden con los valores obtenidos con los
datos experimentales. Debido a que es dificil calcular experimentalmente valores para
el pardmetro k, se toma k = 0.1 [3]. Por dltimo, se asigna el valor de 0.005 para la

constante ¥ de la condicién inicial de las células endoteliales,
2

n(z,0) = 5005 (4.1)
2. Analisis del estado estacionario

Uno de los objetivos principales de este modelo es poder decir bajo qué condiciones
el tumor secundario se vasculariza o no, lo cual depende principalmente de las concentra-
ciones en el medio del TAF y la angiostatina que estimulan el movimiento de las células
endoteliales. Por lo tanto, en las primeras simulaciones que vamos a presentar en esta
seccién se estudiard la distribucion de la densidad celular en el dominio suponiendo que
el TAF y la angiostatina se encuentran en estado estacionario. Estudiar el movimiento
celular nos permitird saber el grado de vascularizacién del tumor secundario. Posterior-

mente se estudiard el sistema sin suponer que las sustancias se encuentran en equilibrio.

2.1. Anailisis del estado estacionario obtenido analiticamente Para el anéli-
sis numérico del estado estacionario (3.13) obtenido para la ecuacién (3.4), se utilizardn
dos funciones que se aproximan a los perfiles de los estados estacionarios de la angio-
statina (3.11) y del TAF (3.12); esas funciones son las siguientes:

a(z) = se~ @/ (4.2)
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c(x) = e 17 /e (4.3)
con 0 < e2 < €; para modelar que el TAF decae méas rapido que la angiostatina. Las
razones por las cuales los autores proponen las funciones (4.2) y (4.3), es, porque a
diferencia de (3.11) y (3.12), numéricamente son més ficiles de manejar, su cémputo es

7z ’ . -z x ’ ’ . ’ .
més rapido (dado que cosh(z) = 2+e es més rapido el cdlculo de una sola exponencial)

y sus graficas se pueden apreciar mejor para los valores de los pardmetros dados en la

seccién anterior (esto se verd a continuacion).

Como se puede observar en las figuras 4.1 y 4.3 estas funciones tienen un com-
portamiento cualitativamente similar al de las ecs. (3.11) y (3.12): son continuas y

mondtonas en [0, 1].

0ar B
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angiostating
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FIGURA 4.1. Perfil de la funcién aproximada al estado esta-
cionario de la angiostatina. Perfil cualitativamente similar al
obtenido para el estado estacionario de la angiostatina dado en la
figura 3.7.

La funcién (4.2), asi como la funcién (3.11), es también una funcién estrictamente
decreciente para este intervalo y alcanza su maximo local en z = 0:

—2x8 42 C
a'(x) = TS e/ =0 siysélosi @ =0,
€1
7" —2s
a (0) = <0 pues s,e1 >0,
€1

este maximo crece o decrece dependiendo de los valores que tome s; recordemos que
s estd asociado a la cantidad de angiostatina que segrega el tumor primario, la cual
depende directamente del tamano del tumor, por lo que el valor de s es un indicador del
tamano del tumor.
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angiostatina

FIGURA 4.2. Diferentes perfiles para la funcién de la an-
giostatina obtenidos al variar s Perfiles correspondientes para
s =1,1.404,1.6. Como puede verse, el maximo que alcanza la funcién
depende del valor que tome s, el cual esta asociado a la concentracién
de angiostatina que esté segregando el tumor primario, la cual depende
directamente del tamano del tumor.

La funcién aproximada al perfil del TAF en su estado estacionario, (ec. (4.3)) es
estrictamente creciente para 0 < z < 1 y como (3.12), sélo tiene un méximo local en
r=1:

2(1 — C(1-2)2
CI(I)I ( x)e (1—x)"/e2
€2

=0 siysolosi =0,

-2
c"(l) = — <0 pues e >0.
€2

Para calcular los valores numéricos para €1 y €2 se tienen que calibrar las funciones
exactas con las aproximadas para las dos sustancias, se debe hacer que coincidan los
valores de las funciones en z = 0 para la angiostatina y en x = 1 para el TAF, es decir,
para sus puntos maximos,

cosh (\/Z,Zz(l —:c)) —22/ey

S = se

en x =1,

por lo que,

—1
=e<1, esdecir, ¢ ~0.6433

cosh(\/g)
y finalmente,
cosh(y/M7) _ o (-m/e
cosh(\/71)

en x =0



50 4. ANALISIS DEL MODELO

FicuraA 4.3. Perfil de la funcién aproximada al estado esta-
cionario del TAF. Se puede observar que el perfil de (4.3) es cual-
itativamente similar al obtenido para el estado estacionario del TAF,
dado en la figura 3.5.

implica que
1 -1

m =e<2 es decir €3 ~0.1074.

Pero los autores [3] deciden redondear esos valores a €1 = 0.6 y e2 = 0.2, esto
por razones numéricas, principalmente porque manejar a € = 0.1 eleva de uno a dos
ordenes de magnitud los valores de la exponencial en el dominio de x; como esos valores
no son los valores exactos, hay que calibrar de nuevo a las funciones con los valores
redondeados para obtener los nuevos valores de 71 y 72, realizando el procedimiento
anterior se encuentra que 1 = 32.3761 y 2 = 5.53 con esos valores de las variables €1,

€.

Para las simulaciones numéricas y gréficas se utlizard MATLAB(C). Procedamos primero
a analizar la dindmica del estado estacionario obtenido para las células endoteliales (3.13)
variando los valores de s con la finalidad de reproducir los resultados obtenidos en [3]. Se
tomardn los mismos valores para s, los cuales son: 1,1.404, 1. 6. Estos valores representan
la presencia de un tumor primario chico, mediano y grande respecivamente.

Para graficar el estado estacionario de n(x) correspondiente a cada valor de s, fue
necesario encontrar las constantes adecuadas para cada caso de tal forma que cumplieran
la condicién de conservacién de masa para las células endoteliales (3.14), es decir:

Ea(s = 1) /e(szl) _ EQ(S — 1.4011) /6(521.4011) _ EQ(S _ 1.6)/6(S:L6).
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Y para obtenerlas se calcularon esas integrales de tal forma que para cada valor de
s siempre fuera la misma densidad de células por medio de cuadraturas numéricas (regla
de Simpson) por medio de la funcién quad de MATLAB. El método de cuadraturas con la
regla de Simpson consiste en aproximar la funcién a integrar, f(z), por un polinomio
de grado dos en tres puntos sucesivos de la funcién, el nimero de intervalos en los que
debe ser dividido el intervalo [a, b] debe ser par pues el proceso se aplica a cada para de
intervalos consecutivos. Y la regla de Simpson que usa MATLAB estima la integral de f(z)
por medio de la siguiente férmula [32, 40]:

5= 25@+ 10 423 flea) 43 flanio)

Debido a que los valores para algunas constantes son muy pequenos (D, = 0.00035,
k=0.1, ap = xo = 0.38, e1 = 0.6, €2 = 0.2), al sustituirlos en el cédigo para obtener
la gréfica (3.13) en MATLAB, ocurre un desbordamiento del célculo de la exponencial
de n(z). Para evitar eso se tiene que reescalar la funcién de la siguiente forma; ya que
Ey = €98(F2)  ge tiene que,

n(z) = Eg(s)exp(n1+"2) — exp(log(E2)+n1+n2)

con el cual se evita que la exponencial se dispare.

Las constantes Eo que se encontraron para cada s son las siguientes: Fp = 1074578

para s = 1, Eo = 107479 para s = 1.404, y E; = 1079939 5 = 1.6, pero es impor-
tante que al sustituirlas en el c6digo para obtener la gréfica de n(z) se debe utilizar que
log(a®) = blog(a) para evitar posibles desbordamientos de valores. Por lo tanto reesca-
lando y escribiendo en la forma conveniente a las constantes se puede obtener una grafica
similar (figura 4.4) a la presentada en [3] para el andlisis de este caso.

Como se puede ver en la figura 4.4, para s = 1.6 (que corresponde a un tumor
primario grande), las células endoteliales permanecen cerca del vaso parental, es decir,
en z = 0 y como consecuencia no se presenta vascularizacién del tumor secundario; en
cambio, con un tumor pequeno, s = 1, las células endoteliales del vaso parental alcanzan
el tumor secundario (z = 1), dando como resultado su angiogénesis, debido a que en el
balance entre concentraciones de angiostatina y TAF, el TAF predomina, pues el tumor
primario no es del tamano suficiente para segregar la concentracién de angiostatina
necesaria para sobrepasarlo. Estos resultados son muy interesantes pues coinciden con
las observaciones experimentales de [53] y [54]

Para un tumor primario mediano (s = 1.404), algunas de las células endoteliales
permanecen cerca del vaso parental pero, otras se encuentran cerca del tumor secundario;
esto indica la presencia de algunos capilares cerca del tumor secundario, es decir, la
cantidad de angiostatina que segrega ese tumor primario no es lo suficiente para inhibir
del todo la angiogénesis, lo cual podria representar biolégicamente una vascularizacion
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FIGURA 4.4. Perfiles de la solucién del estado estacionario (3.13)
de las células endoteliales para diferentes valores del parametro
$(1,1.404,1.6) con las funciones (4.2) y (4.3) para la angiostatina
y el TAF. Para un tumor pequeiio s = 1 las células endoteliales se
concentran en x = 1, provocando la vascularizacién, para un tumor
mediano se da una vascularizacion débil con pocos capilares uniendo al
tumor secundario con el vaso parental, y para un tumor grande s = 1.6

las células se encuentran en x = 0 inhibiendo la vascularizacién de la
metastasis.

débil. Fueron Chen et al. [17] quienes encontraron que ese tipo de vascularizacion podia
ocurrir en los tumores cancerosos, la cual estd dada por medio de muy pocos capilares
que conectan al vaso parental con el tumor.

Se pueden tomar valores diferentes para s [3] y se obtienen resultados similares a los
expuestos. Cabe destacar que los valores que se asignaron tanto para el tumor grande
(s = 1.6) como para el tumor pequefio (s = 1) representan para [3] los valores umbrales
para la concentracién de la angiostatina que el tumor primario debe segregar con el fin
de lograr que el tumor secundario se vascularice: para valores de s < 1 ocurre una vas-
cularizacién total del tumor secundario, para valores de s > 1.6 no hay vascularizacién

de la mestastasis y para 1 < s < 1.6 se da una vascularizacién débil del tumor.
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Sin embargo en el andlisis para reproducir estos resultados, al estudiar la dindmica
de las células endoteliales con los valores umbrales que los autores proponen, encontramos
en nuestras simulaciones diferentes valores umbrales para los cuales ocurre lo descrito en
[3], los valores que encontramos son: si s < 1.37 ocurre vascularizacién total del tumor
secundario, s > 1.43 no hay vascularizacién y para valores entre 1.37 < s < 1.43 se
presenta vascularizacién débil.

Este cambio en los valores umbrales tiene sentido ya que para valores inmediatos a
la derecha de s = 1, el perfil va bajando poco a poco (igualando 4reas para cada valor de
s) de ese mismo lado del dominio (x ~ 1) hasta que llega el momento (en s = 1.37) en
el cual para igualar dreas se necesita distribuir la masa celular del otro lado del dominio
(z ~ 0) y es cuando, aparece el perfil en el vaso parental, por lo tanto el valor de s para
el cual deja de haber vascularizacién total es en s = 1.37 andlogamente para el caso de
s = 1.6. Esta diferencia entre los valores umbrales obtenidos con los presentado en [3]
podria ser por la sensibilidad del software utilizado o de las ecuaciones mismas.

El intervalo propuesto que estd entre la vascularizacion total y la no vascularizacién
es muy pequenio. Esto biolégicamente significaria que son diferencias muy pequenas
en la concentracién de angiostatina las que disparan la angiogénesis, y si se quisiera
evitar la angiogénesis las concentraciones de angiostatina deben sobrepasar los valores
del intervalo de vascularizacién débil y con ese fin, el intervalo propuesto por Anderson
et al. es una mejor opcion.

El andlisis anterior se puede hacer también con las funciones exactas del estado
estacionario de la angiostatina (3.11) y del TAF (3.12). Con estas funciones (como se ob-
servard a continuacién) se obtienen graficas muy parecidas a las obtenidas anteriormente
con las funciones aproximadas (4.2) y (4.3), pero, como se mencioné anteriormente, con
estas funciones es un poco mas dificil apreciar graficamente la densidad de las células
endoteliales, como se puede ver en la figura 4.5.

Para obtener la grafica correspondiente al estado estacionario de las células en-
doteliales con las funciones exactas, también es necesario calcular las constantes para
cada valor de s para mantener la conservaciéon de masa de células endoteliales. Para ello
se realizé el mismo procedimiento que en el caso anterior, es decir, se utilizé la funcién
quad para calcular el drea bajo las curvas por medio de cuadraturas para cada valor
de s. Vamos a tomar a s = 1,1.4011,1.6, (se toma el valor de 1.4011 para el tumor
mediano pues con este valor, la grafica de n(x) se aproxima mds al perfil obtenido con las
funciones aproximadas para s = 1.404) y las constantes para que se cumpla la condicién
314 son: Ea(s=1) = 10772 Fy(s =1.4011) = 107*%*? y Ey(s = 1.6) = 10759639,

Como se puede ver en la figura 4.6 con las funciones (3.11) y (3.12) se obtiene un
perfil para la densidad de las células endoteliales cualitativamente similar al obtenido con
las otras funciones (para poder lograr esto, se tuvieron que utilizar los nuevos pardmetros
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FIGURA 4.5. Perfil de la solucién del estado estacionario (3.13) de
las células endoteliales para s = 1.4011, con las funciones obtenidas
del estado estacionario del TAF y la angiostatina comparado con el
perfil obtenido para las funciones aproximadas para s = 1.404, cuali-
tativamente son muy similares aunque como se puede apreciar es mas
dificil distinguir el perfil de las células con las funciones exactas por la
misma forma analitica de las funciones.

calibrados para 1 = 32.3761 y 72 = 5.53, ya que utilizando los valores de 100 y 5, lo

valores de n(z) se hacen muy grandes en comparacién a los perfiles con las funciones
aproximadas).

Variando de nuevo el pardmetro s en n(z), encontramos que los valores umbrales
(figura 4.6) para s en el estado estacionario de las células endoteliales con estas funciones
son, si s < 1.397 el tumor secundario presenta angiogénesis, s > 1.405 se inhibe la
angiogénesis y para s € [1.397,1.405] hay vascularizacién débil. Es a partir de éstos

valores que se dan los fenémenos descritos en [3] en nuestras simulaciones numéricas.

2.2. Analisis del estado estacionario obtenido numéricamente Los au-
tores [3] resolvieron numéricamente la ecuacién (3.4), con condicion inicial (4.1), las
mismas constantes del andlisis anterior y con las funciones (4.2) y (4.3) por medio de
la rutina DO3PCF de NAG. Para este andlisis consideraron los mismos valores para s,
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FIGURA 4.6. Perfil de la solucién del estado estacionario (3.13) de
las células endoteliales para s = 1.396,1.4011, 1. 405 con los valores
umbrales para el tumor chico y tumor grande, es a partir de estos
valores que se presenta o no vascularizaciéon respectivamente.

(1,1.404,1.6), y reportaron [3] que se obtenfan resultados muy cercanos a los corres-
pondientes para la solucién andlitica del estado estacionario (3.13). Con la finalidad de
reproducir esos resultados, nosotros utilizamos la rutina pdepe de MATLAB en la cual, la
discretizacién espacial estd basada en el mismo algoritmo que usa DO3PCF (Método No-
lineal de Galerkin/Petrov-Galerkin por pedazos), para mds informacién véase [67] y [34]
pero no obtuvimos los mismos resultados cuantitativos del estudio andlitico del estado
estacionario, s6lo pudimos reproducirlos cualitativamente; las razones de esto todavia
las desconocemos pero creemos que es debido a un reescalamiento numérico.

Para este anlisis, tomamos los mismos valores para s que en [3], sin embargo para
los valores de 1 y 1.404 las células endoteliales permanecen x = 0, esto nos indica que
estos valores pertenecen a tumores por arriba del umbral, es decir, a tumores grandes.
Al variar s, encontramos que los valores para los cuales se reproducia la presencia de un
tumor chico, mediano y grande son para s = 0.7,0.770, 0. 82 respectivamente; también
se encontré que al correr el tiempo a 1000, las células endoteliales llegaban a un estado
estacionario el cual se muestra en la figura 4.7.
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FI1GURA 4.7. Perfil de la solucién numérica de la ecuacién para las
células endoteliales (3.4) para s = 0.7,0.770,0.82 con las funciones
aproximadas al estado estacionario del TAF y la angiostatina, corrien-
do el tiempo en ¢t = 1000.

Aunque no son los mismos que en el andlisis de la subseccién anterior, se forman in-
tervalos bien definidos: si s < 0.7 el tumor primario es muy pequefio para poder inhibir la
vascularizacién y si s > 0. 82 el tumor sobrepasa el umbral inhibiendo la vascularizacién.
Por tltimo para valores dentro del intervalo [0.7, 0. 82] ocurre una vascularizacién débil

del tumor secundario.

Con esta misma rutina se estudié la solucién numérica de (3.4) con las funciones
exactas para los estados estacionarios del TAF y la angiostatina. Se encontré que al
correrlo para t = 1000, el tiempo de ejecucién comparado se triplicé con respecto al
andlisis con las funciones aproximadas, ademds se tuvo que disminuir el nimero de
puntos para el eje de las x porque no se observé ninguna mejora en la exactitud con un
mayor nimero de puntos ni disminuyéndo el tiempo de ejecucién. Las graficas obtenidas
son similares a la figura 4.7 y ya que graficamente son muy poco estéticas (debido a la
malla en x) para presentarlas en este trabajo, referimos al lector al c6digo para este caso

que se encuentra en el apéndice B.

Adicionalmente se llevaron acabo simulaciones numéricas tomando el sistema de las
tres ecuaciones por medio de la misma rutina pero por medio de matrices (para consultar
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el cédigo, véase el apéndice B) para las ecuaciones, condiciones de frontera y condiciones
iniciales respectivas a las tres variables. Dado que en el articulo [3] no se proporcionan
las condiciones iniciales para la angiostatina y el TAF, nosotros tomamos a (4.2) y
(4.3) como sus condiciones iniciales, pues cualitativamente describen el comportamiento
inicial de cada uno de los quimicos, se pueden variar también los valores de €; y €2 para
describir con mas precisién su estado inicial, pero para t >> 0 se reproducen los mismos
resultados.

Exitosamente se llegd a las mismas observaciones, los valores umbrales que se en-
contraron fueron: s = 0.4 y s = 0.68, es decir, para valores de s < 0.4 se presenta
vascularizacién del tumor secundario, para s > 0.68 se inhibe completamente la an-
giogénesis y para valores de s € [0.4,0.68] se da vascularizacién débil del tumor se-
cundario. Las graficas respectivas a este andlisis se pueden encontrar en el apéndice C,
(figuras C.1-C.3).

También, se estudié numéricamente el caso en el que las funciones fuente (g(a,n, x)
y fle,m,z)) de (3.7) y (3.9) son no nulas. Para este andlisis tomamos las funciones
propuestas en [3]:

f(ca n, Z) = /Blnc Yy g(a‘7 n, l') = BQ'I’LCL. (44)

En las simulaciones se obtuvo un comportamiento cualitativo similar al caso anterior con
la excepcién de que las células endoteliales llegan a su estado estado estacionario maés
lentamente, esto se puede apreciar con mas detalle en las figuras C.5 y C.7 del apéndice
(C). Y al calcular por medio de cuadraturas la integral bajo la curva de la angiostatina
y el TAF, se encontré un decremento en su concentracién en ¢ = 0 comparada al tiempo
t = 1000, como era de esperarse pues con estas funciones fuente se estd suponiendo que
las células endoteliales actian como atractoras de la angiostatina y del TAF.

Se analizé el caso en que es removido el tumor primario, para esto se tiene que
suponer que no hay flujo de angiostatina en x = 0, es decir, ahora las condiciones de
frontera para la ecuacién correspondiente a la angiostatina (3.7) son,

da

a:O en z=0,1. (4.5)

Resolvimos de nuevo el sistema numéricamente (sin anadir los términos (4.4)) con
esta modificacién en las condiciones de frontera para la angiostatina pero con las mismas
condiciones iniciales pues se esta suponiendo que el tumor es extirpado en t = 0; se toman
las mismas condiciones iniciales y de frontera para el TAF, y las células endoteliales
(4.1) y las mismas constantes (1) que en los casos anteriores. Se encontré que después
de haber extirpado el tumor primario, a pesar de que este fuese un tumor grande,
al transucurrir el tiempo la densidad de células endoteliales se dirige hacia el tumor
secundario (véase figura 4.8) permitiendo su vascularizacién total tal como se habia



58 4. ANALISIS DEL MODELO

observado experimentalmente [54, 53]. En la figura C.8 del apéndice C se puede observar

la distribucién celular en el tiempo ¢t = 1000.
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FiGurA 4.8. Grafica de la dindmica de las células endoteliales des-
pués de haber extirpado el tumor primario. En este caso se modifican
las condiciones de frontera para la angiostatina a condiciones de no
flujo en = = 0 para modelar la ausencia del tumor primario.

Finalmente, propusimos un término fuente para las células endoteliales pues, como
vimos en el Capitulo 1, la angiostatina inhibe su proliferacién celular; supusimos que el
término fuente h(n,z,a), se comporta como una funcién lineal:

h(n,z,a) = —¢na con ¢ = cte.

donde ¢ es la tasa con la que inhibe la proliferacién celular. Se resolvié numéricamente
el sistema de ecuaciones junto con las funciones fuente para la angiostatina y TAF y se
obtuvo que para tiempos grandes las células endoteliales decrecian consideramente, esto
quiere decir que si la tasa con la que la angiostatina inhibe la proliferacién celular es lo
suficientemente grande se inhibe completamente la angiogénesis. Esto se puede ver en
la figura 4.10, ya para tiempos grandes la densidad de células endoteliales decrece hasta

volverse casi nula.

Asi como esta funcién fuente se pueden anadir muchas més como por ejemplo, la
interaccién entre las células y la matriz extracelular, la accién de la quimioterapia, la

anastomosis entre las puntas de las células, entre otras.

Las simulaciones numéricas anteriores son muy interesantes ya que indican que

el modelo propuesto [3] a pesar de ser sumamente sencillo, describe exitosamente los
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F1cura 4.9. Gréfica de la concentracion de la angiostatina al tiempo
t = 0 y al tiempo t = 1 después de haber extirpado el tumor primario.
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F1icura 4.10. Grafica para las células endoteliales con la funciones
fuente para las células, TAF y angiostatina para un tumor pequeno
s=0.4

aspectos mas importantes de la fenomenologia de la paradoja del tumor primario como
son la inhibicién de la vascularizacion de la metastasis dependiendo del tamano del tumor
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primario, asi como la importancia de que la angiostatina esté presente en el medio para

detener la angiogénesis del tumor secundario.



CAPITULO 5

Estabilidad del estado estacionario de las células
endoteliales

El sistema de escuaciones que se ha estudiado a lo largo de estos tltimos dos capitu-
los dado por las ecuaciones (3.4-3.10) es un sistema bien planteado, esto ha sido estudiado
a detalle por Wei y Cui [71] en donde se prueba la existencia y unicidad de las soluciones

globales al sistema.

Otro problema matemadtico interesante es estudiar la estabilidad de las soluciones
al sistema. Puesto que estamos trabajando con funciones fijas para la angiostatina y
para el TAF (pues estamos suponiendo que se encuentran en su estado estacionario),
sélo se estudiard la estabilidad del estado estacionario de la ecuacién para las células
endoteliales (3.4) con condiciones de frontera (3.6).

Sean ag y co € C*[0,1] los estados estacionarios respectivos para la angiostatina y
TAF, con condiciones de frontera,

ap(0) =s y ao,(1) =0;

c0(0)=0 y co(l)=1.

El estado estacionario para las células endoteliales no (el cual fue obtenido en el capitulo
tres (3.13)) estd dado por:

Q—Dlaoz(x) . (5.1)

ng = Eaexp DLan(l + keo(x)) +

Supondremos que la solucién para la ecuacién (3.4) con condiciones de frontera (3.6)

es de la forma ng4n, donde n = n(z, t) es una perturbacién de la forma n(z, t) = e* N(x)

con A y N € C. Dado que ng satisface la ecuacién (3.4) y las condiciones de frontera
(3.6), n(z,t) satisface:

ng = Dings — (w(z)n)s, (5.2)

con

X

w(x) = Dir

Ln(1 + keo(z)) + aoz (),

2D,

61
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y condiciones de frontera de no flujo

nw(z)
D

(5.3)

Ng =

DEFINICION 1. El estado estacionario de las células endoteliales no es estable espec-
tralmente si para perturbaciones de la forma n(z,t) = e N(x) con A € C que satisfacen
las condiciones de frontera (5.3), Re A < 0.

LEMA 1. Sin(z,t) es una perturbacidn del estado estacionario (5.1) de la forma

n=pu, con py = hu, esdecir p= e
u=eMU(z)

con \,U € C, que satisface las condiciones de frontera (5.3) entonces ReX < 0.

DEMOSTRACION. Este es un método indirecto de norma pesada propuesto por Sat-
tinger [60] para la estabilidad de ecuaciones pardbolicas, pues usando el método directo
no es facil determinar el signo de A. Sustituyendo n(z,t) en (5.3) obtenemos

A= D1 (pU)za — (wpl ) (5.4)
es decir,
MU = D1 (hopU + WP pU + 2hplU + pUss) — (weplU + whpl + wply),
multiplicando por ;i ~*

AU = D1Uypy 4 (2D1h — w)Uy + (D1he + D1h? — wy — hw)U.

La ecuacién anterior define el operador diferencial para U

AU = LU.
Si se escoge h de tal forma que la parte correspondiente a U, se anule, (pues no sabemos
el signo de este término), es decir, h = QLDl’ entonces
We w?
AU = D1Uyze — (7 + 4D1) )

mutliplicando por el conjugado de U e integrando en z € [0, 1],

1 1 1
2dx = *do — We | W2 2
/0 AU dm—/o DUy, U™ dx /0 ( 5 +4D1> |U|".

Tomando la parte real de A (pues es lo que indica el decaimiento de la perturbacién), se

)

tiene que,

1 2 . U2
ReA|U|22p,; = Re (71)1/0 |Uz\+4w—Dl|U|27wUUzdx) + (DIU v, — Ul )

2
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2 2
> +Re <D1U*Uz - %)

1

0
wn

- ﬁ)’ por lo tanto para los

1
Pero n = pU(x), entonces U = n y Uz = — (nl
H H
términos de frontera se tiene que,

2
Re (DIU*UI _ vl )

1

1
Din wn wn?
= Ng

2 )|, w 2Dy ) 22|,
. Dinng wn? !
T 0
por lo tanto,
. U\
Re <D1U Uy — u) = 0.
2 0

Esto implica

ReA|[U||? ——/1 (\/D U —W)2<0
L2 — o 1 x 2\/D71 =~

Dado que ||U]|32 tiene signo definido (positivo), se puede concluir que ReX < 0. De esta
ultima ecuacién también se obtiene que A € R, que era de esperarse pues (5.2) es una
perturbacion del laplaciano.

Si se toma el valor de A = 0 en (5.4), se obtiene
0= Di(pU)ze — (wpl)e,

pero n = pU, entonces,
0= D1(n)zz — (W),
que es la ecuacién para el estado estacionario de (5.2) cuya solucién es ng. Por lo tanto,

notamos que, la funcién propia asociada al valor propio A = 0 es la funcién propia
asociada al estado estacionario ng de (5.2). O

LEMA 2. El espacio de funciones propias asociadas al valor propio X = 0 es unidi-
mensional, a saber la funcion propia asociada al estado estacionario no de la ecuacion

(5.2).

DEMOSTRACION. Sean uo y u funciones caracteristicas distintas asociadas al valor
A =0, conup =p 'ngy u=p ‘n. Partiendo de la ecuacién (5.4) para uo u u (up € R
y u € C), se obtiene,

0= D1U0xx — R(m)um
0 = Diugz — R(z)u,
con

Way w?
R(w) := ( 2 +4D1)’
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esto implica que

Uoge _ R(x)
U D1 ’
Sustituyendo en la ecuacién para u obtenemos
Uuo
0=1tUpy — —=u
uo

Multiplicando la ecuacién anterior por el conjugado de u, e integrando en z € [0, 1]:

1 1
U 2
O:/ umu*dxf/ —2% |u|*dx
0 o Uo
1

2 1 1 1
= |- ﬁuox —/ |uw|2da:+/ uoxax\ufdx—i—/ Uo g |u|* D L dz. (5.5)
uo 0 0 o Uo 0 ]

Las condiciones de frontera (5.3) para up y u son:

y
( &_E):
1’LL 2 )
entonces,
v = 2w we = 2w
0= = 9p, " Y "= T op, "

Aplicando las condiciones de frontera a los términos de frontera en (5.5),

(v ()

Por lo tanto la ecuacién (5.5) se reduce a

1
0= / <—\ux|2 + U&Bx|u|2d:r + U0, |u|* s (i>> dx
0 Uuo Uuo

1 2
[ (2)
0 uo

dx,
esto implica que el integrando es igual a cero, es decir,
U
o, <7> ~0
uo

u = pup con p = cte.

1

1
_ (WL _w u‘a)
o 2D, 2D, o

=0.

entonces

Por lo tanto la funcién propia uo asociada al valor propio A = 0 es uUnica y de existir
otra, serfa un multiplo de ug.

De aqui se puede concluir que A =0 6 A < 0; si A = 0, la funcién propia asociada
a A es la misma funcién propia asociada al estado estacionario ng y si A< 0, e’ — 0,
que implica estabilidad espectral para el estado estacionario (5.1) de la ecuacién (3.4)
con condiciones de frontera (3.6). O
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COROLARIO 1. El estado estacionario no, solucidn de la ecuacidn (3.4) con condi-
ciones iniciales (3.6), y ao y co € C'[0,1] es estable espectralmente.






Conclusion

Con el fin de entender los aspectos biolégicos del cancer en los que estd basado el
modelo propuesto para la inhibicién de la angiogénesis en un tumor secundario, se dio
una introduccién general a este proceso a lo largo del primer capitulo. Cabe destacar
que, a nivel molecular, la angiogénesis es un fenémeno mucho méas complicado pues
participan un sinntimero de senales quimicas. Asimismo, el sistema inmunologico y todas
las moléculas que éste segrega tienen un papel fundamental en el desarrollo del cédncer ya
que es posible que el mismo sistema inmune favorezca o inhiba el desarrollo de un tumor
canceroso. No obstante el estudio del modelo matematico presentado en este trabajo es
una buena primera aproximacién a esta “enfermedad”.

En la actualidad existen una gran variedad de modelos para la angiogénesis de
tumores. La mayoria de ellos utilizan las funciones y ecuaciones que fueron propuestas en
los primeros modelos, como en el de Balding y McElwain, es por eso que el entendimiento
de esos sistemas si bien no es fundamental, ayuda mucho a comprender el porqué del uso
de algunas funciones y ecuaciones, ya que a pesar, de que la mayoria de estas funciones
fueron extraidas de modelos para bacterias, éstas han funcionado bien en la descripcién
del comportamiento de las células endoteliales. Otro aspecto que cabe senalar es que
algunos de los valores numeéricos utilizados en esos primeros trabajos aun son utilizados
en las simulaciones que se llevan a cabo hoy en dia de los nuevos modelos en angiogénesis
por falta de evidencia experimental.

Los trabajos previos al sistema estudiado en esta tesis, habian sido propuestos para
describir la angiogénesis en tumores primarios y no en secundarios; también, es el primero
en el que se incluye un término antiangiogénico, ya que aunque se habian usado términos
para la haptotaxis, éstos no tenfan un comportamiento difusivo como el de la angiostati-
na. Debido a la incorporacion de un término antiangiogénico a las ecuaciones, este modelo
podria ser también un primer acercamiento matemadtico a la terapia antiangiogénica pues
se puede suponer que la angiostatina en lugar de ser segregada por el tumor primario es
administrada sistémicamente.

Se observé que los resultados de las simulaciones numéricas se aproximan a la eviden-
cia experimental de Folkman de la paradoja del tumor primario [54, 53]. Los resultados
de la simulacién numérica del estado estacionario concuerdan con lo obtenido al resolver
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numéricamente para tiempos grandes la ecuacién de las células endoteliales (3.4) con
su respectiva condicién inicial y condiciones de frontera. En ambos casos se encuentra
que al variar el tamafio del tumor s se obtienen dindmicas diferentes para las células. Se
encontraron valores umbrales para los valores de s, los cuales delimitan intervalos que
corresponden a la presencia en el organismo de un tumor primario grande, mediano o
pequeno. Para un tumor primario grande se encontrd que se inhibe la vascularizacion del
tumor secundario por completo; para uno mediano se da vascularizaciéon débil; y para
uno chico se produce vascularizacion total del tumor secundario.

Al resolver el sistema completo numéricamente se obtuvieron los mismos resultados
que en [3]: se encontré una dindmica cualitativa similar a la encontrada en los casos an-
teriores; se observé que la distribucién de las células endoteliales cambia para diferentes
valores de s llegando a su estado estacionario tanto la angiostatina y el TAF como las
células endoteliales para ¢ = 1000. La incorporacién al sistema de los términos fuente
para la angiostatina y el TAF permite observar, que las células endoteliales tardan més en
llegar a su estado estacionario a diferencia del sistema sin los términos fuente. También se
observé que al cambiar las condiciones de frontera para la angiostatina para modelar la
extirpacion del tumor primario, las células endoteliales se mueven hacia z = 1 en donde
se encuentra el tumor secundario vascularizdndolo completamente; esto era de esperarse
por la condicién de no flujo de angiostatina en las fronteras. Asi como estas modifica-
ciones en las condiciones de frontera y funciones fuente, podrian afiadirse al sistema de
ecuaciones diversas funciones que describan aspectos bioldgicos que se pasaron por alto
en este modelo, como por ejemplo, los efectos del TAF y la angiostatina en la prolif-
eracién celular, las interacciones de las células endoteliales con la matriz extracelular, la

anastomosis, entre otros.

Por 1ltimo se demostré analiticamente la estabilidad espectral del estado esta-
cionario de las células endoteliales, esto indica que cualquier perturbacién de éste (tal
que satisfaga la ecuacién para las células y sus condiciones de frontera), tiende a cero
cuando el tiempo tiende a infinito, obteniendo de nuevo el mismo estado estacionario del
que se partié. Esto es congruente con lo observado numéricamente pues al partir de la
condicién inicial dada, para tiempos grandes, las células endoteliales tienden al estado
estacionario analitico encontrado para cada valor de s.

El futuro del estudio matematico de la angiogénesis es muy prometedor, algunos
investigadores en esta area como M. Chaplain y sus colaboradores han elaborado mo-
delos en los que se adicionan otros factores que intervienen en la angiogénesis tumoral,
asimismo han adaptado esos sistemas a dominios tridimensionales logrando una mejor
descripcion del fenémeno. Buscan desarrollar modelos a multiescala, es decir, ademés de
considerar aspectos a nivel celular, se toma en cuenta los procesos que ocurren a nivel
molecular, incorporando matematicas continuas (ecuaciones diferenciales) y discretas
(estadistica y probabilidad) en sus ecuaciones. Uno de sus principales intereses es realizar



CONCLUSION 69

colaboraciones con investigadores del area biolégica y médica para tener oportunidad de
incorporar estos modelos en el tratamiento del cancer, ya que son muy pocos los modelos
que han sido probados clinicamente.






APENDICE A

Deduccién de la ecuacion para la cinética de
Michaelis-Menten

La gran mayoria de las reacciones bioquimicas que se llevan a cabo en los organismos
se dan por medio de la accién de proteinas que aceleran la misma reaccién llamadas
enzimas, éstas pueden ser también inhibidoras de la reaccion. Las enzimas actidan
selectivamente en compuestos conocidos como sustratos [48].

Una de las reacciones mas simples fue la propuesta por Michaelis y Menten en 1913.
Esta reaccién se produce en un sustrato S al reaccionar con la enzima E dando como
producto el compuesto SE que a su vez es convertido en el producto P mas la enzima
E. Esta reaccion se traduce en la siguiente ecuacién quimica:

StE—s=gp* p, g, (A1)

k_1

donde k1, k_1 y k2 son pardmetros constantes asociados a las velocidades de cada
reaccién. Las flechas = indican que la reaccién es reversible y — indica que la reaccién
s6lo se da en este sentido [48]. La ley de accidn de masas establece que la velocidad de
la reaccién es proporcional al producto de la concentracién de los reactivos. Las
concentraciones de los reactivos se escriben

s=1[S], e=[E], ¢=][SE], p=][P]

donde [-] denota concentracién [48]. Aplicando la ley de masas a (A.1) en cada reactivo
de obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales (si la reaccién se da desde del
reactivo tiene signo negativo y, si es en direccién hacia el reactivo tiene signo positivo):

d

d—i = —kise+ k_ic (A.2)
% — ke — (ka + k_1)e (A.3)
de

E = —kise + (]C71 +4 kz)c (A4)
dp

W _ A.
dt k’QC ( 5)

La primera ecuacién se traduce como el cambio en la concentracién de [S] es igual a
una pérdida proporcional a la concentracién de [S] y [E], més una ganancia
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proporcional a [SE]. Se acompleta el sistema anterior dando condiciones iniciales para
cada una de la variables:

s(0) = so, €(0)=-eo, ¢(0)=0, p(0)=0.

Dado que la ultima ecuacién estd desacoplada se puede resolver facilmente por medio
del método de separacién de variables:

dp
== t
dt /kQCd )

p=hs / c(€)de,

y la solucién sélo depende de la funcién c. En la ecuacién para la reaccién (A.1), la

entonces,

enzima F es un catalizador, es decir, sélo facilita la reaccién, por lo tanto su
concentracion total es igual a la concentracién libre més la concentracién que se
encuentra combinada es siempre constante. Sumando la ecuacién (A.3) y (A.4), que
son las ecuaciones que representan a la enzima FE libre y combinada con S, se obtiene,

dc de 0

dat " dt
aplicando las condiciones de frontera respectivas para c y e y resolviendo por
separacién de variables,

e(t) + c(t) = eo,

esto implica

de dc
i e(t) = eo — c(t).
Sustituyendo lo anterior en las ecuaiones (A.2) y (A.3),
% = —kieos + (k15 + k71)C, (AG)
de
E = kiegs — (k'_1 + ko + kls)c. (A7)

Si se supone que la dindmica de ¢ es muy rapida comparada con la de s, se puede
tomar el estado estacionario para c, es decir,
de
0,
dt

0= kieos — (k=1 + k2 + k1s)c,

y de aqui se puede obtener a ¢ en términos de s,

c= €eps
T k_1tke ’
k1 +s
k_ k
si se toma k,, = ﬁ,
k1
eos(t)

TS0 + ko
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Sustituyendo ¢ en la ecuacién (A.2),

ds _ __@s
dt s+ km’
con
Q = —k2€0.

Esta es la ecuacién que gobierna la funcidn para la cinética de S de Michaelis-Menten;
cabe senalar que esta ecuacién es una aproximacién al pseudo-estado estacionario del
sistema de ecuaciones (A.2)-(A.5). Para la deduccién de esta funcién, véase [48].



APENDICE B

Cédigo utilizado para el estudio numérico del

sistema

1. Cddigo para las gréaficas del estado estacionario n(z)

El siguiente cédigo de MATLAB se utilizé para generar las graficas del estado estacionario
(3.13) para cada valor del pardmetro s y haciendo el reescalamiento necesario para
evitar el desbordamiento de los valores de n(x).

1| function estadoestacionario
2| x=0:0.01:1;

4| ZValores para el tumor
5| JTumor chico

s=1;

se=1;

© o N o

ATumor mediano
10| s=1.404

11| se=1.4011;

12
13| ZTumor grande
14| s=1.6;

15| se=1.6;

16
17| /JConstantes del sistema

18| x0=0.38;

19| a0=x0;

20| D2=1;

21| ep1=0.6;

22| ep2=0.2;

23| Jvalores de gamma calibrados con 0.6 y 0.2
24| gammal=32.3761;

25| gamma2=5.53;

26| rgammal=sqrt (gammal) ;

27| rgamma2=sqrt (gamma2/D2) ;
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28
29
30
31
32
33
34
35

36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
a7
48
49
50

51

52
53
54
55

56

57
58
59
60

61

62
63
64
65

B. CODIGO PARA LAS GRAFICAS DEL ESTADO ESTACIONARIO n(z)

D=0.00035;
k=0.1;

ficoeficientes para cada sumando de n(z)
coef1=x0/(D*k);
coef2=a0/(2%D);

ZFunciones aprozimadas (c,a)y ezactas (ce,ae) para el TAF y la
angtostatina

c=exp(-((1-x).72)./ep2);

ce=(cosh(rgammal*x))/cosh(rgammal) ;

a=(s)*exp(-(x.72)./epl);

ae=se*(cosh(rgamma2*(1-x)))/cosh(rgamma2);

Zpartes de la ecuacton del estado estactonarto de las celulas
Jendoteliales

nl=coefl*log(l+kx*c);

n2=coef2*a.”2;

nle=coeflxlog(l+k*ce);

n2e=coef2%*ae.”2;

ZPara s=1

n=exp(n1+n2-457.8%x1log(10)); /funcion para las celulas endoteliales
con las funciones aproxzimadas

ne=exp(nle+n2e-457.5%1og(10)); /funcion para las celulas

endoteliales con las funciones exactas

APara s=1.404

n=exp(n1+n2-467.9%1log(10)); /funcion para las celulas endoteliales
con las funciones aprozxzimadas

ne=exp(nle+n2e-465.9%1og(10)); /funcion para las celulas

endoteliales con las funciones exactas

ZPara 1.6

n=exp(n1+n2-606.39%1og(10)); /funcion para las celulas endoteliales
con las funciones aproxzimadas

ne=exp(nle+n2e-606.6%1og(10)); /funcion para las celulas

endoteliales con las funciones exzactas

JGRAFICAS
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78
79
80

81
82

83
84
85
86
87
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93
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B. CODIGO UTILIZADO PARA EL ESTUDIO NUMERICO DEL SISTEMA

plot(x,n,’--r’, ’LineWidth’, 1.5) /para las celulas endoteliales
con las funcionmes aproxzimadas

hold on

plot(x,ne, ’LineWidth’, 1.5) /para las celulas endoteliales con las
funciones ezactas

xlabel (’x7)

ylabel (’celulas endoteliales’)

/#Calculo del AREA BAJO LA CURVA por medio de cuadraturas de
Simpson para cada valor de s

ipor medio de la funcion quad:

%q = quad(F,a,b), donde F es la funcion por integrar, a el limite

Zinfertor y b el limite superior de la integral. La funcion se

pasa como

Zuna funcion anonima F = @(z) fun;
#s=1
F = @(x)exp(nl1+n2-457.8%x1log(10));

o
|

= quad(F,0,1,0.01) /funcion que obtiene el area bajo la curva de
n(z)
Fe = @(x)exp(nle+n2e-457.5%1og(10));

Qe = quad(Fe,0,1,0.01) /funcion que obtiene el area bajo la curva
de ne(z)
Ys=1.404

F = @(x)exp(nl+n2-467.9%x1log(10));

Q = quad(F,0,1,0.01)
@(x)exp(nle+n2e-465.9*%1log(10));
quad (Fe ,0,1,0.01)

]
[0}
[}

Qe

fpara s=1.6

F = @(x)exp(n1+n2-606.39%1og(10));

Q@ = quad(F,0,1,0.1)

Fe @(x)exp(nle+n2e-606.6*1log(10));
Qe quad (Fe ,0,1,0.1)

2. Rutina pdepe

2.1. Cédigo para la dindamica de n(z,t¢) con la funciones exactas para la

angiostatina y TAF Para hacer el andlisis del estado estacionario por medio de la

ecuacién (3.4) junto con su condicién iniciales y sus condiciones de frontera se utlizo la

rutina pdepe de MATLAB, esta rutina recibe ecuaciones elipticas y parabolicas de la

forma:



B. RUTINA PDEPE

ou ., Ou —m 0 m ou du
,U,a)a*x %(I f(:c7t7u7%))+s(:c,t,u,%)

y las funciones de entrada para la rutina son ¢, f y s. Se reescribieron las ecuaciones
(3.4), (3.3) y (3.9) en esta forma:

c(z,t

om0 (pon X o o
ot  Ox Y9~ 1+ ke Ox oz )’
dondeczl,szla—n—L @—aan@yszo,

ox 1+ncn8x ox
da 0 da
9t~ or (Da?) — 20
da
donde c =1, f = Dy— y s = —72a,
ox
oc_ 0 (0c)
ot oz \oz) O
Oc

dondec=1, f=—ys=—-mec
Andlogamente la forma para las condiciones de frontera que admite la rutina es:

vt + ot 0f (0,0, 5 ) =0

donde los datos de entrada para la rutina son p y gq.
Si las condiciones de frontera son en la izquiera, éstas se escriben como,

piGo.t0) + al(e 07 (.0, 51 ) =0

y si las condiciones de frontera son en la derecha, éstas se escriben como,

ou

pr(:mt,u) + qT(IE7 t)f <{E7 t,u, 8?) =0.

Escribiendo las condiciones para las células endoteliales, angiostatina y TAF en esta
forma se tiene, para la frontera izquierda:

on
P
conpl=0yql=1,
Oa
— 0-—=0
(a=s)+0- 52 =0,
donde pl =a—syql =0,
5 _,
ox
y pl =0y gl = 1. Para la frontera derecha:
on
o
Ox ’
donde pr =0y qr =1,
aa_o

oz

s
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conpr=0yqr=1,
Jdc
c—1)+0- —
(c=1)+0- o
ypr=c—1yqr=0.
El cédigo para obtener la dindmica del sistema de las tres ecuaciones con sus

condiciones iniciales y de frontera respectivas es:

-

clear all;

close all;

Jconstantes del sistema
global xhil D1 D2 alpha k epl ep2 gl g2

D1 = 3.5e-4;
D2 = 1;
xhil=0.38;
alpha=0.38;
111 k=0.1;

12| ep1=0.6;

© 0o N o 0 s~ w N

-
o

13| ep2=0.2;

14| g1=32.3761;
15| g2=5.53;

16
17
18
19| xspan = 300; Jnumero de puntos para
20| leftBC = 0;

21| rightBC 1;

22

23
2¢ | maxtime = 1000; Zmazimo walor para el tiempo
25
26|m = 0;

27| x = linspace(leftBC, rightBC, xspan); /genera la malla en el
espacio

28|t = 0:10:maxtime; Jgenera la malla en el tiempo

29
30
31
32| opt = odeset(’RelTol’, 1e-3, ’AbsTol’, 1e-3);

33| sol = pdepe(m, @cl_pde, @cl_ic, @cl_bc, x, t); /funciones de
entrada para la rutina

34
sol(:,:,1); /celulas endoteliales
sol(:,:,2); JTAF

sol(:,:,3); Jangiostatina

3B|lu

36

37| a




38
39

40
41
42
43
44

45

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

=W N

© © N o o

10
11
12
13
14
15
16

17

18

B. RUTINA PDEPE

surf(x,t,u); /genera la superficie de la densidad de las celulas
endoteliales

xlabel (’Distance x’);

ylabel (’Time t’);

title(’celulas endoteliales con s=0.53, t=6000’)

figure
plot(x,u(end,:)) /grafica en dos dimensiones de las celulas
endoteliales al tiempo mazimo
xlabel (’x7);
ylabel(’celulas endoteliales’);
title(’t=10007)

figure
plot(x,p(end,:)) /grafica para el TAF al tiempo mazimo
xlabel (’x’);
ylabel (’TAF’);
title(’t=1000")
figure
plot(x,a(end,:)) /grafica de la angiostatina al tiempo maxzimo
xlabel (’x’);
ylabel (’angiostatina’);
title (’t=6000")
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function[C,F,S] = cl_pde(x,t,U,DuDx)

JValores de C,F,S de las ecuaciones
global xhil D1 D2 alpha k epl ep2 gl g2

u = U(1l); /celulas endoteliales

p = U(2); JTAF
a = U(3); ZJangiostatina

c = [1; 1; 1]1;

F = [ D1*DuDx (1) - (xhil/(1+k*p))*u*DuDx(2) - alphaxaxuxDuDx (3)
DuDx (2)
D2*DuDx (3) 1 ;

sl = 0;
s2

-gl*p; Jen esta linea de codigo se agrega la funcion fuente f
=-(betal)*n*c

s3 = -g2*aj; /en esta linea de codigo se agrega la funcion fuente g
=-(betal2)*n*a
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19SS = [s1; s2; s3];

-

function[pl,ql,pr,qr] = cl_bc(xl,ul,xr,ur,t)
2| ZValores de pl,ql,pr,qr correspondientes a las condiciones de
frontera de

3| Jlas ecuaciones

4| se=0.4

5

6| Jen z=0

7l pl=[0;0;ul (3)-sel;
glql = [1; 1; 0];

9

10| Jen z=1
11| pr = [0; ur(2)-1; 0];
12| qr = [1; 0; 11;

1| function u0 = cl_ic(x)
2| Jcondiciones inciales para las celulas endoteliales, TAF y

angtostatina

3

4| se=0.4

5| epsi = 0.005;

6| epsil=0.6;

7| epsi2=0.2;

8

9| u0l = exp(-x."2/epsi);

10l u02 = exp(-(1-x).72/epsi2); /se toma como condicion inicial a la
funcion aproxzimada para el TAF

11| u03 = sexexp(-x."2/epsil); /se toma como condicion inicial a la
funcion aprozimada para la angiostatina

12

13l u0 = [u01; u02; u03]; Jmatriz de condiciones iniciales




APENDICE C

Graficas adicionales

1. Graéficas correspondientes al analisis del sistema de ecuaciones

t=1000, s=0.4
35 T T T
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células endoteliales

FiGURA C.1. Gréfica de la dindmica de las células endoteliales para
un tumor primario pequenio (s = 0.4). En este caso las células en-
doteliales alcanzan el tumor secundario permitiendo su vasculari-

zacién.
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Ficura C.2. Gréfica de la dindmica de las células endoteliales para
un tumor primario mediano (s = 0.53). En este caso hay densidad de
células endoteliales tanto en = 0 como en = = 1 esto indica que hay
vascularizacién débil del tumor secundario.
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Ficura C.3. Gréfica de la dindmica de las células endoteliales para
un tumor primario grande (s = 0.68). En este caso el tumor grande
segrega la cantidad de angiostatina necesaria para inhibir la vasculari-
zacién del tumor secundario es por eso que las células endoteliales se
encuentran en z = 0.
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Ficura C.4. Gréfica de la dindmica de las células endoteliales para
t = 1,2,3 sin términos para la funcién fuente de la angiostatina y
TAF.
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Ficura C.5. Gréfica de la dindmica de las células endoteliales para,
un tumor primario chico (s = 0.4) en ¢ = 1000.
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Ficura C.6. Gréfica de la dindmica de las células endoteliales para
t = 1,2,3 con funciones fuente para la angiostatina y TAF.

células endoteliales con s=0.4, t=1000

Ficura C.7. Gréfica de la dindmica de las células endoteliales para
un tumor primario chico (s = 0.4) en ¢ = 1000 con funciones fuente
para la angiostatina y TAF. Aqui se puede observar que las células
endoteliales llegan a su estado estacionario mas lentamente que en la
figura C.5 en la cual no se habian anadido los términos fuente.
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células endoteliales con s=0.7, t=1000

1000 -

Ficura C.8. Grafica de las células endoteliales con un tumor pri-
mario grande (s = 0.7) en t = 1000 después de haber sido extirpado
este mismo.
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