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Introduccion

La sociedad actual enfrenta grandes problemas; uno de los mas importantes
es el trafico automovilistico. Debido a la exorbitante poblacion en las metrépo-
lis, el trafico no sélo ocasiona congestionamientos viales, que se traducen en
instancias muy largas para llegar de un sitio a otro, sino también es un factor
en accidentes y contaminacion.

El problema del trafico es demasiado complicado como para encontrar una
solucién final y practica; por eso el hombre se ha preocupado por estudiar
problemas en una escala mas pequena como lo son: el control y ubicacién de
seméforos, dénde y como construir accesos o salidas, incorporar nuevas formas
de transporte, etc. En particular, la meta es entender el fenémeno del trafico
para tomar decisiones que eviten accidentes, disminuyan congestiones, maxi-
micen el flujo del trafico, minimicen la contaminacién de los autos, entre otras
cuestiones.

En la década de 1950 Lighthill y Whitham [L-W] e independientemente
Richards [Ri], propusieron un modelo que permiten estudiar de manera cuali-
tativa el flujo de trafico tomando en cuenta solamente la densidad de trafico y
el campo de velocidades. Este modelo fue el primero en utilizar la teoria de las
leyes de conservacion, que en aquel entonces apenas empezaba a desarrollarse.
El modelo del tipo L-W no se enfoca en el comportamiento individual de los
autos, mas bien se centra en situaciones donde es observable la evolucién del
trafico como un “flujo” de autos.

El objetivo de este trabajo no es resolver los problemas antes mencionados,
sino estudiar el fenémeno del trafico inicamente considerando modelos deter-
ministicos y dejaremos a un lado un posible estudio estadistico o probabilistico.
En particular, el objeto de este trabajo es entender la dindmica que exhibe el
flujo del trafico en un camino unidireccional, analizando un modelo del tipo
L-W que en su turno es una ley de conservacién escalar.

En el primer capitulo se deriva una ley de conservacién escalar para modelar
el flujo de trafico. Ademas se verd que las soluciones admitidas al modelo estan
sujetas a un criterio de admisibilidad.
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Se estudian algunos situaciones del trafico real, para una funcién de flujo
coéncava, como son: un congestionamiento y el cambio de luz roja a verde en
un semaforo.

A manera de resumen se expone el problema de Riemann para el caso de
una funcién de flujo sin cambio de convexidad y también en caso de que tenga
un punto de inflexién.

En el capitulo dos se discute una condicién, propuesta por Gasser [Gas], que
selecciona soluciones alternativas al problema de Riemann del modelo de L-W
y que muestran un comportamiento mas acorde con la realidad del trafico.
El criterio de Gasser es aplicado a dos ejemplos clasicos en el estudio de la
dindmica del trafico, el “bump” y el “cluster”.

En el capitulo tres se discute otro criterio de admisibilidad de soluciones
que fue propuesto por Knowles [Kn| con el objetivo de analizar el criterio de
Gasser desde otro punto de vista. El criterio estd motivado por el hecho de que
las leyes de conservacion tienen su origen en la dindmica de gases y hace mimica
de la segunda ley de la termodindmica. Durante el trabajo nos referimos a este
criterio como la “segunda ley”. Este nuevo criterio es comparado con criterios
de admisibilidad ya conocidos en la teoria de las leyes de conservacién, el criterio
de Lax [Lax1] y el de Oleinik [Oln] y por supuesto con el criterio de Gasser.



Capitulo 1

Modelos de trafico

1.1. Ley de conservacion escalar y derivacién del modelo

Antes de poder estudiar la evolucién del trafico debemos caracterizar las
variables fundamentales del problema, que son la velocidad, la densidad de au-
tos y el flujo de trafico. Después veremos qué relaciones hay entre las variables,
y asi plantearemos de manera concreta un modelo que describa situaciones de
trafico reales. Aclaramos que la palabra “auto” se usa de manera imprecisa
para referirnos a cualquier vehiculo que transite por la carretera.

Imaginemos cierto nimero de autos, digamos N, moviéndose por la carre-
tera. Denotemos la posicién de cada uno por z;(t) y su velocidad v;(t) = ddﬁ"’.
Hay varias maneras de medir la velocidad y la méas comin es fijarnos en la
velocidad de cada auto; sin embargo esta forma es poco practica cuando N es
muy grande. Otra manera de medir la velocidad es designar a cada punto en
la carretera (en cada tiempo) una tnica velocidad v(z,t) a la cual llamaremos
campo de velocidades. Esta velocidad es la que un observador mide a tiempo

t y en una posicion fija z, es decir, es la velocidad del auto x; a tiempo t:
v(x(t),t) = vi(t).

La existencia del campo de velocidades v(z,t) significa que a cada punto
(x,t) le corresponde una tnica velocidad y por lo tanto no consideramos que los
autos se puedan rebasar, ya que habria dos velocidades distintas en un punto.

Por otra parte, un observador en una posicién fija en la carretera puede
medir la cantidad de autos que pasan en un tiempo determinado y podria
calcular el promedio de autos que pasan por hora. Dicha cantidad se llama
flujo de trdfico y la denotaremos por f. Otra cantidad que puede ser medida
(en un tiempo fijo) es el nimero de autos que se encuentran en un intervalo
de la carretera. El niimero de autos por kilémetro es la densidad de autos y es
denotada por p.

Es claro que tanto el flujo como la densidad son funciones que dependen de
la posicién x y el tiempo ¢, y que podrian tener comportamientos distintos a lo
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largo de la carretera o en situaciones fuera de lo normal, como por ejemplo: que
la carretera tenga baches, secciones angostas del camino o con muchas curvas,
etc. Por esta nocién, consideraremos una carretera homogénea. Las situaciones
que nos interesan son las de un gran nimero de autos y nos centraremos en
estudiar el comportamiento colectivo de gran cantidad de vehiculos (teoria
macroscépica), por lo que descartaremos variaciones subitas en las variables
y consideraremos tnicamente las variables promedio del tréfico, es decir, que
sean funciones suaves en tiempo y espacio.

Ahora mostraremos la relacién que conecta a las variables fundamentales
del trafico.

Pensemos en una situacién simple de trafico. Supongamos que en la carre-
tera el trafico se mueve a una velocidad constante vy con densidad constante
po- Cada auto se mueve con la misma velocidad, entonces la distancia entre
los autos no cambia por lo que la densidad no cambia. Con estas suposiciones,
queremos saber cual es el flujo. Un observador mide el nimero de autos que
lo pasan en un tiempo de 7 horas. En dicho tiempo cada auto se ha movido
una distancia de vgT, entonces el niimero de autos que ha pasado al observador
en un tiempo 7 es el nimero de autos en la distancia vg7. Recordemos que el
nimero de autos por kilémetro es pg, esto quiere decir que el nimero de autos
que ha pasado al observador en 7 horas es pyvg7. Por lo tanto el niimero de
autos por hora, el flujo de trafico, es f = povg. Aunque en este caso hemos
considerado un modelo simplificado, la relaciéon que se cumple es:

f(.’]?,t) = p(x,t)v(x,t).

En un intervalo del camino I = [a, ] el nimero total de autos es

b
N:/ px,t) dx. (L.1)

Supongamos que no hay accesos ni salidas en la carretera y que los autos
no se destruyen (no hay colisiones). La cantidad de autos en I puede cambiar
con el tiempo; de hecho, el cambio resulta del cruce de autos en las fronteras
del intervalo. La cantidad de autos en I decrece con los que salen en x = b
y aumenta con los que entran en z = a. Entonces el cambio en el tiempo del
numero de autos es:

S = et = 10.0). (12)

Combinando las ecuaciones (1.1) y (1.2) tenemos

d b
dt p(z,t)dx = f(a,t) — f(bt).

Es claro que

b
fww—fwwz—/-f%%ﬁm
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Combinando las ecuaciones anteriores tenemos

b X X
/a (apgt,t) + aféx’t))dxzo

La ecuacién anterior nos dice que la integral es cero para cualesquiera limites
de integracion lo cual implica que el integrando es cero, es decir,

o O _

— + =0.
at = Oz
Recordemos que f = pv, entonces la ley de conservaciéon del ntimero de

autos es

9p  9(pv)
T on

Si conociéramos la velocidad v entonces la ecuacién anterior se reduce a
una ecuacién diferencial parcial para la densidad. En general la velocidad es
desconocida y se podrian llevar a cabo experimentos para determinarla.

Si el trafico es lo suficientemente ligero un conductor tiene una gran liber-
tad para conducir con la Unica restriccion, tal vez, del limite de velocidad de
la carretera. En una situacién de trafico més denso un conductor se podria
encontrar con autos que tengan una velocidad menor y por lo tanto disminuir
su velocidad, pero aun asi el conductor podria pasarlos sin problema. Cuando
la densidad es mucho mas densa, el cambio de carril se vuelve casi imposible
y la velocidad promedio en la carretera decrece, a veces hasta el punto de un
embotellamiento o lo que se conoce como velocidad “a vuelta de rueda”.

A partir de estas observaciones, hacemos una simplificacién crucial de que
en cualquier punto de la carretera la velocidad de un auto depende tinicamente
de la densidad de autos,

=0.

v =v(p).

Este modelo fue uno de los primeros en su tipo y fue propuesto por Lighthill-
Whitham [L-W] e independientemente por Richards [Ri] a mediados de la déca-
da de 1950.

Analicemos lo que nos dice el modelo. Si no hubiera autos en la carretera,
es decir p = 0, un auto puede viajar a velocidad méxima v,,,

v(0) = vy

Pero conforme la densidad aumenta la velocidad de un auto decrece, entonces

Y si sigue aumentando la densidad llega un momento en que los autos ya no
pueden avanzar, este nivel corresponde a la densidad maxima p,,,

v(pm) = 0.
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Hay que notar que el modelo no toma en cuenta ciertos factores intrinsecos
del fenémeno real y esta restringido en ciertos sentidos. Por ejemplo, no toma
en cuenta tiempos de reacciones del conductor o del auto y, mas importante,
supone que todos los autos viajan a la misma velocidad, entre otros aspectos.
A sabiendas de que el modelo es simplificado investigaremos que implicaciones
tiene como un primer acercamiento matemaético al flujo de tréfico.

El flujo de autos, como habiamos visto antes, es f = pv y en consecuencia
al modelo, el flujo solo depende de la densidad

f(p) = pv(p).

El flujo tiene algunas caracteristicas generales. El flujo es cero si no hay trafico
(p = 0) y cuando el tréfico no se mueve (p = p,,,). Para otros valores de la
densidad (0 < p < p,) el flujo es positivo y ademés el flujo decrece cuando la
densidad aumenta, lo que quiere decir que el flujo es una funcién céncava
d2
T
dp
Para hacer un estudio cualitativo de las situaciones de trafico escogemos una
funcidn lineal que exprese la relacion entre la densidad y la velocidad,
P
v(p) = vm(l — —).
Pm
Es claro que esta funcién de velocidad tiene todas las propiedades deseadas y
facilmente obtenemos el flujo

7o) = po(p) = vmpl1 = =), (1.3)

El flujo méximo ocurre cuando la densidad es la mitad de la densidad méxima,
pm/2 y la velocidad es v(p,, /2) = vy /2. Entonces el flujo de trafico méximo es

plg = b,

Esto nos conduce a una ley hiperbdlica escalar de conservacién de la forma

pe(z,t) + v (p(z, 1) (1 —

con funcién de flujo concava, cuyas soluciones son soluciones débiles en el senti-
do distribucional [Lax1]. Para probar el modelo antes propuesto y ver si describe
de manera acertada situaciones reales de trafico estudiaremos ciertos problemas
de Riemann que describiremos en la siguiente seccion.
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1.2. Problema de Riemann

En esta seccién expondremos, de manera breve, las generalidades de los
problemas de Riemann. Para una andlisis mas detallado se puede consultar
[Lax1] y [LeF].

El problema de Cauchy con condiciones iniciales que son constantes por
pedazos y con una discontinuidad se conoce como problema de Riemann y
tiene la siguiente forma

pe+ f(p)e = 0, reR, t>0, (1.4)
— PL, =< 0
a0y = {r ) (15)

Las soluciones débiles en algunos casos son discontinuas, y de hecho, las
soluciones que nos importan son soluciones de clase C' por pedazos, es decir,
soluciones con un numero finito de discontinuidades. Sin embargo no todas las
discontinuidades son admisibles y las que lo son deben de cumplir las condi-
ciones de salto de Rankine-Hugoniot. Definimos el salto para cualquier funcion

g(p) como
l9(p)] :== 9(pr) — g(pL)

y la condicién de salto en nuestro caso (ley de conservacién escalar) es:

5= M (1.6)

(o]

donde s es la velocidad de la discontinuidad.

Para asegurar la unicidad de las soluciones es necesario tomar en cuenta una
condicién de entropfa. La siguiente condicién de entropia se debe a Lax [Lax1]:
una discontinuidad viajando a una velocidad s que satisface la condicién de
Rankine-Hugoniot se dice que satisface la condicion de entropia de Lax si

f'(pr) <5< f'(pL). (1.7)

En nuestro modelo la funcién de flujo es céncava y la condicién de entropia
de Lax se reduce a
prL < pPR. (1.8)

Cabe mencionar que la solucién entrépica se recupera al tomar el limite
de la solucién de la ecuacién viscosa (regularizaciéon parabdlica) y en muchas
aplicaciones el problema viscoso modela de manera mas acertada el fenémeno
en cuestion, sin embargo, para el flujo de tréfico no hay una manera obvia de
regularizar la ecuacion.

Para una funcién de flujo f estrictamente céncava (f” < 0) v pr, # pr,
podemos distinguir dos casos.
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pr > pr: La tnica solucién entrépica al problema de Riemann (1.4) es

pL, T <st

PR, x> st (1.9)

plot) = {

donde s estd definida en (1.6). La solucién representa una discontinuidad que
viaja con velocidad s y se conoce como onda de choque.

pr < pr: La tnica solucién entrépica de (1.4) estd dada por

PL, T < a(pL)t
p(z,t) = 9(%), alpr)t <z <a(pr)t (1.10)
PR x> a(pr)t

donde a(p) = f'(p) v g(§) satisface a(g(§)) = £. La solucién se denomina on-
da de rarefaccion; notemos que la solucién es continua aunque las condiciones
iniciales no lo sean. La onda de rarefaccién representa un abanico de carac-
teristicas que conecta a los dos estados iniciales constantes pr, v pg.

Los ejemplos tipicos son la formacion de congestionamientos y la evolucién
del trafico en el cambio de luz roja a verde en un seméaforo. En el cambio de
luz roja a verde en el semaforo el problema de Riemann estd determinado por

la ecuacién
2p
pt—&—vm(l——)pz =0 (1.11)
Pm

con condicion inicial en t = 0
_Jpm 2 <0
po(z) = { 0 ,z2>0

En este ejemplo las condiciones iniciales son p;, = p,, > 0 = pg, por lo tanto
la solucién es la onda de rarefaccién (figura 1.1):

Pm r < —Unt
p(x,t) = p(x0,0) = L~ (1 —35)  —vmt <z <opt
0 T 2> Ut

El siguiente ejemplo es la situacién del embotellamiento que esta represen-
tado por los datos iniciales del problema de Riemann, es decir la ecuacién (1.11)
junto con la condicién inicial

bm 2 <0
= 2 -
po(.%‘) {pm x>0

En este ejemplo las condiciones iniciales son p; = %" < pm = pr- Por lo
tanto la solucién es una onda de choque (Fig. 1.2) con velocidad

_ I _ fler) = flpr) _  vm

(] PR — PL 2
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tlk
T = —Upt T = Upt
W ‘
—
Figura 1.1: Onda de rarefaccion
Entonces una solucién débil admisible es
Pm r < —¥Ym¢
) — J 2 =77
plz,t) {pm T > -t
P me P = Pm

>
X

Figura 1.2: Onda de choque

La condicién de entropia (1.8) Ansorge [Ans] la llama driver’s ride impulse
y tiene una interpretacién razonable en el contexto del flujo de trafico. Dice
que los conductores transitan hacia el trafico mas denso sin suavizar la discon-
tinuidad y los conductores manejan hacia trafico menos denso suavizando el
cambio de trafico denso a menos denso.
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Esté comportamiento lo podemos reconocer en el flujo real de tréfico; un
conductor que ve trafico més adelante en el camino no se detiene, sino que
maneja hacia el congestionamiento lo que produce un aumento en la densidad.

Como vimos en los ejemplos el modelo (1.11) junto con la condicién (1.8)
describe de manera adecuada situaciones reales de trafico. Aun mads, obser-
vamos que la condicién (1.8) selecciona las soluciones fisicamente relevantes.
Desafortunadamente modelos simplificados como (1.11) no son capaces de pre-
decir situaciones mas complicadas.

1.3. Funcién de flujo general

Una manera de mejorar el modelo (1.11) es considerar funciones de flujo
que no son concavas ni convexas, sino que poseen un punto de inflexién. Dichas
funciones consisten de una parte céoncava en el régimen de baja densidad y una
parte convexa en el régimen de alta densidad. Podemos observar un ejemplo
en la figura 1.3.

A

f(p)

v

Pcc
Figura 1.3: Funcién de flujo general, en el caso mas realista.

Denotemos por p.. al punto de inflexién de la funcién de flujo. En el caso
de las leyes de conservacion escalares con un flujo general, las soluciones de los
problemas de Riemann se pueden construir explicitamente.

Recordemos que en el caso céncavo la solucién del problema de Riemann es
una onda de choque o una onda de rarefaccién inicamente. En el caso general,
las solucién es una combinacién de onda de choque y de rarefaccién [LeF].

Para condiciones iniciales en el régimen convexo la condicién de entropia se
reduce a
PR < PL.
Si consideramos problemas de Riemann con datos iniciales pr,pr < pec las
soluciones entrépicas satisfacen la condicion de “driver’s ride impulse” y son
fisicamente relevantes.
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Ahora supongamos que los datos iniciales estdn en la parte convexa del
flujo, es decir, pr,pr > pec. Entonces si p;, < pgr, la solucién entrépica de la
ecuacién (1.11) es la onda de rarefaccién, esto quiere decir que los conductores
suavizan el paso hacia una densidad mayor de trafico. Si pr, > pr, la solucion
entropica esta dada por una onda de choque. En ambos casos vemos que la
solucién entrépica estd en contradiccion con el movimiento real del flujo de
trafico.

Nos interesa describir la solucién al problema de Riemann con funcién de
flujo que tenga cambios de convexidad, en nuestro caso, con un punto de in-
flexion pe.. Supongamos que la condicién inicial estd determinada por los es-
tados constantes p;, y pr. Entonces podemos observar diferentes casos:

i): Observemos que si pr,, pr < pec €ntonces nos encontramos en el régimen
concavo de la funcién de flujo; o si pr, pr > pec entonces nos encontramos en
el régimen convexo de funcién de flujo. Como antes expusimos, en ambos casos
la solucion entrépica al problema de Riemann consta de una onda simple, ya
sea una onda de choque (1.9) o una onda de rarefaccién (1.10).

ii): Si pr, < pec < pr O Sl pr > pee > pr la solucién no se obtiene de
manera directa como en los casos anteriores. La onda de rarefaccién definida
por la ecuacién a(g(€)) = € deja de ser una funcién univaluada. A continuacién
describiremos la solucién en el caso pr, < pec < pr, la construccién de la
solucion en el otro caso es andloga.

Consideremos la gréfica del flujo f en el plano (p, f). Para cualquier p # pee
existe una tnica linea que pasa por el punto (p, f(p)) y es tangente a la gréfica

en un punto (p.(p), f(p«(p))), tal que pi(p) # p. La propiedad de tangencia
nos dice que

f(p) — f(ps)
P = Px
que es la pendiente de la recta que une dichos puntos.

Supongamos que pr, < pec, entonces existe p,(pr). Dependiendo del valor
de pgr observamos los siguientes casos:

f(pi) = (1.12)

» Sipr € (pr, p«(pr)] entonces la solucién es una onda de choque clésica
con velocidad definida por la relacién de Rankine-Hugoniot y que conecta
los estados constantes py, y pr. En la literatura una onda de choque se
denomina cldsica cuando cumple la desigualdad de Lax (1.7) estricta.

= Sipr > p«(pr) la solucién estd compuesta por un choque, con velocidad
definida en (1.12), que conecta pr, con p, seguida por una rarefaccién
que a su vez conecta con pr. El choque es una discontinuidad de con-
tacto derecha ya que la velocidad del choque coincide con la velocidad
de la caracteristica a la derecha, y literalmente el choque se “pega” a la
rarefaccion.
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En el siguiente capitulo estudiaremos una alternativa que selecciona solu-
ciones al problema Riemann que tienen una mayor relevancia en el contexto
del trafico.



Capitulo 2

Soluciones no entrdpicas.

2.1. Alternativa de Gasser.

Si nos olvidamos de la condicién de entropia podemos construir soluciones
alternativas, que tengan relevancia fisica.

Para p.. < pr < pr la soluciéon entrépica es una onda de rarefaccion. Una
onda de choque es una alternativa y ademas satisface la condicién de “driver’s
ride impulse”. El paso a un nivel trafico méas denso no se suaviza.

Para p.. < pr < pr la solucién entrépica es una onda de choque. En este
caso la solucién discontinua no se puede sustituir por una onda de rarefaccién,
ya que si pensamos en que esta situacion se da en el régimen de alta densidad,
entonces los conductores no suavizan el paso de densidad muy alta a densidad
alta.

Antes de seguir adelante introduzcamos una condicién de entropia pro-
puesta por Oleinik [Oln] y la llamamos condicién de entropia de Oleinik o la
condicién de entropia generalizada:

senp](af(pr) + (1 —a)f(pr) — flaprL + (1 —a)pr)) <0 (2.1)

para toda « € [0,1]. Entonces una discontinuidad es aceptable si cumple (2.1).
La condicién anterior depende del signo del salto en p, entonces:

= si [p] > 0 entonces (2.1) toma la forma
af(pr) + (1 = a)f(pr) < flapr + (1 - a)pr)

para todo « € [0, 1]. Luego, una discontinuidad es admisible si y sélo si
la gréfica de f restringida a (pr,pr) estd por encima de la cuerda que

une a los puntos (pr, f(pL)) ¥ (pr, f(pr))-

= si [p] < 0 entonces (2.1) toma la forma

af(pr) + (1 —a)f(pr) > flapr + (1 —a)pr)

para todo « € [0,1]. Una discontinuidad es admisible si y sélo si la grafica
de f restringida a (pr, pr) estd por debajo de la cuerda correspondiente.

11
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La condicién de entropia generalizada es un criterio geométrico que nos sirve
para determinar cuando una discontinuidad es admisible y por lo tanto la
solucién serd unica [Lax2].

Por lo tanto Gasser [Gas] formula una condicién a nivel de problemas de
Riemann con la intencién de seleccionar una solucién que sea més razonable
en el contexto del flujo de trafico. El criterio de Gasser nos dice:

= Se selecciona choque simple y puro cuando pp < pg.

= Se selecciona la solucién entrépica para pr < pr

La primera opcién evita cualquier tipo de suavizado cuando se maneja hacia
trafico méas denso; la solucién es una onda simple porque no contiene ninguna
otra onda y es un choque puro porque su velocidad esté definida por la relacion
de Rankine-Hugoniot. La segunda opciéon nos da una onda de rarefaccién en
la parte céncava del flujo, una combinaciéon de choque-rarefaccién o un choque
simple en la parte convexa del flujo.

Analicemos més detalladamente el criterio de Gasser. El criterio estd for-
mulado para cualquier funcién de flujo que posea un punto de inflexion.

En la primera opcién, p; < pgr, sabemos como es la solucién entrépica
al problema de Riemann, que depende de como se comparen los valores de
la condicién inicial con p.. y la condicién de entropia generalizada es que la
grafica esté por encima de la cuerda. Podemos observar 3 casos:

a) pr, < pr < Pec: la solucién entrépica es una onda de choque clésica, pues
satisface la desigualdad de Lax estricta. En este caso la solucién alternativa
coincide con la solucién entrépica y por lo tanto el criterio de entropia es el
mismo que el de la condicién de entropia generalizada.

b) pee < pr < pr: la solucién entrépica es una onda de rarefaccién. En este
caso se sustituye la rarefaccién por un choque puro y la condicién (2.1) nos
dice que la discontinuidad no es admisible, sin embargo el criterio de Gasser
nos sugiere tomar el choque no entrépico.

¢) pL < peec < pr: la solucién entrépica es un choque simple si pr < p.(pr)
y es un choque seguido de una rarefaccién si p.(pr) < pr. En la primera
situacion, la solucién entrépica coincide con la solucién alternativa, y por lo
tanto el criterio es el mismo que la condicién (2.1). En la segunda situacién se
descarta la solucién que consta de dos ondas, y tomamos el choque clasico que
une pr, y pRr-

En la segunda opcién del criterio de Gasser se toma la solucién entrépica,
la cual ya se expuso antes, y no hay ningin cambio en la condicién de entropia
generalizada.
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En la siguiente seccion discutiremos dos ejemplos donde usamos el criterio
de Gasser . En ambos casos se comparan las soluciones alternativas con las
entropicas. Veremos que el criterio alternativo nos permite escoger soluciones
que tienen un comportamiento mas realista.

2.2. Ejemplos

En esta seccion analizaremos dos ejemplos que modelan situaciones reales
de trafico. En la literatura son conocidos como el “bump” y el “cluster”.

Por cuestiones practicas y para hacer los cadlculos mas explicitos tomaremos
en los ejemplos como funcién de flujo

fp) = plp —3)? (2.2)

restringida al intervalo [0, 3]. En dicho intervalo f tiene un méximo en p = 1,
un punto de inflexién en p = 2y f(0) = f(3) = 0. Siguiendo con la notacién
anterior al punto de inflexién lo denotamos por p.c, es decir, pe. = 2.

El “Bump”

En este ejemplo consideramos el problema de Riemann con condicién inicial
(Fig.2.1).

_ ) Pmin, r<0,1<w
pO(x) N {pmaam O<z<l1

donde 0 < pmin < Pmaz < 3.

o) 4

pmam

Pmin

0 ] e

Figura 2.1: Condicién inicial po(z) para el “bump”.

Supongamos que pmin > Pec v tomemos valores especificos para la condicion
inicial, pmin = 2.2 ¥ pmaz = 2.7. La condicién inicial po(x) se encuentra en
el régimen convexo, es decir, la solucién entrépica debe satisfacer pr < pr.
Podemos observar que la condicién inicial tiene dos discontinuidades, cada una
la tratamos como un problema de Riemann independiente.

Primero en x = 0, tenemos pr, = 2.2 y pp = 2.7, esto nos da como solu-
cién entrépica una onda de rarefaccién g(%), centrada en 0, donde g satisface
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f'(9(%)) = %. Afortunadamente para la funcién de flujo (2.2) la ecuacién an-

terior puede ser resuelta explicitamente y obtenemos

g(7) =245 +1 (2.3)

Luego en = = 1, tenemos p;, = 2.7y pr = 2.2, por lo tanto la solucién
entrépica es una onda de choque &(t) que satisface

a5
e ) )
dt (]
Luego, la onda de choque tiene la forma Z(t) = —2.33¢ + 1.
Después de un cierto tiempo las dos ondas interactian y el “bump” desa-
parece (Fig. 2.2).

(0] 1 x

Figura 2.2: La onda de choque &(t) interactia con la rarefaccién centrada en 0
y la estructura del bump desaparece.

La solucién alternativa usando el criterio de Gasser consta de dos ondas
de choque. Estas ondas tienen la misma velocidad s = % = —2.33 por lo
que la estructura inicial del “bump” es persistente en el tiempo y desde el
punto de vista del conductor tienen un efecto de parar y avanzar. Si tomamos
una condicion inicial con mas de un “bump” obtenemos de nuevo una soluciéon
persistente en el tiempo. En este sentido podemos decir que el bump es estable.

En caso de que ppin < pec la situacion es muy diferente, la solucién entrépi-
ca es una combinacién de choque/rarefaccién. Supongamos que la condicién

inicial es
() = 0.5, z<0,1<x
PIT) =29, 0<az<1
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entonces el problema de Riemann en z = 0 esta determinado por pr = 0.5,
pr = 2.9. Como antes mencionamos existe p,(pr) tal que f'(py) = %.
Realizando los calculos obtenemos que p,(0.5) = 2.75.

La solucién entrépica en = 0 es una onda de choque 21 (t) que conecta pr,
con p, y viaja con velocidad s; = f/(2.75) = —1.3125. El choque pasa por el
origen, es decir, tiene la forma &1(¢) = s1t. Dicha onda de choque va seguida
de una onda de rarefaccién g () que conecta p, con pr y tiene la forma de la
ecuacién (2.3).

En z = 1 el problema de Riemann es: p;, = 2.9, pr = 0.5. En este caso
px(2.9) = 1.55. La solucién entrépica es una onda de choque #2(t) seguida de
una onda de rarefaccién go(%) centrada en 2 = 1. El choque tiene velocidad

o = f/(1.55) = —2.3925 y &2(0) = 1. Por lo tanto &2(t) = —2.3925¢ + 1. La
onda de rarefaccién es de la forma go(%) = g(£+1), donde g es como en (2.3).

Es claro que en un tiempo finito Z5 y la onda de rarefaccion g, interactian,

por lo que el “bump” desaparece.

Usando el criterio de Gasser obtenemos un choque en z = 0 y un choque-
rarefaccion en x = 1. Veamos las soluciones con mas detalle.

En z = 0, el choque Z4(t) une a los dos estados constantes p;, = 0.5 y
pr = 2.9 con velocidad s4 W —1.29. Por lo tanto Z4(t) = sat.

En z = 1 la alternativa de Gasser permite tomar la solucién entrépica,
entonces, la solucién es el choque Z3(t) seguido de la rarefaccién go(%) que
definimos en le péarrafo anterior.

Como podemos observar la velocidad de Z2(t) es menor que la de Z4(t),
asi que, los choques interactian en un tiempo finito ¢, = 0.9070. El bump se
hace mas pequeiio y desaparece, formando una tercera discontinuidad #3(t) que
satisface la ecuacion diferencial ordinaria

as; _ flg(=Y) - £(05 ( v +1) - 3125
dt g(—l)—05 \/7

con condicién inicial #3(0.9070) = —1.17. La ecuacién (2.4) tiene una expresién
complicada, por lo que fue mas conveniente usar un método numérico para
encontrar una solucién aproximada. En la figura (2.3) se puede observar la
interaccion de los choques y la nueva discontinuidad Z3 que aparenta ser una
recta pero en la figura (2.4) se muestra la pendiente de cada segmento de la
solucién aproximada y claramente se ve que no es constante, por lo que la 3
no es una recta.

(2.4)

En resumen, el “bump” es un fendémeno que es persistente en el tiempo sélo
en el régimen de alta densidad.
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‘,‘.£2(t)

>
>

xT

Figura 2.3: Rectas caracteristicas de la solucién del “bump” usando el criterio
de Gasser.

-1.21

-1.22 b

-1.23

-1.24

Derivada por tramos de x3
| |
- P~
N N
o a
T T

|

=

N

~
T

-1.28

-1.29 ! ! ! ! ! ! !
0

Figura 2.4: Pendiente aproximada de la discontinuidad Z3.

El “Cluster”

En este ejemplo consideramos la condicién inicial

Pmins 1<z < 2
po(T) =< Pmaz, 0O0<z<1 (2.5)
Pis x < 072 <z
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Esta condicién representa al llamado “cluster”. Una caracteristica de la evolu-
cién temporal del cluster es el hecho que el nivel alto de densidad (p = pmaz)
se mantiene o inclusive se expande [Ker].

Supongamos que pPmin < Pec < Pmaz de tal forma que la soluciéon que
conecte a Prmin ¥ Pmaz €8 Una combinacién choque/rarefacciéon. Ademds supong-
amos que p; coincide con el valor de p, que corresponde al choque en la onda
choque/rarefaccién. La solucién entrépica para esta condicién inicial consiste
en dos ondas choque/rarefaccién y una onda de choque simple. Veamos con
mas detalle la solucién, para ello supongamos que pmmaz = 2.9, Pmin = 0.5y

Pi = p*(pma:v) = 1.55.

En z = 0 tenemos pr, = 1.55 y pr = 2.9. La solucién entrépica es una onda
de choque 1 (t) seguida de una onda de rarefaccién h; (%) centrada en 2 = 0.
El choque §;(t) conecta py, con p,(1.55) = 2.225 y satisface r = % =
f'(2.225) = —2.848, 1(0) = 0. Por lo tanto g(t) = r1t. La rarefaccién hy(%)

tiene la forma de la ecuacién (2.3).

Enz =1, pr =29y pr=0.5. Al igual que en & = 0 la solucién entrépica
tiene la estructura de choque/rarefaccién y en este caso p.(2.9) = 1.55. El
choque () viaja con velocidad ro = f/(1.55) = —2.3925 y cumple que §2(0) =
1. Entonces, §2(t) = rat + 1. La rarefaccién hy satisface que ho(%) = g(£71),
donde g es como en (2.3).

En x =2, pr =05y pr = 1.55. Es este caso los datos del problema de
Riemann estan en el régimen céncavo y por lo tanto la solucién entrépica es
una onda de choque #3(t) que satisface

dgs  f(1.55) — f(0.5) X
LY 1.55— 0.5 0.1275,  §3(0)

Por lo tanto gs(t) = rst + 2.

La onda de choque ¢3 interactiia (después de cierto tiempo) con la ra-
refaccién ho debido al tamanio del nivel de densidad bajo. Por lo tanto nos
concentramos en la evolucién del nivel de densidad alto.

Es claro que eventualmente la onda de rarefaccién h; interactia con la
onda de choque s, por lo que el nivel de densidad alto disminuye su tamano
v desaparece. Este es el tipo de comportamiento que no nos interesa obtener.

Veamos qué soluciones alternativas obtenemos con el criterio de Gasser. En
x = 0, cambiamos la combinacién choque/rarefaccién por un choque cldsico
simple §4(t) que tiene velocidad ry = W = —2.3925. Las soluciones
en x = 1,2 son las mismas, no cambian usando el criterio de Gasser. Podemos
observar que la velocidad r4 del choque en x = 0 es igual a la velocidad del
choque en x = 1; esto nos dice que los choques 2 vy 94 nunca interactian. Por

lo tanto la estructura inicial del “cluster” se conserva en el tiempo (Fig. 2.5).
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~ t ~
Y2 ys.,

<l

0 1 2 x

»

Figura 2.5: Rectas caracteristicas de la solucién del “cluster” usando el criterio
de Gasser.

En conclusion vemos que el criterio de Gasser selecciona soluciones que refle-
jan un comportamiento mas semejante a la realidad del trafico, a comparacién
de las soluciones entrépicas.



Capitulo 3

Entropia y condiciones de
admisibilidad

Las teoria de leyes de conservacién tienen su origen en la dinamica clésica
de gases. En este contexto el principio para determinar la soluciéon fisicamente
relevante se basa en la segunda ley de la termodindmica, que dice, “la tasa de
produccién de entropia en todo proceso termo-mecanico que experimenta un
gas debe ser no negativa”.

Recordemos que en el caso de una funcién de flujo céncava la condicién
de entropia para un choque esta dada por (1.8) y como vimos en los ejemplos
dicha condicién selecciona las soluciones que concuerdan con las observaciones
reales.

En el caso de una funcién de flujo con un punto de inflexién la condicién
(1.8) selecciona soluciones que no son fisicamente relevantes y por lo tanto
Gasser propone un criterio alternativo para seleccionar soluciones que sean
consistentes con la realidad.

En este capitulo estudiaremos las consecuencias de considerar una condicién
analoga a la segunda ley de la termodindmica como parte del modelo y de
imponerse a toda solucién de (1.4). De esta manera podremos analizar desde
otro punto de vista la condicién de Gasser.

3.1. Producciéon de entropia y condiciones de
admisibilidad

Supongamos que a partir del modelo para la ecuacién (1.4) podemos definir
una densidad de entropia 7(p) y un flujo de entropia ¢(p). Dada una solucién
débil p(x,t) de (1.4), la entropia en el tiempo ¢ en el intervalo I = [z1, 23] es

/ C ol ) de

1

19
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y el ritmo al que la entropia fluye a través de x = z1 en la direccién positiva
del eje z en el tiempo ¢ es g(p(x,t)).

La razdn de produccidn de la entropia T'(t) en el tiempo t asociada a la
solucién p en el intervalo I es el cambio del incremento de la entropia total en
I menos la entropia transportada a I por el flujo ¢:

d [*2

MO = 57 [ o) de - (ol ) (3.1)
dt J,,

Supongamos que un principio de disipacién andlogo a la segunda ley de la

termodindmica es parte del modelo, y por lo tanto imponemos la siguiente

condicién sobre todas las soluciones de (1.4):

F(t) > 0 V.’L’l,.’L‘27t. (32)

Nos referiremos a la condicién anterior simplemente como “segunda ley”. Las
soluciones fuertes de (1.4) se postulan como “libres de disipacién” en el sentido
que no producen entropfia, es decir, I'(t) = 0 para todo x1, %2, t.

Por otra parte si p(x,t) es una solucién débil del problema de Riemann

(1.4), con velocidad s = L/ [(p?)]. Entonces se puede mostrar que

I'=—[nls + [q]. (3-3)

De una manera méas general, en la literatura de leyes de conservacion escalares,
se dice que una solucién débil p de (1.4) es una solucién admisible si existe
una par de entropia (7, q) para el cual la desigualdad (3.2) es satisfecha por la
solucion débil.

En el capitulo anterior mencionamos la condicién de entropia generalizada
o de Oleinik (2.1), denotemos por

®(a; pr, pr) = [Pl(flapr + (1 = )pr) — af(pr) — (1 —a)f(pr))  (34)

para todo « € [0,1]. Entonces la condicién de entropia generaliza en términos
de @ es
®(a; pr,pr) > 0. (3.5)

La razén de produccién de entropia puede ser representada en la forma alterna:

1
D=~ [ if'(apr+ (1~ a)pu)B(asi . pr) do (3.6)
0
Derivamos (3.4) respecto de «, evaluando en 0 y 1 obtenemos

'(0: pr.pr) = (pr—pr)*(f'(pL)=5) v @' (Lipr.pr) = (pr—pL)*(f'(PR)—5)-

(3.7)
Supongamos que f(p) es genuinamente no lineal, f”/(p) # 0, entonces la condi-
ci6n de entropia de Lax (1.7) y la condicién de entropia generalizada (Oleinik)
son equivalentes. Ademaés se puede probar que

9" (a; pr,pr) = f"(apr + (1 — a)pL)(pr — pr)* # 0. (3.8)
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Si la densidad de entropia 7(p) es céncava (n”(p) < 0), entonces, la condicién
de entropia generalizada y la ecuacién (3.6) implican la “segunda ley” (3.2).

Supongamos que n(p) y f(p) son céncavas y que la “segunda ley” se cumple.
Observemos que (3.8) implica que:

(a) ®"(a;pr,pr) <0sipr > pL
(b) ®"(a;pr,pr) > 0sipr < pL

Sipr < pr, entonces ® es convexa en «, y como ®(0; pr, pr) = ®(1; pr, pr) =
0, se tiene que ®(«;pR,pr) < 0 para a € [0,1]. Por consiguiente, como 7
es concava, I' < 0. Esto contradice la “segunda ley”. Por lo tanto pr < pg,
entonces por (a): ®(«; pr, pr) es céncava y positiva para a € [0,1]. Asi, se
cumple la condicién de entropia generalizada y esta a su vez implica la condicién
de Lax.

En conclusién, dada una solucién débil, de la ecuacién (1.4) con flujo (1.3),
va a ser admisible segin el criterio de Lax, el de Oleinik o la “segunda ley” con
funcién de densidad de entropia (3.13) si y sélo si la condicién de “driver’s ride
impulse” (pr < pr) se cumple.

Ahora, lo que nos interesa es hacer algunos célculos para ver cudl es la
situacion de los criterios de admisibilidad cuando se considera la funcién de
flujo con cambio de convexidad (2.2).

La velocidad de una solucién débil de (1.4) dada por la relacién de Rankine-
Hugoniot es:

s = f(pgli:ZipL):pRipL((PR—?))QpR_(PL—3)2PL)

= ph+pi+preL —6(pr +pL) +9. (3.9)

Lo que nos interesa es comparar las derivadas f/(pr) y f'(pr) con la veloci-
dad caracteristica s. Entonces calculamos las diferencias entre tales cantidades,
obteniendo:

f'pr)—s = (pr—pr)(6—2pL — pr);
f'(pr) —s = (pr = pr)(—=6+ pr + 2pR). (3.10)

Luego, es claro que la condicién de entropia de Lax (1.7) se cumple si y sélo si
(pr — pL)(=6+ pr +2pR) < 0. (3.11)

Por otro lado, la condicién de entropia generalizada (3.4) aplicada a la
funcién de flujo (2.2) nos da la siguiente expresion:

(s pr,pr) = a(l—a)(pr —pr)*(6 = 2pL + apr — pr — apr)
= ol —a)¥(a; pr, pL); (3.12)

donde W(a; pr, pr) = (pr — pr)*(6 — 2p1 + pr) — alpr — pr)*.
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Es claro que ¥ como funcién de a, restringida al intervalo [0, 1], alcanza su
minimo en a = 1. Asf, la condicién de entropia generalizada (3.5) se cumple si
y solo s{ U(1; pg,pr) > 0, esto es:

(L pr,pr) = (pr—pr)°(6—2pL + pr) — (pr — pr)"*
= (pr—p1)? [(6 = 2oL — pr)(pr — pL) — (PR — pr)’]
= (pr—pL)? [P — 20% + pLPR + 6(pR — pL)]
= (pr —p1)’[(pr — PR)(2pr + pr — 6)] > 0

Entonces la condicion es :

(pL — pr)(2pR + pL — 6) >0,

que resulta ser la misma condicién (3.11).

En resumen, el criterio de admisibilidad de Lax y el de la condicién genera-
lizada de entropia son equivalentes sélo para la funcién de flujo con cambio de
convexidad (2.2); en general, para una funcién de flujo con cambios de convex-
idad arbitraria la aseveracién anterior no es cierta. En la figura 3.1 podemos
observar la regién del plano (pg, pr.) que corresponde a la desigualdad (3.11).

PL
N

pL = prL |

2.0 -

0.5 - -

0.0 Lo b b L |
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 PR

Figura 3.1: Valores de (pr, pr) admisibles por la condicién de (1.7) y (2.1).

A continuacién evaluamos la razén de produccion de la entropia (3.3) para
la funcién de flujo (2.2). Consideraremos la funcién de densidad de entropia

n(p) = —plogp (3.13)

restringida al intervalo [0, 1] en donde 7 es céncava y la denominaremos como
densidad entropia de Shannon y el flujo de entropia asociado

P 3
a(p) = / W) f (e = & =302 99~ [+ log(p)l(p — 3% (3.14)
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Entonces utilizando 7, ¢ del parrafo anterior y la velocidad caracteristica s
(3.9) tenemos:

L(pr,pL) = —[nlp)ls+ [q(p%]
= 3(pr =) — 3 (PR —rL)
+ log pR) pLpr (=6 +pL + pR). (3.15)
PL

En la figura (3.2) vemos la regién I'(pr, pr,) > 0 en el plano (pg, pr)-

PL
3.0F

25 =

20 =

~

0.5 !

0.0 ; N N N T N
0.0 0.5 1.0 15 20 25 30 PR

Figura 3.2: Valores de (pgr, pr,) admisibles por la condicién (3.2).

Comparando las figuras (3.1) y (3.2) es claro que hay choques admitidos por
la “segunda ley” que no son admitidos por las condiciones de Lax y de Oleinik.
Sin embargo, en ambos casos podemos observar que los valores admitidos de
PR, PL Mayores que p.. = 2 violan el “driver’s ride impulse”. En efecto, en
ambas figuras la regiéon sombreada a la derecha de la linea punteada es la
regién pr < pr. Por lo tanto, vemos que para valores de pgr, pr, > pcc los tres
criterios nos dan la misma conclusién.

Recordemos que el criterio de Gasser propone que la solucién sea un choque
puro en el caso pr, < pr. Como podemos ver en las figuras (3.1) y (3.2) el criterio
de Gasser coincide con los criterios de Lax, Oleinik y la “segunda ley” para
valores de pgr,pr < 2. Y para valores de pg, pr, > 2 la solucién seleccionada
por el criterio de Gasser no serd consistente con ninguno de los otros criterios.

El hecho de que, para valores de pr, pr, > pcc, s€ tenga la misma conclusién
con la “segunda ley” basada en la funcién de entropia de Shannon que cuando
se usa el criterio de Lax o de Oleinik, podria hacer pensar que la soluciéon
admitida en este caso es la que describe de manera correcta el flujo de trafico.
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)

Desgraciadamente, puede ser el caso que la “segunda ley” no sea aplicable
para modelos de trafico ya que el principio de disipacién depende enteramente
de la funcién de produccién de entropia la cual en este caso no surge del modela-
do de trafico. Y mas aun, puede ser erréneo usar una condicién de admisibilidad
motivada por la termodindmica.



Capitulo 4

Conclusiones

Los modelos de trafico del tipo Lighthill-Whitham (L-W) son una manera
cualitativa de estudiar el fenémeno de la evolucién del trafico tomando en
cuenta solamente la densidad de tréafico y el campo de velocidades.

Como pudimos observar es necesario tomar en cuenta una condicién adi-
cional, llamada condicién de entropia, para asegurar la unicidad de las solu-
ciones débiles. De hecho, dicha condicién es un criterio de admisibilidad de
soluciones débiles y complementa el modelo de trafico tipo L-W.

Para la funcién de flujo céncava (1.3), considerando problemas de Riemann,
se estudiaron situaciones de trafico comunes como un embotellamiento y el cam-
bio de luz roja a verde en un semaforo. En ambos ejemplos se observd que el
modelo del tipo L-W junto con la condicién de “driver’s ride impulse” describe
de manera adecuada situaciones reales de trafico y de hecho las soluciones selec-
cionadas por el “driver’s ride impulse” coinciden con las soluciones entrépicas.

En el cambio de luz en el seméforo, la solucién entrépica es una onda de
rarefaccién (Fig. 1.1), lo que significa que los conductores que empiezan con
velocidad cero y que avanzan hacia trafico menos denso, suavizan la discon-
tinuidad inicial en la densidad.

En el caso del embotellamiento encontramos que la soluciéon entrépica es
una onda de choque clasica (Fig. 1.2), las cual representa el hecho de que
los conductores al ver un embotellamiento mas adelante en el camino siguen
conduciendo hasta llegar a él. Es decir, los conductores no dejan decrecer la
densidad del tréfico, que es precisamente la esencia del “driver’s ride impulse”.

En el caso de una funcién de flujo més realista, con cambios de convexidad,
las soluciones entrépicas del modelo estan en contradiccién con el movimiento
real del flujo de trafico. Por tal motivo se describié y analizé el criterio de
Gasser, que es un criterio a nivel de problemas de Riemann para seleccionar
soluciones alternativas al modelo de L-W que sean razonables en el contexto
del flujo de trafico.
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Se analizaron ejemplos tipicos del flujo de tréafico, el “bump” y el “clus-
ter”, se compararon las soluciones obtenidas por el criterio de Gasser con las
soluciones entrépicas y se observé que esta condicién selecciona soluciones que
describen de manera acertada situaciones reales de flujo de trafico.

El ejemplo del “bump” describe una situacién muy familiar para todo con-
ductor, el encontrar un tope u obstaculo el camino, lo cual se traduce en un
aumento de la densidad en un intervalo cercano al obstaculo. Para el “bump”
(Fig. 2.1 ) se analizaron dos casos para las condiciones iniciales: uno en que
los datos iniciales se consideraron en el régimen de alta densidad y otro donde
la densidad minima es tomada en los niveles de baja densidad. Los resultados
obtenidos son:

» Caso (Pmaz, Pmin > Pec): La solucién entrépica consta de una onda de
rarefaccion centrada en x = 0 y una onda de choque en x = 1. Después
de cierto tiempo las ondas interactiian, el “bump” pierde su estructura y
desaparece (Fig.2.2).

En cambio, la solucién alternativa usando el criterio de Gasser consta de
dos ondas de choque, una en x = 0 y la otra en z = 1. Ambas tienen la
misma velocidad, por lo que nunca interactian y la estructura inicial del
“bump” se conserva en el tiempo.

» Caso (Pmaz > Pec > Pmin): La solucién entrépica consta de dos ondas
tipo choque/rarefaccién, centradas en x = 0 y « = 1. Después de un
tiempo finito las ondas interactian y el “bump” desaparece.

Usando el criterio de admisibilidad Gasser obtenemos una onda de choque
en z = 0 y un onda tipo choque/rarefacciéon en x = 1. Nuevamente las
ondas interactiian y el “bump” desaparece (Fig.2.3).

En conclusion el “bump” es una situacion que es persistente en el tiempo sola-
mente en el régimen de alta densidad. Lo cual tiene sentido, pues si inicialmente
hay pocos coches antes del tope, el aumento de la densidad al llegar al tope no
serd suficiente para mantener el nivel de densidad alta y pronto la estructura
inicial desaparecera.

En el ejemplo del “cluster”, esperamos que el nivel de alta densidad (p =
Pmaz) COnserve su tamafio o inclusive aumente [Ker]. Los resultados son los
siguientes:

= Las solucién entrépica consiste en dos ondas tipo choque/rarefaccién y
una onda de choque clésica, centradas en ¢ = 0, z = 1 y en ¢ = 2
respectivamente. En un tiempo finito las ondas interactian y el cluster
desaparece.

= La solucién alternativa del criterio de Gasser consta de una onda de
choque pura en z = 0, una onda tipo choque/rarefaccién en x = 1 y una
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onda de choque clésica en x = 2. Las ondas de choque en £ = 0 y en
x = 1 tienen la misma velocidad por lo que nunca interactian (Fig. 2.5).
Por lo tanto el “cluster” se conserva en el tiempo.

En base a estos resultados, concluimos que el criterio de Gasser selecciona
soluciones al modelo de trafico tipo L-W que describen de manera correcta, a
nivel cualitativo, el fenémeno del flujo de trafico.

Motivado por el hecho de que las leyes de conservaciéon tienen su origen
en la dindmica de gases, Knowles [Kn| propone un criterio de admisibilidad
de soluciones que hace mimica de la segunda ley de la termodinamica. Dicho
criterio se define en términos de una funcién de densidad de entropia y lo
denominamos simplemente como “segunda ley”.

Se comparé el criterio de la “segunda ley” con los criterios de admisibilidad
de Lax y de Oleinik encontrando que para el caso de una funcién de flujo
céncava los tres criterios son equivalentes. Ademas una solucién es admisible
segin cualquiera de los tres criterios antes mencionados si y sélo si la condicion
de “driver’s ride impulse” se cumple.

Para el caso de la funcién de flujo con cambio de convexidad (2.2) se
probé que el criterio de Lax es equivalente al criterio Oleinik, pero tinicamente
para la funcién (2.2), en general los dos criterios no son equivalentes.

Se uso la funcién de densidad de entropia de Shannon, para calcular la
produccién de entropia de la funcién (2.2), concluyendo que la “segunda ley”
admite més soluciones que los criterios de Lax y Oleinik.

Por otra parte, observamos que, para la funcién de flujo (2.2) y valores ini-
ciales pr, pr > 2, las soluciones admitidas tanto por la “segunda ley”, como por
los criterios de Lax y de Oleinik violan la condicién de “driver’s ride impulse”.

En conclusién, las soluciones seleccionadas por el criterio de Gasser no son
consistentes con “la segunda ley”. Sin embargo, la “segunda ley” depende de la
funcién de Shannon, lo cual limita la relevancia de los resultados en el contexto
del tréafico, pues, dicha funcién no esta motivada por el modelado del trafico.

Ademis puede ser el caso que un criterio como el de la “segunda ley” no sea
aplicable a un modelo de tréafico tipo L-W.

Cabe recalcar que el criterio de Gasser, ain cuando no esta justificada su
motivacion, selecciona soluciones al modelo de L-W que describen de manera
adecuada, a nivel cualitativo, situaciones reales del flujo de trafico, como se
vi6 en los ejemplos estudiados.

Por 1ltimo, es clara la necesidad de encontrar un criterio de admisibilidad de
soluciones al modelo de L-W que este caracterizado totalmente por el fenémeno
del tréfico.
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