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Caṕıtulo 1

Introducción

La ecuación de sine-Gordon,

'tt � 'xx + sin' = 0, (1.0.1)

aparece en diversos contextos y ha sido estudiada de manera extensa en la li-
teratura [5, 11]. Algunas de las soluciones más importantes de la ecuación de
sine-Gordon tienen forma de onda viajera, entre las que destacan los “kinks”.
Estos corresponden a curvas heterocĺınicas en el espacio fase y conectan dos
equilibrios asintóticamente (véase, por ejemplo, Drazin [5]). Otras soluciones
fundamentales tienen forma de ondas periódicas, que pueden ser periódicas en
momento y en posición (ondas libracionales), o periódicas sólo en el momento
(ondas rotacionales), y que corresponden a órbitas periódicas en el espacio
fase dentro de separatrices, en el primer caso, y a ondas periódicas en la deri-
vada por afuera de las separatrices, en el segundo caso, véase: Jones et al. [7].

Recientemente, Fiore et al. [3, 6], estudiaron la ecuación de sine-Gordon
modificada,

'tt � 'xx + sin'+ ↵'t + � = 0 x 2 R, (1.0.2)

donde ↵ � 0 y � > 0 son constantes y representan un término de amorti-
guamiento y de forzamiento, respectivamente. Esta ecuación representa un
modelo más completo de, por ejemplo, el fenómeno de superconducción en
juntas de Josephson (véase [1, 2, 8, 12] y las referencias que ah́ı se mencio-
nan). En otras palabras, la ecuación original de sine-Gordon (1.0.1) es una
aproximación de (1.0.2). Ambas ecuaciones (1.0.1) y (1.0.2) son, por simpli-
cidad, con velocidad de la luz c

2 ⌘ 1.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3

Mediante argumentos perturbativos, es decir, suponiendo que 0 < ↵, � ⌧ 1
son pequeños, es posible extrapolar la existencia de soluciones de la ecuación
original de sine-Gordon (1.0.1) a la ecuación modificada (1.0.2). De hecho,
los planos fase de ambas ecuaciones son topológicamente equivalentes para
valores pequeños de estos parámetros, véase: Jones et al. [7].

En contraste, un descubrimiento importante de Fiore y colaboradores es
la existencia de soluciones de tipo onda viajera para valores arbitrarios de los
parámetros ↵ y � (en la ĺınea real o en el ćırculo). En [6], los autores demostra-
ron que existe una región en el espacio 2-dimensional de los parámetros (↵, �)
en la que existen soluciones de tipo onda viajera que combinan a los “kinks”
con ondas periódicas, denominadas por sus autores como medio arreglo de

“kinks”. Estas soluciones se componen de un “kink” acoplado de manera C
1

con una onda rotacional que es periódica en el momento pero no en posición
(arreglo de “kinks”); en la figura 1.1 podemos ver la forma de un ‘kink” y un
arreglo de “kinks”, y en la figura 1.2 podemos ver como se tendŕıa que ver la
nueva solución. Con el fin de entender más sobre la existencia de esta nueva
solución, en esta tesina se estudiará el articulo [6] extrayendo la información
espećıfica del medio arreglo de “kinks”.
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Figura 1.1: Soluciones de la ecuación sine-
Gordon.
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Figura 1.2: Nueva solución para la ecua-
ción sine-Gordon modificad (en linea conti-
nua en azul).



Caṕıtulo 2

Análisis asintótico de las

soluciones

En este trabajo vamos a tomar soluciones que respeten el principio de
mı́nima enerǵıa, para eso, asociaremos un problema vacacional a la ecuación
(1.0.2). Una vez descartados los casos que no respeten el principio, tomare-
mos soluciones de tipo onda viajera. Al tomar estas soluciones, el problema
original en derivadas parciales pasa a ser una ecuación ordinaria de segun-
do orden y posteriormente un sistema de dos ecuaciones ordinarias. En este
caṕıtulo, analizaremos el comportamiento asintótico de las soluciones de di-
cho sistema.

2.1. Forma variacional

Algunos de los problemas f́ısicos que se estudian con esta ecuación cum-
plen que, de manera asintótica, las soluciones tienen derivada respecto a t

convergente a cero, véase e.g. [1]; entonces para tiempos grandes el problema
(1.0.2) es equivalente a

'tt � 'xx + sin'+ � = 0, x 2 R, (2.1.1)

A este problema le podemos asociar el funcional

I['] =

Z 1

�1

Z 1

0

h(x, t,','x,'t)dtdx. (2.1.2)

donde h := 1
2 ['

2
t � '

2
x] + �' � cos' + K y la definimos como la densidad

de enerǵıa. Tener h definida de esa manera permite relacionar los puntos
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS ASINTÓTICO DE LAS SOLUCIONES 5

cŕıticos de (2.1.2) con las soluciones de (2.1.1), (véase [9] para cálculos simi-
lares). Tenemos dos tipos de soluciones constates para (2.1.1), 's, 'u, ambas
satisfacen la ecuación

sin x = ��,

entonces, si �  1,

x =

⇢
'
s = 2⇡ � sin�1

� + 2⇡k
'
u = ⇡ + sin�1

� + 2⇡,
(2.1.3)

donde k 2 Z. Nótese que si definimos la función F (x) := �x�cos x, podemos
comprobar que '

s es un mı́nimo local de F y '
u es un máximo local de F,

ya que

cos x =

⇢
cos's � 0,
cos'u  0.

Por lo tanto, h(x, t,'s
, 0, 0) � K  h(x, t,'u

, 0, 0) � K. '
s debeŕıa de ser

un mı́nimo local de de h; en este sentido, diremos que '
s es estable, y '

u

debeŕıa ser un máximo local de h, en el caso de 'u diremos que es inestable.
Por lo tanto, definimos K := cos's��'

s para que la estabilidad sea cuando
h = 0, (véase e.g. [1]). En resumen, en el problema original (1.0.2), si tenemos
soluciones que convergen a una constante, podemos clasificar según a que
constante converjan. En este trabajo vamos a descartar las soluciones que
converjan a una constante inestable.

2.2. Soluciones de tipo onda viajera

Buscando un argumento no perturvativo se reemplaza la ecuación (1.0.2)
con el ansatz estándar de onda viajera, a saber,

⇠ := ±x� t, '(x, t) = g(⇠), si ⌫ = ±1,

⇠ := �sign(⌫) x�⌫tp
⌫2�1

, '(x, t) = �g(⇠), si ⌫
2
> 1,

⇠ := sign(⌫) x�⌫tp
1�⌫2

, '(x, t) = g(⇠)� ⇡, si 0 < ⌫
2
< 1,

⇠ := x, '(x, t) = g(⇠)� ⇡, si ⌫ = 0.

(2.2.1)

Donde la velocidad de propagación ⌫ es constante.
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Nota 2.2.1. Para el caso ⌫ = ±1, los autores del articulo [6] definen el

ansatz estándar de onda viajera como

⇠ := ±x� t, '(x, t) = g(⇠)� ⇡, si ⌫ = ±1.

Por otra parte, los autores en [3] lo definen como aparece en la definición

(2.2.1), de cualquier forma, con un análisis simétrico, podemos concluir un

comportamiento similar de las soluciones para este caso.

En el caso luminal, ⌫ = ±1,

'(x, t) = g(⇠) = g(±x� t),

lo que implica que

't(x, t) = �g
0(±x� t), 'tt(x, t) = g

00(±x� t),

'x(x, t) = ±g
0(±x� t), 'xx(x, t) = g

00(±x� t).

Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos la ecuación

g
00 � g

00 + sin(g)� ↵g
0 + � = 0.

Por lo tanto,

↵g
0 = � + sin(g). (2.2.2)

Aqúı podemos ver que existen soluciones constantes c que responden a la
ecuación sin(c) = ��. Si �  1, las soluciones son

c =

⇢
'
s = 2⇡ � sin�1

� + 2⇡k
'
u = ⇡ + sin�1

� + 2⇡.

Para soluciones no constantes, primero supongamos � < 1. El mapeo g(⇠) es
invertible cuando g 2 ('u

,'
s). Para ⇠0 2 g

�1 [('u
,'

s)] fijo, si ⇠ esta en una
vecindad abierta de ⇠0 contenida en g

�1 [('u
,'

s)] , entonces, por el teorema
de cambio de variable y el de la función inversa, tenemos lo siguiente,

⇠ � ⇠0 =

Z ⇠

⇠0

ds =

Z g(⇠)

g(⇠0)

�
g�1

�0
(t)dt =

Z g(⇠)

g(⇠0)

↵dt

� + sin g (g�1(t))
=

Z g(⇠)

g(⇠0)

↵dt

� + sin t
.



CAPÍTULO 2. ANÁLISIS ASINTÓTICO DE LAS SOLUCIONES 7

Si g(⇠) se aproxima a 'u = ⇡ + sin�1 � o a 's = 2⇡ � sin�1 �, en cualquiera de
los dos casos, el denominador tiende a 0 por la izquierda. Entonces, la integral
diverge a �1 si g(⇠0) < g(⇠) y diverge a 1 si g(⇠) < g(⇠0). Al ser invertible g,
podemos concluir que, si ⇠ tiende a �1, entonces g(⇠) tiende a 's y, si ⇠ tiende
a 1, entonces g(⇠) tiende a 'u. Por lo tanto, ' pasa de un estado de mı́nima a
máxima enerǵıa a lo largo del tiempo. Como lo mencionamos en la sección anterior,
descartamos este caso.

Si � = 1, las soluciones constantes son

c =

⇢
'
s = 2⇡ � ⇡/2 + 2⇡k

'
u = ⇡ + ⇡/2 + 2⇡.

Haciendo un análisis análogo al caso anterior, podemos concluir que ' pasa
de un estado de mı́nima a máxima enerǵıa a lo largo del tiempo. Por lo tanto,
este caso también se descarta.

Si � > 1,

⇠0 � ⇠ = ↵

Z g

g0

ds

� + sin s
,

es una función ⇠(g) que es estrictamente monótona para toda g y pseudo-
periódica para toda g. En este caso la función ⇠(g) siempre es invertible,
entonces la función g(⇠) cumple que es estrictamente monótona y pseudope-
riódica para toda ⇠. Por lo tanto, las soluciones en este caso se ven con las
condiciones necesarias para un arreglo de “kinks” u oda rotacional, ([7]).

Para encontrar la solución medio arreglo de “kinks” supondremos ⌫ 6= ±1.
En el caso superluminal, ⌫2

> 1,

'(x, t) = �g(⇠) = �g(�sign(⌫) x�⌫tp
⌫2�1

),

lo que implica que

't(x, t) = �sign(⌫)g0(�sign(⌫) x�⌫tp
⌫2�1

) ⌫p
⌫2�1

, 'tt(x, t) = �g00(�sign(⌫) x�⌫tp
⌫2�1

) ⌫2

⌫2�1 ,

'x(x, t) = sign(⌫)g0(�sign(⌫) x�⌫tp
⌫2�1

) 1p
⌫2�1

, 'xx(x, t) = �g00(�sign(⌫) x�⌫tp
⌫2�1

) 1
⌫2�1 .
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Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos

�g00
⌫2

⌫2 � 1
+ g00

1

⌫2 � 1
+ sin(�g) + ↵(�sign(⌫)g0

⌫p
⌫2 � 1

) + � = 0.

Simplificando lo anterior

�g00 � sin(g)� |⌫|↵p
⌫2 � 1

g0 + � = g00 +
|⌫|↵p
⌫2 � 1

g0 + sin(g)� � = 0.

Por lo tanto,

g
00 +

↵p
1� ⌫�2

g
0 + sin(g)� � = 0. (2.2.3)

En el caso subluminal, 0 < ⌫
2
< 1,

'(x, t) = g(⇠)� ⇡ = g(sign(⌫) x�⌫tp
1�⌫2

)� ⇡,

lo que implica que

't(x, t) = �sign(⌫)g0(sign(⌫) x�⌫tp
1�⌫2

) ⌫p
1�⌫2

, 'tt(x, t) = g00(sign(⌫) x�⌫tp
1�⌫2

) ⌫2

1�⌫2 ,

'x(x, t) = sign(⌫)g0(sign(⌫) x�⌫tp
1�⌫2

) 1p
1�⌫2

, 'xx(x, t) = g00(sign(⌫) x�⌫tp
1�⌫2

) 1
1�⌫2 .

Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos

g00
⌫2

1� ⌫2
� g00

1

1� ⌫2
+ sin(g � ⇡) + ↵(�sign(⌫)g0

⌫p
1� ⌫2

) + � = 0.

Simplificando lo anterior

�g00 � sin(g)� |⌫|↵p
1� ⌫2

g0 + � = g00 +
|⌫|↵p
1� ⌫2

g0 + sin(g)� � = 0.

Por lo tanto,

g
00 +

↵p
⌫�2 � 1

g
0 + sin(g)� � = 0. (2.2.4)

En el caso estacionario, ⌫ = 0,

'(x, t) = g(⇠)� ⇡ = g(x)� ⇡,
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lo que implica que:

't(x, t) = 0, 'tt(x, t) = 0,

'x(x, t) = g
0(x), 'xx(x, t) = g

00(x).

Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos

�g
00 + sin(g � ⇡) + � = 0.

Simplificando lo anterior,

�g
00 � sin(g) + � = g

00 + sin(g)� � = 0.

Por lo tanto,
g
00 + sin(g)� � = 0. (2.2.5)

Cada uno de los tres casos anteriores, (superluminal, subluminal y esta-
cionario), concluye en una ecuación diferencial ordinaria diferente, pero se
pueden escribir en una sola observando lo siguiente. Vamos a definir la fun-
ción U(g) := �(cos(g) + �g), para � 2 R, y la variable µ := ↵p

|⌫�2�1|
, con

⌫ 6= 0 y ↵  0. Aśı podemos escribir la ecuación

g
00 + µg

0 + Ug(g) = 0, ⇠ 2 R. (2.2.6)

Tomando ↵ 6= 0, (2.2.3) y (2.2.4) son casos particulares de (2.2.6), y, si
↵ = 0 en (2.2.6), recuperamos (2.2.5). Entonces, nuestro problema se reduce
al análisis de (2.2.6). Por definición, U tiene tantos mı́nimos y máximos
locales como números enteros, sean g

m
k los mı́nimos y g

M
k los máximos, para

toda k 2 Z. Más adelante hablaremos mas de estos valores. Antes, hablemos
de la enerǵıa total del sistema, esta está definida como la suma de la enerǵıa
potencial más la enerǵıa cinética, es decir,

e(g, g0) := g02

2 + U(g). (2.2.7)

De manera local
e >

g02

2 + U(gmk ) > U(gmk ), (2.2.8)
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para todo k 2 Z y también, analizando a la enerǵıa como función del tiempo,
tenemos que

de
d⇠ = 2g0 g

00

2 + Ug(g)g
0 = g

0(g00 + Ug(g)) = g
0(�µg

0) = �µg
02  0. (2.2.9)

En conclusión, la enerǵıa total es decreciente y acotada por abajo para todo
k 2 Z.

La ecuación (2.2.6) es una ecuación de segundo orden que, al definir u :=
g
0
, obtenemos un sistema de dos ecuaciones de primer orden, es decir,

g
0 = u

u
0 = �µu� sin(g) + �.

(2.2.10)

Entonces, el análisis de (2.2.6) es equivalente al análisis del sistema de ecua-
ciones (2.2.10). Para este último podemos identificar sus puntos de equilibrio
en el retrato fase (g, u), e interpretar el comportamiento asintótico, es decir,
su estabilidad.

2.3. Comportamiento de las soluciones en in-

finito

En lo siguiente supongamos que g es solución de (2.2.6) y estudiaremos las
soluciones con derivada acotada, es decir, solo nos interesan las soluciones de
(2.2.10) con u acotada. Dicho esto, veamos que si µ 6= 0, el comportamiento
de g en infinito depende de si existe, o no, un tiempo ⇠ para el cual g(⇠) = g

M
k .

Lema 2.3.1. Sea µ 6= 0. Si no existe ningún tiempo ⇠ tal que g(⇠) sea un

máximo local de U , entonces

g
0(⇠) ! 0 si ⇠ ! �1, g

0(⇠) ! 0 si ⇠ ! 1. (2.3.1)

Demostración. Si no existe ningún tiempo ⇠ tal que g(⇠) sea máximo de U,

necesariamente g 2 (gMk�1, g
M
k ). Por otra parte, el punto (gmk , 0) es un punto

critico del sistema (2.2.10), la forma de encontrar estos puntos cŕıticos se
explica con más detalle en el siguiente caṕıtulo.
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Dicho lo anterior, sea e la enerǵıa total como la definimos en la identidad
(2.2.7) y tomamos la función L(g, u) := e(g, u) � U(gmk ) que es función de
Lyapunov, (véase e.g. [4]), ya que

1. L(gmk , 0) = 0, por ser gmk valor critico de U.

2. L(g, u) > 0 por la desigualdad (2.2.8).

3. Por ultimo L(g,u)
d⇠ < 0 por la desigualdad (2.2.9).

Por lo tanto, (gmk , 0) es estable. Entonces

g
0(⇠) ! 0 si ⇠ ! 1.

Ahora, si multiplicamos g
0 a (2.2.6) e integramos en el intervalo [⇠, ⇠̄],

tenemos

1
2g

02(⇠) = 1
2g

02(⇠̄) +
⇥
U(g(⇠̄))� U(g(⇠))

⇤
+ µ

Z ⇠̄

⇠

g
02(s)ds. (2.3.2)

Sea I(⇠) :=
R ⇠̄

⇠ g
02(s)ds. Claramente I es una función no negativa y monóto-

na, ya que el integrando es positivo. Supongamos que I(⇠) diverge a infinito
cuando ⇠ decrece a �1. Por (2.3.2) y recordando que g 2 (gMk�1, g

M
k ), po-

demos concluir que g
0 diverge a infinito cuando ⇠ decrece a �1. Entonces

si buscamos soluciones con g
0 = u acotada, concluimos que I(⇠) es acota-

da cuando ⇠ decrece a �1. Por definición de I, su integrando (g02), que es
positivo, debe converger a cero cuando ⇠ tiende a �1. Por lo tanto,

g
0(⇠) ! 0 si ⇠ ! �1.

Proposición 2.3.1. Dadas las mismas hipótesis del lema 2.3.1 y suponien-

do que existe ⇠̄ tal que g
0(⇠̄) < 0, (desplazamiento de la part́ıcula hacia la

izquierda), tenemos que

g(⇠) ! g
M
k o g

M
k�1 si ⇠ ! �1, g(⇠) ! g

m
k si ⇠ ! 1. (2.3.3)

Demostración. Supongamos que ⇠ tiende a ±1, por el lema 2.3.1, g0 tiende
a cero, esto implica que g tiende a una constante, en consecuencia � sin g+�

también tiende a una constante, llamémosle k. La ecuación (2.2.6) combinada
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con lo anterior nos dice que g
00 tiende a �k, como g

0 tiende a cero, entonces
k tiene que ser cero. Por lo tanto, de nuevo por la ecuación (2.2.6), Ug(g)
tiende a cero. Y en consecuencia, si ⇠ ! ±1, g ! {gMk�1, g

m
k , g

M
k }.

Supongamos que si ⇠ ! �1, entonces g ! g
m
k . La desigualdad (2.2.9)

nos dice que e(⇠) tiene que ser una función constante o decreciente. Para
este problema descartamos el caso constante, porque genera una solución
constante g. Por otra parte, por la definición de e y (2.3.1),

ĺım
⇠!�1

e = U(gmk ).

Por lo tanto, U(gmk ) � e. Esto último, en combinación con (2.2.8), nos per-
mite concluir que e es la constante U(gmk ), entonces g es constante y, como lo
mencionamos antes, descartamos ese caso. Por lo tanto, concluimos el primer
ĺımite de (2.3.3).

Por ultimo, supongamos que g ! g
M
k cuando ⇠ ! �1. Como e es

decreciente y los máximos de U son decrecientes, por lema 2.3.1, tenemos
que g ! g

m
k cuando ⇠ ! 1. Por otra parte, supongamos que si ⇠ ! �1,

entonces g ! g
M
k�1. Gracias, otra vez, e es decreciente y los máximos de U

son decrecientes, tenemos dos opciones cuando ⇠ ! 1, una es g ! g
M
k , y la

otra es g ! g
m
k . Pero la existencia de ⇠̄ nos impide continuar la trayectoria

hasta g
M
k . Por lo tanto, concluimos el segundo ĺımite de (2.3.3).

Dado que g
m
k y g

M
k , son el mı́nimo y el máximo respectivamente de la

función U(g), por el criterio de primera derivada, satisfacen la ecuación

sin g = �

y por el criterio de la segunda derivada,

g
m
k = sin�1

�+2⇡k
g
M
k = ⇡ � sin�1

�+2⇡k.

Si ⌫2
> 1, estos puntos cŕıticos en la variable original ' seŕıan,

'(gmk ) = � sin�1
��2⇡k

'(gMk ) = �⇡ + sin�1
��2⇡k,
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soluciones estables e inestables respectivamente, según (2.1.3).

Si ⌫2
< 1, tendŕıamos,

'(gmk ) = �⇡ + sin�1
�+2⇡k

'(gMk ) = � sin�1
�+2⇡k,

soluciones inestables y estables respectivamente, según (2.1.3).

Observación 2.3.1. El caso de convergencia a g
m
k provoca una solución

inestables en el sistema original, si ⌫
2
< 1. Entonces, para ⌫

2
< 1, vamos a

tomar la solución g tal que

g(⇠) ! g
M
k�1 si ⇠ ! �1, g(⇠) ! g

M
k si ⇠ ! 1, (2.3.4)

que es el único candidato a solución estable cuando no existe ningún tiempo

⇠ tal que g(⇠) sea un máximo local de U . Y son condiciones necesarias para

un “kink”, (ver [5]).

Lema 2.3.2. Si existe ⇠k tal que g(⇠k) = g
M
k y g

0(⇠k) = 0 para k 2 Z,
entonces g(⇠) es constante para toda ⇠.

Demostración. Primero supongamos ⇠  ⇠k. Si g0(⇠k) = 0, entonces, por la
definición (2.2.7), e(⇠k) = U(g(⇠k)). Ahora, g(⇠k) = g

M
k es el máximo de la

enerǵıa potencial, y como g
0(⇠k) = 0, ⇠k es máximo de la enerǵıa total, es

decir,

U(g(⇠k)) �
g
0(⇠)2

2
+ U(g(⇠)), 8⇠ 2 R. (2.3.5)

También, la expresión (2.2.9) nos dice que e es decreciente. Si ⇠ esta a la
izquierda de ⇠k,

g
0(⇠)2

2
+ U(g(⇠)) � U(g(⇠k)). (2.3.6)

Entonces, combinando (2.3.5) y (2.3.6), tenemos que

g
0(⇠)2

2
+ U(g(⇠)) = U(g(⇠k)) = U(gMk ) 8⇠  ⇠k.
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Ahora, si suponemos que ⇠k  ⇠. Escribamos la expresión (2.3.2) en el
intervalo [⇠k, ⇠], es decir,

0 = 1
2g

02(⇠) + [U(g(⇠))� U(g(⇠k))] + µ

Z ⇠

⇠k

g
02(s)ds.

Despejando 1
2g

02(⇠), obtenemos que

1
2g

02(⇠) = [U(g(⇠k))� U(g(⇠))]� µ

Z ⇠

⇠k

g
02(s)ds.

Entonces sustituyendo en la definición de enerǵıa total (2.2.7), tenemos que

e(⇠) = U(g(⇠k))� µ

Z ⇠

⇠k

g
02(s)ds.

Aqúı podemos ver que logramos escribir a la enerǵıa total como la máxima
enerǵıa potencial menos algo que solo depende la enerǵıa cinética, entonces
e tambien es constante cuando ⇠k  ⇠.

En consecuencia,
g
0(⇠) = 0 8⇠ 2 R.

Por lo tanto, g(⇠) es constante para toda ⇠.

Como lo vimos al principio de este capitulo en las soluciones de (2.2.2),
las soluciones constante no son relevantes para esta trabajo.

Lema 2.3.3. Si existe ⇠k tal que g(⇠k) = g
m
k y g

0(⇠k) = 0 para k 2 Z,
entonces g es constante para toda ⇠k  ⇠.

Demostración. Notemos que, por (2.2.8), si g(⇠k) = g
m
k , ⇠k es mı́nimo de e.

Aqúı la prueba se vuelve análoga al lema anterior.

Proposición 2.3.2. Si existe ⇠k tal que g(⇠k) = g
M
k y g

0(⇠k) < 0 para k 2 Z,
entonces,

g(⇠) ! 1 si ⇠ ! �1 y g
0(⇠) ! �1 si ⇠ ! �1. (2.3.7)
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Demostración. Por definición de U y g
M
k , tenemos que

U(gMk ) > U(g), 8g > g
M
k .

Entonces,
U(gMk )� U(g) > 0 8g > g

M
k . (2.3.8)

En primer lugar, sea ⇠ < ⇠k. Por (2.3.2) y (2.3.8), tenemos que

1
2g

02(⇠) = 1
2g

02(⇠k) +
⇥
U(g(⇠̄))� U(g(⇠))

⇤
+ µ

R ⇠k
⇠ g

02(s)ds
>

1
2g

02(⇠k).

Por lo tanto, |g0(⇠)| > |g0(⇠k)|, 8⇠ < ⇠k. Entonces, como g
0(⇠k) < 0, con-

cluimos que
g(⇠) ! 1 si ⇠ ! �1.

Ahora, U tiene máximos decrecientes, por definición. Por lo anterior y la
ecuación (2.3.2) tenemos que g

02(⇠k) es creciente cuando k ! �1. Por lo
tanto,

g
0(⇠) ! �1 si ⇠ ! �1.

Las soluciones con esta propiedad son inestable en el espacio fase (g, g0).
Para fines de este trabajo vamos a descartar este tipo de soluciones.

Proposición 2.3.3. Si existe ⇠k tal que g(⇠k) = g
M
k para k 2 Z y siempre

que exista se tiene que g
0(⇠k) > 0, entonces,

o bien g(⇠) ! �1 si ⇠ ! �1 y g(⇠) ! 1 si ⇠ ! 1,

o bien g(⇠) ! g
M
l , g

m
l si ⇠ ! �1 y g(⇠) ! 1 si ⇠ ! 1,

(2.3.9)
para l < k.

Demostración. Claramente existe una vecindad alrededor de ⇠k donde g0(⇠) >
0 para ⇠ miembro de dicha vecindad. Veamos que esa vecindad es R, es decir,
g(⇠) es una función estrictamente creciente.

Buscando una contradicción, tomemos ⇠̄ el primero a la izquierda después
de la vecindad que cumple que g0(⇠̄) = 0 y ¯̄

⇠ de manera análoga a la derecha,
es decir, g0( ¯̄⇠) = 0. Por simplicidad definamos ḡ := g(⇠̄), gk := g(⇠k) = g

M
k

y ¯̄g := g( ¯̄⇠). Análogamente para sus derivadas evaluadas en dichos puntos,
ḡ
0
, g

0
k,
¯̄g0, ḡ00, g00k y ¯̄g00.
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Observación 2.3.2. Sabemos que ⇠̄ < ⇠k <
¯̄
⇠ y, por el comportamiento de

la derivada de g, tenemos que ḡ < gk < ¯̄g.

Observación 2.3.3. Como ḡ
0 = ¯̄g0 = 0, la ecuación (2.2.6) permite tener

las siguientes igualdades

�Ug(ḡ) = ḡ
00
, �Ug(¯̄g) = ¯̄g00.

Observación 2.3.4. Sabemos que g
0
> 0 cuando ⇠ 2

⇣
⇠̄,

¯̄
⇠

⌘
y ḡ

0 = ¯̄g0 = 0.

Por continuidad de g
00
, ḡ

00 � 0 y ¯̄g00  0.

En este punto, vamos a destacar dos casos: (a) para todo ⇠ 2
h
⇠̄,

¯̄
⇠

i
con

⇠ 6= ⇠k, Ug(g(⇠)) 6= 0. (b) existe ⇠0 2
h
⇠̄,

¯̄
⇠

i
con ⇠0 6= ⇠k, tal que Ug(g(⇠)) = 0.

Caso (a). Como gk es máximo de U, Ug(ḡ) > 0 y Ug(¯̄g) < 0, entonces, por
la observación 2.3.3, ḡ00 < 0 y ¯̄g00 > 0. Pero esto contradice la observación
2.3.4. Por lo tanto, sólo nos queda el caso (b).

Caso (b). En contraste con el caso (a), puede pasar, o no, que Ug(ḡ) > 0
y Ug(¯̄g) < 0. Entonces, para no llegar a la misma contradicción supongamos
sin perdida de generalidad, que Ug(ḡ)  0 y Ug(¯̄g) � 0.

Si Ug(¯̄g) � 0, por la observación 2.3.2, en una vecindad a la derecha de
¯̄
⇠, la función U(g(⇠)) es creciente en función de ⇠. Este comportamiento de
U hace que e en la definición (2.2.7) sea estrictamente creciente. Pero ya
hab́ıamos hecho la observación de que e es decreciente, es decir, es una con-
tradicción con (2.2.9).

Finalmente, supongamos que Ug(ḡ)  0. Si Ug(ḡ) = 0, ḡ 2 {gMk , g
m
k }, lo

cual no puede pasar por las hipótesis g0(⇠k) > 0 y los resultados de los lemas
2.3.2 y 2.3.3. Por lo tanto, Ug(ḡ) < 0. Por la observación 2.3.2 y la observa-
ción 2.3.3, en una vecindad a la izquierda de ⇠̄, g

0(⇠) < 0. Supongamos que
⇠
⇤
< ⇠̄ es el más cercano a ⇠̄ que cumpla que g0(⇠⇤) = 0, tiene que ocurrir que

g
00(⇠⇤) < 0, entonces, por la observación 2.3.3, Ug(⇠⇤) > 0. Por lo tanto, existe

⇠ 2 (⇠⇤, ⇠̄) tal que g(⇠) = g
M
l y g

0(⇠) < 0, lo cual resulta en otra contradicción.

Entonces podemos concluir que para toda ⇠ 2 R, g0(⇠) > 0. A su vez, como
las trayectorias en el espacio fase pueden iniciar en un punto estacionario,
tenemos (2.3.9).



CAPÍTULO 2. ANÁLISIS ASINTÓTICO DE LAS SOLUCIONES 17

En los casos de la expresión (2.3.9), podemos notar que el primer caso
es una configuración que presenta una solución del tipo arreglo de“kinks” o
onda rotacional, (ver [7]).

El segundo caso, representaŕıa una combinación de un “kink” por la iz-
quierda y un arreglo de“kinks” por la derecha. En conclusión, la proposi-
ción 2.3.3 nos dice que puede existir un medio arreglo de“kinks”, más aún, es
una solución relevante si, por ejemplo, ⌫2

< 1, ya que el punto de convergen-
cia, gMk , representan una estabilidad del problema en el sentido de la forma
variacional vista en la primera sección de este caṕıestulo.



Caṕıtulo 3

Existencia del medio arreglo de
“kinks”

En la sección 2.3, la proposición 2.3.3 nos da las condiciones necesarias
para que exista una solución a la ecuación (2.2.6) con la propiedad de que

g(⇠) ! g
M
l si ⇠ ! �1, y g(⇠) ! 1 si ⇠ ! 1, (3.0.1)

para l < k. Más aún, tomando el caso subluminal, espećıficamente que
0 < ⌫ < 1, la solución al problema original (1.0.2), que viene de la solución
de (2.2.6) que satisface (3.0.1), es estable, en el sentido que mencionamos en
la sección 2.1, cuando el tiempo t tiende a �1.

El objetivo de este caṕıtulo es dar las condiciones especificas para la exis-
tencia de una solución a (2.2.6) que satisfaga (3.0.1). Es decir, una solución
que en �1 se comporte como un “kink” y en 1 como un arreglo de “kinks”.

3.1. Función de Urabe

Definición 3.1.1. Sea 0  ↵ < 1. Definimos la función invertible µ(⌫) :
[0, 1] ! [0,1] como

µ(⌫) =
↵p

⌫�2 � 1
. (3.1.1)

También, la inversa de µ, ⌫(µ) : [0,1] ! [0, 1], como

⌫(µ) =
µp

↵2 + µ2
. (3.1.2)

18
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Observación 3.1.1. Dada la definición 3.1.1, el cambio de variable en (2.2.1)
va a depender de un valor fijo µ 2 [0,1], es decir ⇠ = ⇠(x, t, µ).

En [13, 14], Urabe estudió como afecta la relación entre µ y el coeficiente
de forzamiento � para obtener distintos tipos de soluciones a la ecuación
(2.2.6).

Definición 3.1.2. Definimos µ̌(�) : [0, 1] ! [0, µ⇤] como la función inversa

de �̂(�). Donde la función �̂(µ) : [0,1] ! [0, 1] está definida en [13, 14] y

cumple las siguientes propiedades

1. �̂(µ) = 1 si µ � µ
⇤
, para algún valor µ

⇤
fijo.

2. �̂ es una función continua y estrictamente creciente en [0, µ⇤].

3. Si 1 > � > �̂, existe una trayectoria pseudoperiodica atractora en el

plano fase del sistema (2.2.10). También la trayectoria, en su primera

componente, satisface

g(⇠) ! �1 si ⇠ ! �1 y g(⇠) ! 1 si ⇠ ! 1.

Observación 3.1.2. La función µ̌(�) nos permite tener libertad de escoger

los parámetros ↵ y �. En el caso de µ dependera de la función µ̌. Por las pro-

piedades de �̂, si 0 < µ < µ̌, existe una trayectoria pseudoperiodica atractora

en el espacio fase del sistema (2.2.10).

3.2. Teorema de existencia

Los resultados del caṕıtulo dos nos dicen que las soluciones relevantes al
problema (2.2.6) son las que cumplen los resultados de la observación 2.3.1
y la proposición 2.3.3. Entonces destaquemos estas tres soluciones.

Definición 3.2.1. Denotemos por ĝ, ǧ y ḡ las soluciones que satisfacen lo

siguiente

ĝ(⇠) ! g
M
k si ⇠ ! �1, ĝ(⇠) ! g

M
k+1 si ⇠ ! 1,

ǧ(⇠) ! �1 si ⇠ ! �1, ǧ⇠) ! 1 si ⇠ ! 1

ḡ(⇠) ! g
M
k si ⇠ ! �1, ḡ(⇠) ! 1 si ⇠ ! 1,
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para k 2 Z. Y, recordando que la enerǵıa cinética esta dada por z(g) := 1
2g

02
,

escribimos ẑ(⇠) = z(ĝ), z̄(⇠) = z(ḡ) y ž(⇠) = z(ǧ).

Observación 3.2.1. A cada solución de la definición 3.2.1 le podemos aso-

ciar una trayectoria en el espació fase (g, u), entonces escribimos ⇢̂(⇠) =
(ĝ, û), ⇢̄(⇠) = (ḡ, ū) y ⇢̌(⇠) = (ǧ, ǔ) respectivamente.

Observación 3.2.2. La trayectoria pseudoperiodica en la definición 3.1.2 es

del tipo ⇢̌(⇠) y por ende, la denotarmos ⇢̌(⇠).

Regresando al sistema de ecuaciones (2.2.10), podemos afirmar que, por
el teorema de Peano-Picard, existen soluciones globales excepto en puntos
singulares y, más aún, las trayectorias en el espacio (g, u) no se intersectan.
En las siguientes figuras tenemos el espacio fase del sistema para valores fijos
de � y µ, pero distintos para cada figura.

Figura 3.1: Retrato fase con
� = 0.00000004
y µ = 0.00000008.

Figura 3.2: Retrato fase con
� = 0.4 y µ = 0.00008.

Podemos ver que los puntos de equilibrio tienen un comportamiento dis-
tinto según la elección de � y µ. En la figura 3.1 escogemos los parámetros
cercanos al método perturbativo donde las trayectorias son topológicamente
equivalentes a las trayectorias de la ecuación (1.0.2),(véase e.g. [10, 7]). En
la figura 3.2 tomamos los parámetros con mas libertad para � 2 (0, 1) y
µ 2 (0, µ̌(�)), y nos damos cuenta de la existencia del posible nuevo tipo de
solución.

Teorema 3.2.1. Sea µ̌ como en la definición 3.1.2. Supongamos que 0 
↵, 0 < � < 1 y µ 2 (0, µ̌(�)), en la ecuación (1.0.2) y en la ecuación (2.2.6).
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Entonces, dentro de los tipos de soluciones relevantes de tipo onda viajera de

la ecuación (1.0.2), existe la solución de tipo medio arreglo de “kinks”que
cumple lo siguiente

'̄(x, t; �, µ) := ḡ(⇠(µ); �, µ)� ⇡

ĺımx!�1 '̄(x, t; �, µ) = ĺımx!�1 '̂(x, t; �, µ)

ĺımx!1['̄(x, t; �, µ)� '̌(x, t; �, µ)] = 0+

(3.2.1)

Demostración. Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema (2.2.10),
tenemos que resolver el sistema de ecuaciones

g
0 = 0

u
0 = 0.

De la primera ecuación g
0 = 0, tenemos que u = 0, entonces se satisface el

sistema si
sin(g) = �.

Esta ecuación, coincide con la formula para encontrar los máximos y los
mı́nimos locales de la función U(g), definida en el capitulo anterior, los cuales
denotamos por g

M
k y g

m
k respectivamente. Esos valores existen siempre que

0 < �  1. Por lo tanto, los puntos singulares son de tres tipos (gMk , 0),
(gmk , 0) y el ultimo, cuando el mı́nimo y el máximo coinciden, ((2k + 1

2)⇡, 0).
Para cumplir las hipótesis el teorema, descartamos el caso donde el mı́nimo
coincide con el máximo, porque se da cuando � = 1. Entonces, el sistema tiene
dos variantes de punto de equilibrio. Linealizando sobre (gMk , 0), obtenemos
el sistema ✓

u̇

ġ

◆
=

✓
�µ � cos(gMk )
1 0

◆✓
u

g

◆
.

El polinomio caracteŕıstico es

�
2 + µ�+ cos(gMk ) = 0.

Como el término lineal es positivo, el punto (gMk , 0) es un punto silla, existen
cuatro trayectorias con punto final en (gMk , 0). Dos entran desde la izquierda
o desde la derecha cuando ⇠ ! 1, y otras dos salen desde la izquierda o
desde la derecha cuando ⇠ ! �1.
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Particularmente, la trayectoria ⇢(⇠) = (g, u) que sale desde la izquierda
de (gMk , 0), por como tomamos los parámetros en las hipótesis del teorema
y la observación 3.1.2, es atráıda a ⇢̌(⇠). Esta convergencia es de orden ex-
ponencial en el sentido de que z(⇠) � ž(⇠) = O(e⇠) cuando g ! 1, donde
z(⇠) y ž(⇠) son las enerǵıas cinéticas asociadas a ⇢(⇠) y ⇢̌(⇠) respectivamente.

En efecto, sea g(⇠) la solución asociada a ⇢(⇠), esta satisface la expresión
(3.0.1), entonces podemos escribir z = z̄. También, por la proposición 2.3.3
y su demostración, podemos tener a ⇠ como función de g. Dicho lo anterior,
notemos que las derivadas de la de las enerǵıas z̄ y ž con respecto a g son

žg = � � sin(g)� µ
p
2ž,

z̄g = � � sin(g)� µ
p
2z̄.

Ahora, si definimos w := z̄ � ž, wg = µ

⇣p
2(w + ž)�

p
2ž
⌘
. Multiplicando

por
p

2(w+ž)+
p
2žp

2(w+ž)�
p
2ž
,

wg =
�µ(2w)

(
p
(2(w + ž))

p
2ž)

.

Por lo que,
d
dg ln|w| = � 2µp

2(w+ž)+
p
2ž

Como |w| es decreciente (porque µ es positivo), existe g0 talque |w(g0)| >
|w(g)| > w(g), 8g > g0, y tomando ž

M el máximo de la función ž(g),
tenemos que

d
dg ln|w|  � µp

2(žM+|w(g0)|)
.

Sea c := µp
2(žM+|w(g0)|)

, entonces

R g

g0

dln|w|
dg  �

R g

g0
c,

entonces
|w(g)|  �|w(g0)|e�c(g�g0).

Por lo tanto, ⇢(⇠) = ⇢̄(⇠) es atráıda en orden exponencial a ⇢̌(⇠).
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Ahora, la libertad de elección de µ, nos restringe ⌫ 2 [0, 1], por el cambio
de variable (2.2.1), tenemos que

'̄(x, t; �, µ) := ḡ(⇠(µ); �, µ)� ⇡.

Recordemos que las trayectorias no se cruzan, también, por el leme 2.3.1,
ĺım⇠!�1 z̄ = 0 y, por la proposición 2.3.3, ž(gMk ) > 0, entonces tenemos que

w % 0, cuando g ! 1,

es decir, converge a cero desde valores negativos, por lo tanto,

1p
2z̄

� 1p
2ž

& 0,

es decir, converge a cero exponencialmente rápido desde valores positivo cuan-
do g ! 1. Integrando por cuadraturas y tomando la función invertible g(⇠)
podemos definir

⇠̄(g) =
R g

g0
dsp
2z̄(s)

+ c̄,

⇠̌(g) =
R g

g0
dsp
2ž(s)

+ č,

entonces,

⇠̄(g)� ⇠̌(g) =

Z g

g0

1p
2z̄

� 1p
2ž

ds+ (c̄� č).

Por la convergencia del integrando podemos escribir

⇠̄(g)� ⇠̌(g) =

Z 1

g

1p
2z̄

� 1p
2ž

ds,

definiendo ⇢(g) :=
R1
g

1p
2z̄

� 1p
2ž
ds tenemos que

⇠̄(g) = ⇠̌(g)� ⇢(g).

Aplicando la función ḡ en ambos lados de la anterior ecuación tenemos que

g = ḡ
�
⇠̌(g)� ⇢(g)

�
,

y por el teorema del valor medio, existe ⇠̃ 2 (⇠̌(g)� ⇢(g), ⇠̌(g)), tal que

ḡ
0(⇠̃) =

ḡ(⇠̌(g))� ḡ(⇠̌(g)� ⇢(g))

⇢(g)
.



CAPÍTULO 3. EXISTENCIA DEL MEDIO ARREGLO DE “KINKS” 24

Por lo tanto,

g = ḡ
�
⇠̌(g)� ⇢(g)

�
= ḡ(⇠̌(g))� ḡ

0(⇠̃)⇢(g).

Sea g = ǧ(⇠), entonces

ǧ(⇠) = ḡ(⇠)� ḡ
0(⇠̃)⇢(g),

como ⇢ ! 0 cuando g ! 1 y g ! 1 cuando ⇠ ! 1,

ǧ % ḡ,

cuando ⇠ ! 1. Entonces tenemos

ĺım
⇠!1

[ḡ(⇠)� ǧ(⇠)] = 0+,

y por lo tanto
ĺım
x!1

['̄(x, t; �, µ)� '̌(x, t; �, µ)] = 0+.

Y el ĺımite
ĺım

x!�1
'̄(x, t; �, µ) = ĺım

x!�1
'̂(x, t; �, µ)

es claro por el comportamiento del “kink”.
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