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Capitulo 1

Introduccion

La ecuacién de sine-Gordon,

it — Pz T8 =0, (1.0.1)

aparece en diversos contextos y ha sido estudiada de manera extensa en la li-
teratura [5, 11]. Algunas de las soluciones més importantes de la ecuacién de
sine-Gordon tienen forma de onda viajera, entre las que destacan los “kinks”.
Estos corresponden a curvas heteroclinicas en el espacio fase y conectan dos
equilibrios asint6ticamente (véase, por ejemplo, Drazin [5]). Otras soluciones
fundamentales tienen forma de ondas periddicas, que pueden ser peridédicas en
momento y en posicién (ondas libracionales), o periddicas s6lo en el momento
(ondas rotacionales), y que corresponden a drbitas periddicas en el espacio
fase dentro de separatrices, en el primer caso, y a ondas periddicas en la deri-
vada por afuera de las separatrices, en el segundo caso, véase: Jones et al. [7].

Recientemente, Fiore et al. [3, 6], estudiaron la ecuacién de sine-Gordon
modificada,
Ot — Pez + SN +ap; +v=0 xR, (1.0.2)

donde o > 0 y v > 0 son constantes y representan un término de amorti-
guamiento y de forzamiento, respectivamente. Esta ecuacién representa un
modelo méas completo de, por ejemplo, el fenémeno de superconduccién en
guntas de Josephson (véase [1, 2, 8, 12] y las referencias que ahi se mencio-
nan). En otras palabras, la ecuacién original de sine-Gordon (1.0.1) es una
aproximacién de (1.0.2). Ambas ecuaciones (1.0.1) y (1.0.2) son, por simpli-
cidad, con velocidad de la luz ¢? =
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Mediante argumentos perturbativos, es decir, suponiendo que 0 < a,v < 1
son pequenos, es posible extrapolar la existencia de soluciones de la ecuacion
original de sine-Gordon (1.0.1) a la ecuacién modificada (1.0.2). De hecho,
los planos fase de ambas ecuaciones son topolégicamente equivalentes para
valores pequenos de estos parametros, véase: Jones et al. [7].

En contraste, un descubrimiento importante de Fiore y colaboradores es
la existencia de soluciones de tipo onda viajera para valores arbitrarios de los
pardmetros a y 7 (en la linea real o en el circulo). En [6], los autores demostra-
ron que existe una regién en el espacio 2-dimensional de los parametros (a, 7)
en la que existen soluciones de tipo onda viajera que combinan a los “kinks”
con ondas periddicas, denominadas por sus autores como medio arreglo de
“kinks”. Estas soluciones se componen de un “kink” acoplado de manera C*
con una onda rotacional que es periddica en el momento pero no en posicién
(arreglo de “kinks”); en la figura 1.1 podemos ver la forma de un ‘kink” y un
arreglo de “kinks”, y en la figura 1.2 podemos ver como se tendria que ver la
nueva solucion. Con el fin de entender mas sobre la existencia de esta nueva
solucién, en esta tesina se estudiard el articulo [6] extrayendo la informacién
especifica del medio arreglo de “kinks”.
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Figura 1.1: Soluciones de la ecuacién sine- Figura 1.2: Nueva solucién para la ecua-
Gordon. ci6n sine-Gordon modificad (en linea conti-
nua en azul).



Capitulo 2

Analisis asintotico de las
soluciones

En este trabajo vamos a tomar soluciones que respeten el principio de
minima energia, para eso, asociaremos un problema vacacional a la ecuacién
(1.0.2). Una vez descartados los casos que no respeten el principio, tomare-
mos soluciones de tipo onda viajera. Al tomar estas soluciones, el problema
original en derivadas parciales pasa a ser una ecuacién ordinaria de segun-
do orden y posteriormente un sistema de dos ecuaciones ordinarias. En este
capitulo, analizaremos el comportamiento asintético de las soluciones de di-
cho sistema.

2.1. Forma variacional

Algunos de los problemas fisicos que se estudian con esta ecuaciéon cum-
plen que, de manera asintética, las soluciones tienen derivada respecto a t
convergente a cero, véase e.g. [1]; entonces para tiempos grandes el problema
(1.0.2) es equivalente a

Ot — Puz +sinp+v=0, zeR, (2.1.1)

A este problema le podemos asociar el funcional

[[90]2/ / Wz, t, @, 0a, py)dtd. (2.1.2)
—o0 J0

donde h := 3 [p? — ¢2] + ¢ — cosp + K y la definimos como la densidad
de energia. Tener h definida de esa manera permite relacionar los puntos

4
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criticos de (2.1.2) con las soluciones de (2.1.1), (véase [9] para célculos simi-
lares). Tenemos dos tipos de soluciones constates para (2.1.1), ¢*, p*, ambas
satisfacen la ecuacion

sinr = —,

entonces, si v < 1,

$ =21 —sin? 2mk
x:{go 2m —sin™ "y 4 27/ (2.1.3)

@* =m+sin~ty + 27,

donde k € Z. Nétese que si definimos la funcién F(z) := yx — cos z, podemos
comprobar que ¢° es un minimo local de F'y ¢* es un maximo local de F|

ya que
CcosSx = cosg® > 0,
| cospt <0.

Por lo tanto, h(x,t,¢% 0,0) — K < h(x,t,¢",0,0) — K. ¢* deberfa de ser
un minimo local de de h; en este sentido, diremos que ¢° es estable, y "
deberia ser un maximo local de h, en el caso de " diremos que es inestable.
Por lo tanto, definimos K := cos ¢* — y¢® para que la estabilidad sea cuando
h = 0, (véase e.g. [1]). En resumen, en el problema original (1.0.2), si tenemos
soluciones que convergen a una constante, podemos clasificar segin a que
constante converjan. En este trabajo vamos a descartar las soluciones que
converjan a una constante inestable.

2.2. Soluciones de tipo onda viajera

Buscando un argumento no perturvativo se reemplaza la ecuacién (1.0.2)
con el ansatz estandar de onda viajera, a saber,

§ =+ -1, gD(iE,t) :g<£)> st v ==l

= —sign(v) 72, o(z.t) = —g(&), st v? > 1, 22,1
§=sign(v) 7, el@t)=g() -7 si 0<v? <1,

§ =z, (P(l',t):g(f)—ﬂ', si v=0.

Donde la velocidad de propagacion v es constante.
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Nota 2.2.1. Para el caso v = %1, los autores del articulo [6] definen el
ansatz estandar de onda viajera como

E=xx—t, @z, t)=9&) —m s v==£l.

Por otra parte, los autores en [3] lo definen como aparece en la definicion
(2.2.1), de cualquier forma, con un andlisis simétrico, podemos concluir un
comportamiento similar de las soluciones para este caso.

En el caso luminal, v = +1,

o(x,t) = g(§) = g(Fz — 1),

lo que implica que

th(l',t) = _gl(:i:l. - t)a Sptt(:at) = g”(:i:l’ - t)v

oz, t) = g (£x — 1), Yol t) = ¢"(z —1).

Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos la ecuacion
9" —9g" +sin(g) —ag' +~=0.

Por lo tanto,

ag’ =7+ sin(g). (2.2.2)
Aqui podemos ver que existen soluciones constantes ¢ que responden a la
ecuacion sin(c) = —y. Si v < 1, las soluciones son

o @©° =21 —sin~' y + 27k
T @t = FsinTty + 27

Para soluciones no constantes, primero supongamos v < 1. El mapeo g(&) es
invertible cuando g € (p*, ©*). Para & € g~ [(pY, »*)] fijo, si € esta en una
vecindad abierta de &, contenida en g~1 [(¢“, ¢*)], entonces, por el teorema
de cambio de variable y el de la funcién inversa, tenemos lo siguiente,

3 9(&) 9(&) g(&)
5—&):/ ds:/ (gl)'(t)dt:/ _adt - :/ adt
& 9(6) g(e) Y Hsig (g7H(t)  Jgrey) v +sint
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Si g(€&) se aproxima a " = 7 +sin"ty 0 a ¢* = 27 —sin"! v, en cualquiera de
los dos casos, el denominador tiende a 0 por la izquierda. Entonces, la integral
diverge a —oo si g(&) < g(&) y diverge a oo si g(&) < g(&o). Al ser invertible g,
podemos concluir que, si § tiende a —oo, entonces g(§) tiende a ¢* y, si £ tiende
a 0o, entonces g(§) tiende a ¢“. Por lo tanto, ¢ pasa de un estado de minima a
maxima energia a lo largo del tiempo. Como lo mencionamos en la seccién anterior,
descartamos este caso.

Si v = 1, las soluciones constantes son

.o O =21 —m/2+ 21k
| =T+ T/24 27

Haciendo un analisis andlogo al caso anterior, podemos concluir que ¢ pasa
de un estado de minima a maxima energia a lo largo del tiempo. Por lo tanto,
este caso también se descarta.

Siy>1,

g
SO - f = O-// d—s.a
go Y T sms
es una funcién £(g) que es estrictamente mondtona para toda g y pseudo-
periddica para toda g. En este caso la funcién £(g) siempre es invertible,
entonces la funcién g(€) cumple que es estrictamente monétona y pseudope-
riédica para toda £. Por lo tanto, las soluciones en este caso se ven con las
condiciones necesarias para un arreglo de “kinks” u oda rotacional, ([7]).

Para encontrar la solucién medio arreglo de “kinks” supondremos v # +1.
En el caso superluminal, v? > 1,

r—vit

p(z,t) = —g(§) = —g(—sign(v) =5),

lo que implica que

x—vt

i, 1) = —sign(v)g'(=sign(v) 7555) o=y, wur(@,t) = —g" (=sign(v) 7555 7=,

u(@,t) = sign(v)g' (—sign(v) 55) 7o, Paa(®,t) = —g" (—sign(v) 7525 72y
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Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos

2
v o1 v

— 95— +sin(=g) + a(-sign(v)g

7
-9
V2

Simplificando lo anterior

—g" —sin(g) — o ¢+w=¢+—£@4y+mmm—v:0
v —1 vz —1
Por lo tanto,
/! Q / :
+ ———=¢ +sin(g) — v = 0. 2.2.3

En el caso subluminal, 0 < 1% < 1,

r—vt

p(x,t) = g(&) —m = g(sign(v) 7=5) — m,

lo que implica que

x—vt ) v r—vt ) V2

pi(w,t) = —sign(v)g (sign(v) V12! V12 oie(z,t) = g"(sign(v) iz 102

r—vt ) 1

wz(x,t) = sign(v)g (sign(v) L -yt )_1

Vi2’ Sormc(xv t) = g”(sign(u) 1_,2

1-v2°
Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos
g v n 1 . . , vV _ 0
g 1_1/2_g 1_V2+Sln(g—7r)+a(—s1gn(y)g m)+7_ .
Simplificando lo anterior
—4d" —sin _ Ve 'by=g" + "/‘a ' 4 sin —~=0.
g @)= =m0 T =9t =Y (9) =~
Por lo tanto,
1 a / .
+ ————¢ +sin(g) — v = 0. 2.2.4
A 7 (9) =~ (2.2.4)

En el caso estacionario, v = 0,

p(x,t) =g(§) —m=g(x) -,
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lo que implica que:

Spt(xat) = 07 Sott(aj?t) = 07

pr(l’j) = g/(ZL‘), Saacac(*r?t) = g”(CL’).

Sustituyendo en (1.0.2) obtenemos
—g" +sin(g — ) +7 = 0.
Simplificando lo anterior,

—g" —sin(g) +v = g" +sin(g) — v =0.

Por lo tanto,
g" +sin(g) — v =0. (2.2.5)

Cada uno de los tres casos anteriores, (superluminal, subluminal y esta-
cionario), concluye en una ecuacién diferencial ordinaria diferente, pero se

pueden escribir en una sola observando lo siguiente. Vamos a definir la fun-
[0}

cién U(g) := —(cos(g) + vg), para v € R, y la variable p := T con

v#0y a<0. Asi podemos escribir la ecuacién

9" +ug' +Uyg) =0, E€R (2:2.6)

Tomando a # 0, (2.2.3) y (2.2.4) son casos particulares de (2.2.6), y, si
a =0 en (2.2.6), recuperamos (2.2.5). Entonces, nuestro problema se reduce
al andlisis de (2.2.6). Por definicién, U tiene tantos minimos y maximos
locales como ntimeros enteros, sean ¢gi* los minimos y g los méximos, para
toda k € Z. Mas adelante hablaremos mas de estos valores. Antes, hablemos
de la energia total del sistema, esta estd definida como la suma de la energia
potencial méas la energia cinética, es decir,

e(g,9") =% +U(g). (2.2.7)

De manera local
e> 9+ U(g") > Ulgy), (2.2.8)
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para todo k € Z y también, analizando a la energia como funcion del tiempo,
tenemos que

% =208 +Uy(9)g = g'(¢" +Uy(9) = ¢ (—pg') = —ug” < 0. (2.2.9)

En conclusion, la energia total es decreciente y acotada por abajo para todo
ke Z.

La ecuacién (2.2.6) es una ecuacién de segundo orden que, al definir u :=
g', obtenemos un sistema de dos ecuaciones de primer orden, es decir,

g =u

W = —pu — sin(g) + 7. (2.2.10)
Entonces, el andlisis de (2.2.6) es equivalente al andlisis del sistema de ecua-
ciones (2.2.10). Para este tltimo podemos identificar sus puntos de equilibrio

en el retrato fase (g, u), e interpretar el comportamiento asintético, es decir,
su estabilidad.

2.3. Comportamiento de las soluciones en in-
finito

En lo siguiente supongamos que g es solucién de (2.2.6) y estudiaremos las
soluciones con derivada acotada, es decir, solo nos interesan las soluciones de
(2.2.10) con u acotada. Dicho esto, veamos que si p # 0, el comportamiento
de g en infinito depende de si existe, o no, un tiempo £ para el cual g(¢) = gi.

Lema 2.3.1. Sea o # 0. Si no existe ningun tiempo & tal que g(&) sea un
mdximo local de U, entonces

g€ —-0 si &— —o0, g —-0 si &— o0 (2.3.1)

Demostracion. Si no existe ningin tiempo & tal que g(£) sea méximo de U,
necesariamente g € (g |, gM). Por otra parte, el punto (¢*,0) es un punto
critico del sistema (2.2.10), la forma de encontrar estos puntos criticos se
explica con mas detalle en el siguiente capitulo.
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Dicho lo anterior, sea e la energia total como la definimos en la identidad
(2.2.7) y tomamos la funciéon L(g,u) := e(g,u) — U(gy*) que es funcién de
Lyapunov, (véase e.g. [4]), ya que

1. L(gy,0) =0, por ser gp* valor critico de U.
2. L(g,u) > 0 por la desigualdad (2.2.8).

3. Por ultimo %&“) < 0 por la desigualdad (2.2.9).

Por lo tanto, (g;*,0) es estable. Entonces

g —0 st &— oo

Ahora, si multiplicamos ¢’ a (2.2.6) e integramos en el intervalo [, €],
tenemos

_ £
L2(€) = 1) + [U(@) — Ug(©))] + /5 Pe)ds. (232)

Sea (&) := 5 g"*(s)ds. Claramente I es una funcién no negativa y mondto-
na, ya que el integrando es positivo. Supongamos que I(§) diverge a infinito
cuando ¢ decrece a —oo. Por (2.3.2) y recordando que g € (g, g)), po-
demos concluir que ¢’ diverge a infinito cuando £ decrece a —oo. Entonces
si buscamos soluciones con ¢’ = wu acotada, concluimos que I(§) es acota-
da cuando £ decrece a —oo. Por definicién de I, su integrando (g%), que es
positivo, debe converger a cero cuando £ tiende a —oo. Por lo tanto,

g —0 si &— —oc.
OJ

Proposicion 2.3.1. Dadas las mismas hipdtesis del lema 2.5.1 y suponien-
do que eziste £ tal que ¢'(§) < 0, (desplazamiento de la particula hacia la
izquierda), tenemos que

9@&) = g oty si &= —oo, g(&) = gi* si £ — o0 (2.3.3)

Demostracion. Supongamos que £ tiende a +oo, por el lema 2.3.1, ¢’ tiende
a cero, esto implica que ¢ tiende a una constante, en consecuencia — sin g+ -y
también tiende a una constante, llamémosle k. La ecuacién (2.2.6) combinada
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con lo anterior nos dice que ¢” tiende a —k, como ¢’ tiende a cero, entonces
k tiene que ser cero. Por lo tanto, de nuevo por la ecuacién (2.2.6), U,(g)
tiende a cero. Y en consecuencia, si & — +o00, g — {gM |, g™, g }.

Supongamos que si £ — —oo, entonces ¢ — gp*. La desigualdad (2.2.9)
nos dice que e(§) tiene que ser una funcién constante o decreciente. Para
este problema descartamos el caso constante, porque genera una soluciéon
constante g. Por otra parte, por la definicién de e y (2.3.1),

lim e =U(gy").
E——o00
Por lo tanto, U(g}") > e. Esto dltimo, en combinacién con (2.2.8), nos per-
mite concluir que e es la constante U(g}"), entonces g es constante y, como lo

mencionamos antes, descartamos ese caso. Por lo tanto, concluimos el primer
limite de (2.3.3).

Por ultimo, supongamos que g — g cuando & — —oo. Como e es
decreciente y los maximos de U son decrecientes, por lema 2.3.1, tenemos
que g — g cuando { — oo. Por otra parte, supongamos que si { — —oo,
entonces g — gt ,. Gracias, otra vez, e es decreciente y los méximos de U
son decrecientes, tenemos dos opciones cuando £ — 0o, una es g — gil, y la
otra es g — gi". Pero la existencia de € nos impide continuar la trayectoria
hasta gi’. Por lo tanto, concluimos el segundo limite de (2.3.3).

O

Dado que g y g, son el minimo y el maximo respectivamente de la
funcién U(g), por el criterio de primera derivada, satisfacen la ecuacién

sing =~y
y por el criterio de la segunda derivada,

g = sin~tyr2nk
g = 7 —sin~ty 2k

Si 2 > 1, estos puntos criticos en la variable original ¢ serfan,

pgit) = —sin™'y—2rk

o(gM) = —7 +sin~ty-27k,
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soluciones estables e inestables respectivamente, segin (2.1.3).

Si v? < 1, tendriamos,

o(gh) = —m+sin~ty 2k
plgp') = —sin™lyt2rk,

soluciones inestables y estables respectivamente, segin (2.1.3).

Observacién 2.3.1. El caso de convergencia a g;' provoca una solucion
inestables en el sistema original, si v* < 1. Entonces, para v*> < 1, vamos a
tomar la solucion g tal que

9(&) = gty s & — —o0, 9(&) = g si & — o0, (2.3.4)

que es el unico candidato a solucion estable cuando no existe ningun tiempo
€ tal que g(§) sea un mdzimo local de U. Y son condiciones necesarias para
un “kink”, (ver [5]).

Lema 2.3.2. Si existe & tal que g(&) = g y ¢ (&) = 0 para k € Z,
entonces g(&) es constante para toda §.

Demostracion. Primero supongamos £ < &. Si ¢'(&§) = 0, entonces, por la
definicién (2.2.7), e(&) = U(g(&)). Ahora, g(&) = g es el maximo de la
energfa potencial, y como ¢'(§) = 0, & es maximo de la energia total, es

decir,
U g€’
&) = Y v, veer (235
También, la expresién (2.2.9) nos dice que e es decreciente. Si § esta a la

izquierda de &,
q'(&)?

T+ U(9(9) 2 Ug(@) (23.6)

Entonces, combinando (2.3.5) y (2.3.6), tenemos que

g€

5 U(g(&) =Ul(g(&)) = U(gh") V€ < &.
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Ahora, si suponemos que & < £. Escribamos la expresién (2.3.2) en el
intervalo [, £], es decir,

3
0= 19™(&) + [U(9(€) = Ulg(&0)) + 1 /5 ¢2(s)ds.
Despejando % g"%(&), obtenemos que
3
1970 = W(o(6) U —n | g*(e)ds
Entonces sustituyendo en la definicién de energia total (2.2.7), tenemos que
£
e(§) = U(g(&)) — u/ g?(s)ds.
&k

Aqui podemos ver que logramos escribir a la energia total como la méxima
energia potencial menos algo que solo depende la energia cinética, entonces
e tambien es constante cuando & < €&.

En consecuencia,

J(€) =0 VEeR.
Por lo tanto, g(§) es constante para toda &. O

Como lo vimos al principio de este capitulo en las soluciones de (2.2.2),
las soluciones constante no son relevantes para esta trabajo.

Lema 2.3.3. Si existe & tal que g(§&) = 97" v ¢'(&) = 0 para k € Z,
entonces g es constante para toda & < €.

Demostracion. Notemos que, por (2.2.8), si g(§) = g3, & es minimo de e.
Aqui la prueba se vuelve anédloga al lema anterior.
m

Proposicién 2.3.2. Si existe & tal que (&) = g y ¢'(&) < 0 para k € Z,
entonces,

g&) 500 st £ —00 y (&) — -0 si &— —o0. (2.3.7)



CAPITULO 2. ANALISIS ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES 15

Demostracion. Por definicién de U y g, tenemos que
Uge') > Ulg), Yg>gi'

Entonces,
Ulge') =Ulg) >0 Yg>gi". (2.3.8)

En primer lugar, sea £ < &. Por (2.3.2) y (2.3.8), tenemos que

19%(€) = 19%(&) + [U(9(©) — U(g(€)] + 1 [ g (s)ds
%9’2(&)-

Por lo tanto, |¢'(§)| > |9'(&)], V& < &. Entonces, como ¢'(&) < 0, con-
cluimos que
g(§) 00 si £ — —o0.

Ahora, U tiene maximos decrecientes, por definicion. Por lo anterior y la
ecuacién (2.3.2) tenemos que ¢’?(&) es creciente cuando k — —oo. Por lo
tanto,

g () — —oo si &— —oc.

]

Las soluciones con esta propiedad son inestable en el espacio fase (g,¢’).
Para fines de este trabajo vamos a descartar este tipo de soluciones.

Proposicién 2.3.3. Si existe & tal que g(&) = gM para k € Z y siempre
que exista se tiene que g' (&) > 0, entonces,

obien g(§)— —oc0 si £ —00 y g(€) w00 si &— oo,
o bien g(&) = gM, g" si €= —co y g(§) w00 si & — o0,
(2.3.9)
para | < k.

Demostracion. Claramente existe una vecindad alrededor de &, donde ¢'(£) >
0 para & miembro de dicha vecindad. Veamos que esa vecindad es R, es decir,
g(&) es una funcién estrictamente creciente.

Buscando una contradiccion, tomemos §; el primero a la izquierda después
de la vecindad que cumple que ¢'(§) = 0 y £ de manera andloga a la derecha,
es decir, g_'(f) = 0. Por simplicidad definamos g := g(&), gr == g(&) = g

y g := g(&). Andlogamente para sus derivadas evaluadas en dichos puntos,
9,999 95 vy 9"
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Observacién 2.3.2. Sabemos que & < &, < E y, por el comportamiento de
la derivada de g, tenemos que g < gi < g.

Observacién 2.3.3. Como § = ¢ = 0, la ecuacion (2.2.6) permite tener
las siguientes igualdades

—Uy(9) = 9", —Us(g) =7".

Observaciéon 2.3.4. Sabemos que ¢ > 0 cuando £ € (5, E) yg =g =0.
Por continuidad de ¢", g’ >0y g" <O0.

En este punto, vamos a destacar dos casos: (a) para todo £ € [é, E] con
€ # €, Uy(9(€)) # 0. (b) existe & € |,€] con & # & tal que Uy(g(&)) = 0.

Caso (a). Como g, es maximo de U, Uy(g) > 0y Uy(g) < 0, entonces, por
la observacion 2.3.3, §” < 0y g’ > 0. Pero esto contradice la observacién
2.3.4. Por lo tanto, sélo nos queda el caso (b).

Caso (b). En contraste con el caso (a), puede pasar, o no, que Uy(g) > 0
y Uy(g) < 0. Entonces, para no llegar a la misma contradiccién supongamos
sin perdida de generalidad, que U,(g) <0y U,(g) > 0.

Si Uy(g) > 0, por la observacién 2.3.2, en una vecindad a la derecha de
¢, la funcién U(g(€)) es creciente en funcién de €. Este comportamiento de
U hace que e en la definicién (2.2.7) sea estrictamente creciente. Pero ya
habiamos hecho la observacion de que e es decreciente, es decir, es una con-
tradiccién con (2.2.9).

Finalmente, supongamos que U,(g) < 0. Si Uy(g) = 0, g € {gi, g7}, lo
cual no puede pasar por las hip6tesis ¢'(&) > 0 y los resultados de los lemas
2.3.2 y 2.3.3. Por lo tanto, U,(g) < 0. Por la observacién 2.3.2 y la observa-
cién 2.3.3, en una vecindad a la izquierda de &, ¢’(£) < 0. Supongamos que
£* < € es el més cercano a & que cumpla que ¢’ (&*) = 0, tiene que ocurrir que
g"(£*) < 0, entonces, por la observacién 2.3.3, U, (£*) > 0. Por lo tanto, existe
€€ (€7,8) tal que g(&) = gM vy ¢'(€) < 0, 1o cual resulta en otra contradiccién.

Entonces podemos concluir que para toda ¢ € R, ¢’'(§) > 0. A su vez, como
las trayectorias en el espacio fase pueden iniciar en un punto estacionario,
tenemos (2.3.9). O
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En los casos de la expresién (2.3.9), podemos notar que el primer caso
es una configuracién que presenta una solucién del tipo arreglo de “kinks” o
onda rotacional, (ver [7]).

El segundo caso, representaria una combinacién de un “kink” por la iz-
quierda y un arreglo de “kinks” por la derecha. En conclusion, la proposi-
cion 2.3.3 nos dice que puede existir un medio arreglo de “kinks”, mas atn, es
una solucién relevante si, por ejemplo, v < 1, ya que el punto de convergen-
cia, g}, representan una estabilidad del problema en el sentido de la forma
variacional vista en la primera seccién de este capiestulo.



Capitulo 3

Existencia del medio arreglo de
“kinks”

En la seccion 2.3, la proposicién 2.3.3 nos da las condiciones necesarias
para que exista una solucién a la ecuacién (2.2.6) con la propiedad de que

g&) = gM si €= —00, ¥ g(&) 200 si & — oo, (3.0.1)

para | < k. Mas ain, tomando el caso subluminal, especificamente que
0 < v < 1, la solucién al problema original (1.0.2), que viene de la solucién
de (2.2.6) que satisface (3.0.1), es estable, en el sentido que mencionamos en
la seccion 2.1, cuando el tiempo ¢ tiende a —oo.

El objetivo de este capitulo es dar las condiciones especificas para la exis-
tencia de una solucién a (2.2.6) que satisfaga (3.0.1). Es decir, una solucién
que en —oo se comporte como un “kink” y en oo como un arreglo de “kinks”.

3.1. Funcién de Urabe

Definicién 3.1.1. Sea 0 < a < co. Definimos la funcion invertible p(v) :

[0,1] = [0, 00] como N
pu(v) = Nt (3.1.1)

También, la inversa de u, v(u) : [0, 00] — [0, 1], como

() = —— (3.1.2)

18
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Observacion 3.1.1. Dada la definicion 3.1.1, el cambio de variable en (2.2.1)
va a depender de un valor fijo p € [0, 00|, es decir & = &(x,t, ).

En [13, 14], Urabe estudié como afecta la relacién entre u y el coeficiente
de forzamiento 7y para obtener distintos tipos de soluciones a la ecuacién
(2.2.6).

Definicién 3.1.2. Definimos ji(7y) : [0,1] — [0, u*] como la funcién inversa
de (). Donde la funcion 5(p) : [0,00] — [0,1] estd definida en [13, 14] y
cumple las siguientes propiedades

1. () =1 si p > p*, para algin valor p* fijo.
2. 4 es una funcion continua y estrictamente creciente en [0, u*].

3811 >~ >4, existe una trayectoria pseudoperiodica atractora en el
plano fase del sistema (2.2.10). También la trayectoria, en su primera
componente, satisface

g(&) = —c0 si £ —o0 y g(§) > 00 si & — oo

Observacién 3.1.2. La funcion fi(y) nos permite tener libertad de escoger
los parametros o y y. En el caso de p dependera de la funcion fi. Por las pro-
piedades de 7, s1 0 < p < fi, existe una trayectoria pseudoperiodica atractora
en el espacio fase del sistema (2.2.10).

3.2. Teorema de existencia

Los resultados del capitulo dos nos dicen que las soluciones relevantes al
problema (2.2.6) son las que cumplen los resultados de la observacién 2.3.1
y la proposicién 2.3.3. Entonces destaquemos estas tres soluciones.

Definicién 3.2.1. Denotemos por g, g y g las soluciones que satisfacen lo
siguiente

9&) = gt s & — —o0, 9(&) = gty s €= o0,
g(&) = —o00 st & = —o0, g€) > 00 si € —

(&) = gt si & — —o0, gl§) =00 si £ — o0,
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para k € Z. Y, recordando que la energia cinética esta dada por z(g) = 54,
escribimos 2(§) = 2(g), 2(§) = 2(g) y 2(§) = 2(9).

Observaciéon 3.2.1. A cada solucion de la definicion 3.2.1 le podemos aso-
ciar una trayectoria en el espacio fase (g,u), entonces escribimos p(§) =

(g,0), p(&) = (g,u) y p(&) = (g, @) respectivamente.

Observaciéon 3.2.2. La trayectoria pseudoperiodica en la definicion 3.1.2 es
del tipo p(&) y por ende, la denotarmos p(§).

Regresando al sistema de ecuaciones (2.2.10), podemos afirmar que, por
el teorema de Peano-Picard, existen soluciones globales excepto en puntos
singulares y, més auin, las trayectorias en el espacio (g, u) no se intersectan.
En las siguientes figuras tenemos el espacio fase del sistema para valores fijos
de v y u, pero distintos para cada figura.

¢

— o

. ———— ———r
N AR NI AN AN Y4

‘/,/-;1}}/;\w/,,;\,,
Ny A N\l 774 SN\ V72 NN N R N N Y S~ R A\
X /,///,,\\\\\\\ X N}/ 2 \\‘\ > -/t 7N/ ' f i\;/ I/ = Nt
T AT N AT NN/ 1 RN AN
[ / \\ / \ \ /- [ / / 1
\ A f1y FERY / N N\ N x|\ NN ~=
l}«/v,e.»‘,wmw\wH.\HX A (m‘.\/l {\\.‘a/(\‘,\\ i
“,;A‘K'»y‘$~\\§,»f-.'( ] - 7 \\//.‘/‘K/,/\\r-/ ]
[/ \ \ \ Y \ L A~ z A RV
Y AAYA WAALA
[ / NN , W\ /, ‘\\‘:‘~ ) -
2L NST AN AN 2 2\ = 2= W NIZSAR \—/\ -
N N N N 4 T N e N N O S N
PR/ NN\ N s = XY NF S - A= -
BELNNNL S LNNN T S NN T S o e T S N N B N N N
.IO‘ l-‘i o ()i o 5 ’ 10 -10 -‘i o ﬂ‘ o 5 ’ 10
Figura 3.1: Retrato fase con Figura 3.2: Retrato fase con
~ = 0.00000004 v =0.4y p=0.00008.

y u = 0.00000008.

Podemos ver que los puntos de equilibrio tienen un comportamiento dis-
tinto segun la eleccion de v y p. En la figura 3.1 escogemos los parametros
cercanos al método perturbativo donde las trayectorias son topolégicamente
equivalentes a las trayectorias de la ecuacién (1.0.2),(véase e.g. [10, 7]). En
la figura 3.2 tomamos los pardmetros con mas libertad para v € (0,1) y
i€ (0,/1(7)), y nos damos cuenta de la existencia del posible nuevo tipo de
solucion.

Teorema 3.2.1. Sea i como en la definicion 3.1.2. Supongamos que 0 <
a, 0<y<lype(0,i(y)), en la ecuacion (1.0.2) y en la ecuacion (2.2.6).
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Entonces, dentro de los tipos de soluciones relevantes de tipo onda viajera de
la ecuacion (1.0.2), existe la solucion de tipo medio arreglo de “kinks”que
cumple lo siquiente

pla,tiy, p) == g(&(u); vy, ) —m
lim, oo @(x, 8y, p) = limy oo S, t; 7, 1) (3.2.1)

Mmoo (@, 8y, 1) — @(x, 857y, )] = 0F

Demostracion. Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema (2.2.10),
tenemos que resolver el sistema de ecuaciones

9=0
u' = 0.

De la primera ecuacién ¢’ = 0, tenemos que u = 0, entonces se satisface el
sistema si
sin(g) = 7.

Esta ecuacion, coincide con la formula para encontrar los maximos y los
minimos locales de la funcién U(g), definida en el capitulo anterior, los cuales
denotamos por g,i” y g5’ respectivamente. Esos valores existen siempre que
0 < 7 < 1. Por lo tanto, los puntos singulares son de tres tipos (g}7,0),
(gi*,0) y el ultimo, cuando el minimo y el méximo coinciden, ((2k + $)7,0).
Para cumplir las hipotesis el teorema, descartamos el caso donde el minimo
coincide con el maximo, porque se da cuando v = 1. Entonces, el sistema tiene
dos variantes de punto de equilibrio. Linealizando sobre (gi,0), obtenemos

el sistema . N
) =0 ) G)

El polinomio caracteristico es
A 4 p + cos(gi!) = 0.

Como el término lineal es positivo, el punto (g2, 0) es un punto silla, existen
cuatro trayectorias con punto final en (g, 0). Dos entran desde la izquierda
o desde la derecha cuando & — oo, y otras dos salen desde la izquierda o
desde la derecha cuando £ — —oo.
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Particularmente, la trayectoria p(§) = (g,u) que sale desde la izquierda
de (g,0), por como tomamos los pardmetros en las hipétesis del teorema
y la observacién 3.1.2, es atraida a p(€). Esta convergencia es de orden ex-
ponencial en el sentido de que z(£) — 2(§) = O(e®) cuando g — oo, donde
2(€) y 2(£) son las energias cinéticas asociadas a p(£) y p(€) respectivamente.

En efecto, sea g(§) la solucién asociada a p(&), esta satisface la expresién
(3.0.1), entonces podemos escribir z = z. También, por la proposicién 2.3.3
y su demostracion, podemos tener a & como funcién de g. Dicho lo anterior,
notemos que las derivadas de la de las energias z y Z con respecto a g son

Zg= 7 —sin(g) — pv2z,
Zg = 7 —sin(g) — pv22Z.

Ahora, si definimos w =2z — 2, w, = p <\/2(w +2)— v 22) . Multiplicando

or /2(w+2)+v/2Z
N/ 2(w+2) -2z’
—1(2w)

YT VR vE)

Por lo que,
2p

 V2(wta)+v2E

Como |w| es decreciente (porque p es positivo), existe go talque |w(go)| >
lw(g)] > w(g), Vg > go, y tomando M el maximo de la funcién 2(g),
tenemos que

dilgln]w] =

Linlw| < ——F—L£——x.
g V2(ZM+w(go)])
Sea ¢ :== ———L—— entonces
2(2M+w(go)l)
g din|w| < _ (9
fgo dg = — fgo &
entonces

w(g)l < —lw(go)le==%0).

Por lo tanto, p(§) = p(&) es atraida en orden exponencial a p(§).
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Ahora, la libertad de eleccién de p, nos restringe v € [0, 1], por el cambio
de variable (2.2.1), tenemos que
Recordemos que las trayectorias no se cruzan, también, por el leme 2.3.1,
lime_,_, Z = 0y, por la proposicién 2.3.3, 2(gM) > 0, entonces tenemos que

w /0, cuando g — oo,

es decir, converge a cero desde valores negativos, por lo tanto,

1 1
vz v >

es decir, converge a cero exponencialmente rapido desde valores positivo cuan-
do g — oo. Integrando por cuadraturas y tomando la funcién invertible g(§)
podemos definir

- _ g9 ds -
5(9) - ) 22(8) _'_ )
F _ g ds >
g(g) - g0 2;3(3) + Ca

entonces,

5<g>—é<g>=/g¢12_2—jQ_zds+<c—é>.

Por la convergencia del integrando podemos escribir
_ . > 1 1
— = — — ——ds,
) =El) / V2E Vv

definiendo p(g) := fgoo i \/lzfids tenemos que

&(g9) = £(9) — plg).

Aplicando la funcién g en ambos lados de la anterior ecuacién tenemos que

9=279(£(g9) = p(9)) .

y por el teorema del valor medio, existe & € (£(g) — p(g),£€(g)), tal que

Lox G(€(9) — a(€lg) — p(g))
7o = o(9) |
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Por lo tanto,
9=3((9) —p(9) =39(5(9)) — 7 (©nly).

Sea g = g(&), entonces

9(6) = 3(&) = 7' (€)r(g),
como p — 0 cuando g — co y g — oo cuando & — o0,
9.9,
cuando £ — oo. Entonces tenemos

lim [g(¢) — g(&§)] = 07,

£—o00

y por lo tanto

lim [p(z, ¢y, 1) — @z, 7, p)] = 0%

T—00
Y el limite
lim @z, 6y, p0) = lim oz, 87, 1)

T—r—00

es claro por el comportamiento del “kink”.
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