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Introduccion

En el siglo XIX, los bitlogos Theodor Wilhelm Engelmann (1843-1909) y Wilhelm Pfeffer (1845-1920)
observaron en algunos experimentos que las bacterias se movian hacia lugares donde habia oxigeno,
minerales y otros nutrientes [22]. Estas primeras observaciones dieron paso a definir el fenémeno de la
quimiotaxis, el cual consiste en el movimiento de células hacia sustancias que las atraen con la finalidad
de encontrar un mejor entorno, pero también sirve para definir el movimiento en direcciéon contraria a las
sustancias repelentes que, en algunos casos, son nocivas para esas células. De lo anterior, se derivan los

conceptos quimiotaxis positiva y negativa.

Algunos ejemplos donde se puede observar la quimiotaxis son: la migracion de células inmunes a los
sitios de inflamacion para combatir infecciones, las células de esperma atraidas a las sustancias quimicas
liberadas desde el 6vulo, los fibroblastos en regiones heridas para iniciar la curacion, o también se puede
observar en la estimulacion del crecimiento de nuevos vasos sanguineos hacia las células tumorales en un

paciente con cancer, logrando asi que un tumor tenga conexién con el torrente sanguineo.

Otras investigaciones acerca de la quimiotaxis fueron hechas con Pseudomonas por John C. Sherris, N.
W. Preston y J. G. Shoesmith [20]. Pero los primeros modelos matematicos se basaron en el trabajo del
bioquimico Julius Adler [2], quien observo el fenomeno en la bacteria Escherichia coli, que a partir de
este momento llamaremos E. coli. Adler justifica el uso de esta bacteria comentando que el conocimiento
de su genética y su bioquimica podria usarse para analizar el porqué de la quimiotaxis. En el primer
capitulo del trabajo presente explicaremos con mas detalle en qué consistieron los experimentos de Adler,
ya que no solamente sirvieron para modelar la quimiotaxis, sino también para motivar la biisqueda de

soluciones de tipo onda viajera en los modelos [1].

Fueron Evelyn F. Keller y Lee A. Segel (1932-2005) los primeros en darse a la tarea de modelar mate-
maéaticamente el fenémeno de la quimiotaxis [9]. El modelo que obtuvieron, desde su construccion, se ha
considerado como la base para analizar la quimiotaxis desde el punto de vista matematico; sin embargo,
en la literatura que cominmente se consulta para este tema, notaremos que se han omitido algunas re-
laciones entre los coeficientes del modelo. Esto puede deberse a que los mismos autores, Keller y Segel,
en un articulo posterior, harédn caso omiso de esas relaciones para poder facilitar los calculos necesarios y
asi resolver el sistema de ecuaciones que habian propuesto. Los coeficientes del modelo mencionados son
el difusivo (o de difusion) y el quimiotactico (o de quimiotaxis). La relacion que Keller y Segel obtienen
al construir el modelo, es que el coeficiente quimiotéctico es proporcional a la derivada del difusivo. Sin
embargo, es comun encontrar en los modelos de quimiotaxis que el coeficiente de difusion se considera
constante y se propone uno de quimiotaxis de manera independiente, sin hacer mencién que en el modelo

original estos términos estan estrechamente relacionados.



De hecho, en practicamente toda la literatura sobre modelos mateméaticos continuos de quimiotaxis (véase,
por ejemplo, el célebre libro de Murray [17, 18] y el articulo introductorio de Painter y Hillen [19], asi

como las referencias que ahi se mencionan), se hace una clara distincién, como si no hubiese relacion

alguna entre ambos fenomenos, entre el flujo flujo quimiotdctico, Jquim = —x(u)Ve y el flujo difusivo,
Jait = —DVu. Aqui u denota la concentracion del quimico, y x = x(c¢) es una funciéon de sensitividad
quimiotactica.

Lo anterior fue la motivaciéon principal para que en el capitulo 2 de esta tesis se construyera paso a
paso el modelo original de Keller-Segel [9], y asi corroborar la relacion entre la parte difusiva y la parte
quimiotactica del modelo. Ademés, extendemos el modelo a dos y tres dimensiones para observar de
manera mas intuitiva que hay flujo por parte de las bacterias hacia el gradiente de concentracion de la

sustancia que las atrae.

Un articulo al que comtnmente se hace referencia es el de Lauffenburger, Kennedy y Aris [14]. Este
trabajo retoma las ecuaciones de Keller-Segel y propone tres de las formas mas usadas para el coeficiente
quimiotactico (la ley constante, la ley logaritmica y la ley del receptor); sin embargo, tampoco considera

la relacién entre el coeficiente quimiotactico y el de difusion al plantear dichas leyes.

En el tercer capitulo de este trabajo, analizaremos como Keller y Segel encontraron soluciones de tipo
onda viajera para el modelo que habian propuesto [10], el cual desarrollamos en el capitulo 2. Debemos
mencionar que la busqueda de estas soluciones esta basada en otros experimentos de Julius Adler [1, 3],
en los que se observaron bandas de bacterias que viajaban en biisqueda de concentraciones mayores de

oxigeno o de algin aminoéacido.

En literatura reciente para la quimiotaxis [19], se han presentado modelos més generales que contemplan
a los coeficientes de difusién y de quimiotaxis como dependientes de la concentraciéon de la que atrae a
las bacterias y de la densidad de éstas, y no tnicamente de la concentraciéon de la sustancia, como lo
plantearon Keller y Segel. Sin embargo, para el capitulo 4, se prefirié analizar el trabajo de Changwook
Yoon y Young-Jung Kim [23], quienes obtienen un modelo sin considerar que las bacterias conocen la
direccién en la que se encuentra la sustancia atractora, es decir, las bacterias desconocen el gradiente
de concentracion. Este modelo tiene como hipétesis que las bacterias se mueven por hambre: mientras
menos alimento hay, mayor seré el movimiento. Lo interesante es que, a pesar de que la quimiotaxis no sea
considerada en las hipétesis para construir el modelo, si se obtendra como resultado, o sea, est& presente

en las ecuaciones.

El modelo de Keller-Segel es un caso particular del nuevo modelo que se muestra en el cuarto capitulo.
Asi que Yoon y Kim hacen una propuesta para demostrar la existencia de las soluciones de tipo onda
viajera, pero respetando la relacion entre los términos de su modelo que corresponden a los coeficientes

de difusion y quimiotaxis. Esta demostracion es el objetivo del ultimo capitulo de esta tesis.
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Capitulo 1

La motivaciéon para el modelo de Keller-Segel

La FEscherichia coli es la bacteria con mayor presencia en el coléon humano. Es un organismo aerobio
pero también anaerobio facultativo, es decir, puede desarrollarse tanto en presencia como en ausencia de
oxigeno. Cuenta con flagelos y pilis (filamentos mas cortos y rectos que los flagelos), que le permiten ser

moviles [6].

Dos maneras que Julius Adler describi6 para analizar la quimiotaxis con la bacteria E. coli fueron [2]:
1) En una caja de Petri llena de agar suave con sales necesarias para el crecimiento y una sustancia
atractora metabolizable, se coloca en el centro a la bacteria. Conforme la bacteria crece, consume la
sustancia atractora, creando un gradiente y formando un anillo alrededor del lugar donde se coloc6 en un
inicio la bacteria. 2) En un tubo capilar lleno de un medio que permita el movimiento de las bacterias y al
cual se ha anadido una fuente de energia para que las bacterias vayan en busca de ésta. Las bacterias se
colocan al inicio del tubo, el cual se incuba de manera horizontal a una temperatura de 37 °C; conforme
pasa el tiempo se va midiendo la cantidad de bacterias a lo largo del tubo. Debido a que en el método 2

es donde se pueden apreciar las bandas viajeras, nos centraremos en ese experimento [1].

Entonces, jqué conclusiones obtuvo Julius Adler acerca de la quimiotaxis en la bacteria E. coli? Adler
explica que una bacteria puede ser estimulada por gradientes temporales, por ejemplo, si la bacteria sigue
una direcciéon y luego el contenedor se mezcla rapidamente de modo que la sustancia atractora aumenta
o disminuye su concentracion, se observarédn cambios en el movimiento de la bacteria. De alguna manera,

es como si la bacteria tuviera memoria de que antes habfa una concentracién mayor o menor.

Adler también lleg6 a la conclusion de que las bacterias cuentan con quimioreceptores que les ayudan a
identificar a las sustancias atractoras o repelentes. En el caso de la bacteria E. colli se habia pensado que
seguia la direccion de una sustancia por la cantidad de ATP (energia) que producia al metabolizarla, sin
embargo, esta propuesta fue eliminada ya que no todas las sustancias que atraen se pueden metabolizar
y, ademas, hay sustancias altamente metabolizables que no son atractoras. Del mismo modo, no se puede
asegurar que la quimiotaxis negativa se debe a los efectos nocivos de la sustancia repelente, ya que no

todos los productos nocivos para la bacteria son repelentes, ni todos los repelentes son perjudiciales [2].

Debido a que los quimiorreceptores y los flagelos se encuentran conectados por la membrana celular,
Adler resalta que la membrana podria ser el medio por el cual los quimiorreceptores avisan al flagelo que

debe mover a la bacteria, sin embargo, esto sblo es una suposicion.

11



Otra de las observaciones mas importantes obtenidas por Adler es que era necesario anadir el aminoacido
metionina en el tubo capilar para que el fenémeno de quimiotaxis se llevara a cabo con la bacteria E.
coli y, hasta ese momento, no se conocia el porqué de lo anterior. Incluso en otros de los experimentos
de Adler [1], que consistian en observar el movimiento de las bacterias formando bandas, se confirmé que

sin la metionina las bacterias no presentaban quimiotaxis.

Para entender mejor la conclusiones de Adler, detallemos un poco el experimento. El tubo capilar se
llenaba de fosfato de potasio, acido etilendiaminotetraacético (EDTA) y uno o mas aminoécidos como
fuente de energia, ademaés, se agregaba leucina, metionina y treonina. Cuando estos tltimos tres compo-
nentes no eran agregados, no se observaban las bandas formadas por bacterias, pero si habia movimiento

por parte de éstas.

Durante el experimento también se observo que las bacterias formaban dos bandas: la primera en busca de
oxigeno y la segunda en busca de aztcares, pero que debido a que la primera banda ya habia consumido el
oxigeno, entonces la segunda banda consumia el azticar de manera anaerobia. Recordemos que la bacteria
E. coli es anaerobia facultativa, lo que le permite metabolizar algunas sustancias sin presencia de oxigeno;
por ejemplo, el inico aminoacido que puede metabolizar de manera anaerobia es la serina. Asi que cuando
no se usa serina, la segunda banda no se forma. Adler también not6 que la primera banda de bacterias

tarda menos tiempo en aparecer que la segunda, sin embargo, la segunda banda llevaba mas bacterias.

Se recomienda al lector consultar las figuras 3, 6 y 8 del articulo donde Adler expone estos resultados [1].
La grafica de la figura 3 muestra como un grupo de bacterias se va moviendo hacia la derecha conforme
avanza el tiempo, este grupo forma la primera banda de viajera. Después, se puede observar una segunda

banda con un porcentaje mayor de bacterias.

En la grafica de la figura 6 es posible observar como después de que la primera banda de bacterias ya
ha recorrido 6 cm del tubo capilar, en esa distancia ya no queda oxigeno. Incluso podemos ver que la
segunda banda ya ha avanzado, pues recordemos que esti consumiendo serina y no oxigeno. Notese que
después del centimetro 6 la concentracién de oxigeno sigue intacta, debido a que la primera banda de
bacterias no ha pasado por ahi. Si dejaramos transcurrir el tiempo, obtendriamos la misma gréfica pero

centimetros mas adelante en el tubo capilar.

Por dltimo, la grafica de la figura 8 muestra como la primera banda no consume serina, pues conforme la
primera banda avanza sobre el tubo capilar la concentracién de serina no cambia, pero las pocas bacterias
que van detras de la banda comienzan el consumo del aminoacido pues ya no cuentan con oxigeno. Una
vez que la segunda banda pasa por algun lugar del tubo capilar, consume la serina y es por ello que los

valores llegan a cero.

En otro experimento también llevado a cabo en tubos capilares [3], Adler confirm6 que en presencia de
metionina la quimiotaxis se llevaba a cabo, pero de lo contrario, la motilidad de las bacterias se parecia

cualitativamente a un proceso de caminata aleatoria, como el de la difusiéon de la glucosa.

12



A pesar de que Adler hizo mucho hincapié en que la metionina era un factor decisivo para que la quimio-
taxis tuviera lugar, en el modelo de Keller-Segel y en la buisqueda de soluciones tipo onda viajera para
este |9, 10], no se toma en cuenta. También, cabe mencionar que en el proceso de modelado se omite la
presencia del flagelos y pilis. Todo esto es muestra de la dificultad que representa modelar matematica-
mente todos los aspectos quimicos y biologicos que se presentan en un fenémeno; es importante resaltar
que muchas veces serd necesario omitir datos para poder acercarse a los resultados que se buscan. No

olvidemos que se trata de un “modelo” y no de una representaciéon exacta de la realidad.
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Capitulo 2

El modelo de Keller-Segel

2.1. Obtencion del modelo en una dimension

Las células como los espermatozoides y las bacterias E. coli cuentan un flagelo que les permite tener gran
movilidad; pero células como los leucocitos o los macréfagos, las cuales no cuentan con flagelos, presentan
un movimiento ameboide, que consiste en formar pseudoépodos (pies falsos) hacia la direccion deseada

para poder impulsar el resto de la célula hacia dicha direccion.

El modelo para la quimotaxis de Keller-Segel [9], a pesar de que esta4 basado en el movimiento de la
bacteria E. coli, modelaré el movimiento de células que presenten motilidad del tipo ameboide, ya que esto
permite considerar que las bacterias dan pasos en ciertas direcciones. Para comenzar, consideramos células
unidimensionales que cuentan con receptores en sus extremos. Ademaés, se considera que el movimiento

de estas células se debe a que han detectado, en alguno de sus receptores, una sustancia que las atrae.

Comencemos definiendo b = b(z,t) como la densidad de células (cantidad de células por unidad de
longitud) con centro en z al tiempo ¢. Lo que nos interesa conocer es cémo varia b conforme transcurre
b

el tiempo, es decir, establecer un modelo para 37, pues consideramos que la densidad de células en un

punto varia debido a que éstas se mueven en respuesta a la sustancia atractora.

Fijémonos en el intervalo (z, x + Az). La cantidad de células en dicho intervalo estara dada por b(z, t)Ax,
siendo Az la unidad de longitud. Ademas, sea J(z,t) el flujo de células en direccién positiva por unidad de
tiempo, es decir, la cantidad de células que pasan por x cada unidad de tiempo; asi J(z+ Az, t) representa
las células que salen del intervalo y J(x,t) las que entran en el tiempo ¢. A partir de lo anterior podemos
establecer que la razén de cambio de la densidad de células en (z,x + Az) por unidad de tiempo esta
dada por:

b(x,t)Az], = J (z,t) — J (x + Az, t) £ F (z,t) Az, (2.1.1)

donde +F' (z,t) es la cantidad de células que nacen o mueren por unidad de longitud. Dividiendo la

ecuacion entre Az, tomando en cuenta que es una constante distinta de cero, se obtiene:

J(x,t) — J (z + Az, t)

bt(l‘,t) = ALL’

+ F(2,t). (2.1.2)
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Como Az es arbitrario, consideramos el limite cuando Az — 0,
be(z,t) = —Jyp(z,t) £ F (2,t). (2.1.3)
Notemos que el signo del término —J,(x,t) se debe a la definicion de derivada parcial en (2.1.2).

En el modelo propuesto por Keller-Segel, no se considera la natalidad y mortandad de las células, por
lo que tomaremos a F(x,t) = 0. Proseguimos a encontrar el valor de J(x,t), para lo cual definimos los

siguientes parametros:

e [, la distancia entre los receptores de una célula unidimensional. Se considera que los receptores

estan en los extremos de la célula. Asi que L serfa el didmetro de la célula (véase fig.2.1).
e A, la longitud del paso de una célula, ya sea hacia la izquierda o hacia la derecha.

e «, la razén entre el didmetro de una célula y la longitud de uno de sus pasos, es decir, ﬁ .

Receptor
izquierdo

Receptor
.-~ derecho

| .
P : R
T 9 X D)
Célula

Figura 2.1. Célula unidimensional de didmetro L y centro en z.

Lo que queremos determinar es el flujo J en el punto x, es decir, cuantas células “pasan” por = por unidad
de tiempo. Notemos que si el centro de una célula esta a la izquierda de z — A, cuando la célula dé un
paso hacia la derecha no llegaré a x, de este modo, las células que podrian “pasar” por x son aquellas que
se encuentran en el intervalo (x — A, x). Ademaés, las células que den un paso hacia la izquierda y estén

en el intervalo (z,z + A), también pueden “pasar” por x.

De acuerdo con este modelo, el movimiento se debe a que se detecta la sustancia atractora en alguno de
los receptores. Asi que es necesario definir una funcion para la concentracion de la sustancia atractora, la
cual cambiara de valor de acuerdo a la posicion y el tiempo. También definiremos una funcién que, para
cada concentracion, asigne la frecuencia promedio de pasos que da una célula. En resumen, tenemos las

siguientes funciones:

e (C(z,t), la concentracion en el punto x al tiempo ¢ de la sustancia que atrae a las células.

o f[C(z,t)], la frecuencia promedio de pasos asociados a la concentracion C(z,t).
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Que una célula que tenga centro en el intervalo (x — A, x) dé o no pasos en direcciéon a la sustancia
atractora, dependera de si uno de sus receptores siente la concentraciéon de la sustancia, asi que nos
fijamos en f[C(s + 31L)] = f[C(s + $aA)], donde s es la ubicacion del centro de la célula, pues esta
funcion indica la frecuencia de pasos que dara esa célula de acuerdo con la concertacion de sustancia que
hay en la ubicacién s + %aA, que es donde se localiza el receptor derecho de la célula. De esta manera,
para el intervalo (s,s + ds), el producto f[C(s — aA)]b(s,t)ds indica el ntimero de células que dardn
pasos a la derecha ya que b(s,t)ds corresponde a la cantidad de células en dicho intervalo. Asi que si
buscamos la cantidad de células del intervalo (z — A,z) que dan pasos a la derecha en direccion a la
sustancia atractora debemos integrar sobre ese intervalo respecto a s el producto f[C(s — aA)]b(s,t)ds
de z. De manera anéloga se obtiene que el niimero de células que daran pasos a la izquierda y que pasen
por x se obtiene integrando sobre el intervalo (z, 2+ A) el producto f[C(s— 2aA)]b(s,t)ds. Por lo tanto,
el flujo J(z,1):

J(x,t) = /;A f [c <5 + ;aAﬂ b(s,t)ds — /:M f [c (s - ;aAﬂ b(s,t) ds. (2.1.4)

Como se puede ver en (2.1.4), J(z,t) depende del valor de A. A continuacion, se hace una aproximacion
del valor de J(x,A,t) para valores cercanos a A = 0. No haremos explicita la dependencia de ¢ para

facilitar la notacion.

Definimos las siguientes funciones.

m(z,A) = f :c (x 4 ;aA> b(z), Mz, A)=— /:A f :0 (s + ;aA>_ b(s) ds. (2.1.5)

n(z,A) = f :c (a: - ;QA>: (), N A)=-— [+A f :c (s - ;aA): b(s) ds. (2.1.6)

Calculamos las derivadas parciales hasta orden dos de las funciones M y N.

z—A

M, (z,A)=—(-1) f [C (1:+A (% - 1))} b(z— A) _L m, (s, A)ds,

MAA(:C,A):<%—1> fo [C(HA(%—l))} C, (:c—i—A(%—l))b(m—A)

—f [C’ (x—!—A(%—l))} by (:c—A)—/ Mpn (8, A)ds +m, (x — A A),
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Ny (a,8) = — (1_%) f. [C(HA@_%))]@ (x+A<1—%))b(x+A)

_ [o (HA (1 - %))} by (z + A) —/;JFAnM(s,A)ds—nA(x—FA,A).

Como la serie de Taylor la haremos alrededor de A = 0, entonces debemos evaluar las derivadas anteriores

en ese valor.

M, (,0) =f [C ()] b(x)
My (2,0) = (5 = 1) £o [C (@)] C2 (@) b (2) = £C (@)] by (2) 4+ ms (2,0),

Noa(@.0) = (5 =1) £ [0 @)] Co @)b (@) = £[C @)] b, (2) =, (2,0).

Al calcular m, (z,0) y n, (x,0) obtenemos:
ma(@,0) = gafe [0 @] Co @), ny(2,0) = —5af, [C )] Co (@) b(x).

Partiendo de la relacion que hay entre la igualdad (2.1.4) y las funciones definidas en (2.1.5) y (2.1.6), se

obtienen los resultados siguientes.

J(2,0) = M, (x,0) + N, (,0)
= flC(@)]b(z) — f[C (z)]b(x)
=0

Ian (l‘,O) = MAA(x7O) + NAA(x7O)

= (@ =2)f [C(2)] Ca (2) b(2) = 2f [C ()] be () + e [C'(8)] Ca () b(5)
= (20 =2)f. [C ()] Cx (2) b (z) = 2 [C (2)] b ()
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Ademés, J(x,0) = J(z,0,t) = 0 de acuerdo con (2.1.4). Por lo tanto la aproximacion de J(x, A) alrededor
de A = 0 esta dada por:

1
J(z, A) = J(z,0) + AJ, (x,0) + §A2JM (z,0) + O(A®)

2
~ % {20 = 2)(f. [C (2)] Cy () b(2)) = 2f [C (2)] ba (2)} + O(A?)
~ A% {(a = 1)(fo [C ()] Cx (2) b(2)) = F[C ()] bz (2)} - (2.1.7)

Se definen las siguientes funciones,
p(C) = AfIC(x)],  x(C)=A%a—1)f.[C(2)], (2.1.8)

donde i cominmente es considerada como el coeficiente de difusion y x como el coeficiente de quimiotazis.

Usando los valores de (2.1.8), la expresion (2.1.7) queda del siguiente modo:
J(@) = —p(C)bg () + x(C)b(2)Cy () (2.1.9)

Retomando la ecuacion (2.1.3) y sustituyendo el valor de J(x,t) obtenido en (2.1.9), se tiene la siguiente
igualdad:
be(x,t) = =(=p(C)bx(z) + X(C)b(2)Ca (), (2.1.10)

La ecuacién anterior es el modelo de quimiotaxis propuesto por Keller-Segel en una dimension espacial.

Observacion 1. Tanto u como x dependen de C, es decir, de la concentracion de la sustancia atractora.

Ademds, a partir de (2.1.8) se establece la siguiente relacion:

X(C) = (a = Vg (C). (2.1.11)

Ndotese que el modelo proporciona tanto difusion como quimiotazis con la sola suposicion de que las células
se estan moviendo en respuesta a una sustancia, es decir, el modelo no considera en un inicio que hay
una difusion previamente establecida. De hecho, segun este modelo, si se quiere que haya quimiotazis no

se puede tener difusion constante, ya que esto implicaria x(C) = (e —1)(0) = 0.

En la siguiente se seccion se obtendra el modelo de quimiotaxis para dos dimensiones espaciales. Para

ello se calcularan los valores analogos a las ecuaciones (2.1.4), (2.1.9) y (2.1.10).
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2.2. Extension del modelo a dos y tres dimensiones

Consideramos las mismas variables y funciones de la seccién anterior pero con los ajustes necesarios para

hacer el desarrollo en dos dimensiones.

L, el diametro de una célula bidimensional (vease fig.2.2).

A, la longitud del paso de una célula, ya sea hacia la izquierda, la derecha, abajo o arriba.
e «, la razon entre el didmetro de una célula y la longitud de uno de sus pasos, es decir, % .

e C(z,y,t), la concentracion de la sustancia que atrae a las células en el punto (z,y).

flC(z,y,1t)], la frecuencia promedio de pasos asociados a la concentracion C(z,y,t) donde el punto

(z,y) es la posicion de un receptor.

b(x,y,t), la densidad de células (cantidad de células por unidad de area) con centro en el punto

(z,y) al tiempo t.

(z.y+ )

—

L
t %
(x—Ay) (@,9) (z+4A,y)
o —
(z,y— D)

(a) Célula bidimensional con centro en (z,y). (b) Region del plano (segmentos rojos) cuyos pun-
Los puntos sobre la circunferencia correspon- tos son centros de células que al moverse hacia la
den a los cuatro receptores de la célula cu- derecha o la izquierda, en el caso del segmento ho-

rizontal, y hacia arriba o abajo, en el caso del ver-

yas coordenadas son (z— L,y), (z+ %£,y),
2 2 . . ,
tical, aportan al flujo de células en el punto (z,y).

(%y - %) y (x7 Y+ é), respectivamente.

Figura 2.2. Célula bidimensional y especificacion de la region donde deben considerarse los centros de las células
para obtener el flujo en un punto del plano.

Como ya se menciond, las células consideradas para este modelo s6lo pueden moverse en cuatro direcciones,
es decir, el movimiento es en una malla y no realmente en todo el plano. Asi que si una célula pasa por

el punto (z,y), sélo hay cuatro opciones para la posicién en donde se encontraba antes de dar el paso.
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1. En un punto (s,y), donde x — A < s < z. El paso fue hacia la derecha.
2. En un punto (s,y), donde x < s < x + A. El paso fue hacia la izquierda.
3. En un punto (z,7), donde y — A < r < y. El paso fue hacia arriba.

4. En un punto (z,r), donde y < r < y + A. El paso fue hacia abajo.

A diferencia del flujo considerado en la primera seccion, ahora J(z,y) se considera positivo hacia la
derecha y hacia arriba. Para obtener su valor, consideramos el flujo que hay en cada sentido, es decir, el
flujo hacia la derecha como un flujo unidimensional en el eje de las abscisas y el flujo hacia arriba en el

eje de las ordenadas.

J(2,y) = </:Af [C’ <s+ ;aA,yﬂ b(s,y)ds — /:+Af [C <s — ;QA,y>:| b(s,y)ds,
/;A f [C <x7r + ;aA)] b(z,r)dr— /yHA f [c (m - ;aA,yﬂ b(z,r) dr) (2.2.1)

Al igual que en la seccion anterior, consideramos a J también como funcién de A. Aproximamos el valor

de cada componente del flujo alrededor del punto (x,y, A), considerando la igualdad (2.1.7); se obtiene:

J(@,y,A) = (A {(a = 1)(f, (C) Cxb) — (C) by}, A% {(a = 1) (f. (C) Cyb) — [ (C)by})
= A% (= 1) (fo (C) Cab, fo (C) Cyb) = A (£ (C) by, [ (C) by)
= A% (a—=1)bf. (C) (C, Cy) = A*f (C) (b, by)
= A2(a—1)bf, (C)VC — A2f (C) Vb. (2.2.2)

Se definen las funciones que conformaran a los coeficientes de difusiéon y quimiotaxis:

WC)=A%F(C),  x(C)=A%a-1)f, (), (2.2.3)

donde p comunmente es considerada como la “difusién” de las células y x como la “quimiotaxis” de las

mismas. Usando los valores de (2.2.3), la expresion (2.2.2) queda del siguiente modo:
J(z,y) = —pu(C)Vb + x(C)VC. (2.2.4)

Si consideramos células tridimensionales que pueden moverse a lo largo, lo ancho y lo alto, el flujo en el
punto (z,y, z) se calcula considerando flujos unidimensionales en cada coordenada y se obtiene la igualdad
(2.2.4) evaluada en (z,y, 2).

Observacion 2. Ya sea que tengamos el modelo en dos o en tres dimensiones espaciales, se puede explicar
por qué i se considera el coeficiente de difusion y x, el de quimiotaxis. Notemos que p multiplica al vector
Vb, que es el gradiente de la densidad de células, pero también al valor (—1), lo que indica un flujo en

direccion contraria al gradiente de la densidad, es decir, la células se mueven a donde hay menos células.
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Como ya sabemos, este fendmeno es conocido como difusion. De manera andloga, si consideramos que x
toma valores positivos, al multiplicar por el vector VC', se aporta flujo de células en la direccion de dicho

gradiente, es decir, las células se mueven hacia donde hay mds concentracion de sustancia atractora.

Ahora falta establecer como cambia la densidad de células en un punto (x,y, z) en relaciéon con el flujo
obtenido en (2.2.4). En el modelo de una dimension espacial, esa relacion se construyé de manera intuitiva.
Para establecer la relacion en tres dimensiones primero consideramos a P(t) como la cantidad de células
que hay en un volumen V al tiempo t. La superficie que contiene a V' la llamamos S. Como b(zx,y, 2, t)
es la densidad de células (cantidad de células por unidad de volumen), podemos expresar a P(t) de la

siguiente manera:
P(t) :/ b adv. (2.2.5)
1%

La cantidad de P(t) en el volumen V' cambia de un momento a otro si hay células que fluyen a través de
S hacia el exterior de V, o si se crean o mueren células (F') en el interior de V. Asi que la derivada de P

respecto de t se puede expresar como:

P(t) = — /S J(x,y,2)-dS £ /V F(x,y,z) dV. (2.2.6)

Aplicando el teorema de la divergencia al primer término de la derecha de la igualdad (2.2.6), se obtiene:

Pi(t) = —/ V- J(z,y,z)dV i/ F(z,y,z) dV. (2.2.7)

1% 1%
Por otro lado, la razon de cambio de P respecto al tiempo, de acuerdo con (2.2.3), esta dado por:
Pi(t) = / by dV. (2.2.8)
1%
A partir de (2.2.7) y (2.2.8), se obtiene:
/ by dV = —/ V- J(z,y,z)dV i/ F(x,y,z) dV,
1% 1% v

es decir,
1%

Como el volumen V' es arbitrario, la igualdad anterior es cierta si el integrando es cero. Asi se obtiene:
bt +V- J(aj,yvz) iF(x?:%Z) =0.

Evaluando en la ecuacion anterior el valor de J obtenido en (2.2.4), se obtiene el cambio de la densidad

de células en un punto en presencia de un sustancia atractora.

by ==V - (—uVb+ xbVC) £ F(x,y, 2)
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Si se considera que no mueren ni se crean nuevas células, se obtiene el modelo de quimiotaxis de Keller-
Segel para tres dimensiones.
by ==V - (—uVb+ xbVC) (2.2.9)

2.3. Caracteristicas de los parametros del modelo

En el modelo de Keller-Segel se definieron las funciones p y x, la cuales comtinmente se consideran como
los coeficientes de difusién y quimiotaxis. Como ya se menciond, considerar que p y x son constantes,
no es una consecuencia, ni se puede deducir, del modelo original. Sin embargo, hacer dicha suposicion
facilita los calculos, ya que es dificil establecer el valor de la funcién f. Ademés, de acuerdo con (2.1.8),
1y x no solo dependen de f, sino también de A y «. En esta seccién, analizaremos como cambian p y

X, y asu vez J, en relacion con los valores de f, Ay a.

Comencemos retomando las igualdades (2.1.8):

wC) = A f[C@)],  x(C)=A%a-1)f,[C(x)].

Es facil notar que p siempre es positiva, debido a que f es una frecuencia. Sin embargo, f. puede o
no tomar valores positivos, al igual que (o — 1), asi que x puede ser mayor o menor que cero, lo que

provocaria flujo hacia mayor o menor concentracion de la sustancia atractora, respectivamente.

Fijémonos primero en f.. Si toma valores positivos, indica que f crece si C' lo hace; si es negativa,
entonces f decrece al aumentar C. Como C' depende de la posicion de la célula, si suponemos que la
concentracion de la sustancia atractora aumenta conforme se avanza en la posicién, podemos hacer las

siguientes afirmaciones:

— Si f. es positiva, conforme se avanza en la posicién, el valor de f aumenta, es decir, hay mas

movimiento por parte de las células pues la frecuencia de pasos es mayor.

— Si f, es negativa, conforme se avanza en la posicién, el valor de f disminuye, es decir, hay menos

movimiento por parte de las células pues la frecuencia de pasos es menor.
De manera coloquial lo anterior se puede interpretar como:

— Mientras més cerca esté una célula de la fuente de sustancia atractora (la mayor concentracion), la

motilidad hacia esa fuente sera mayor.

— Mientras méas cerca esté una célula de la fuente de sustancia repelente (la mayor concentracion), la

motilidad hacia esa fuente serd menor.
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Estas afirmaciones nos permiten hacer una relaciéon entre el modelo obtenido y los conceptos quimiotazis
positiva y negativa descritos en la introduccién, los cuales se refieren al movimiento de las células en

direccién del gradiente de concentracion o en el sentido contrario.

Observacién 3. Para que la primera afirmacion (f,, es positiva) corresponda con la quimiotazis positiva
y la seqgunda (f. es positiva), a la negativa, basta con que (o — 1) sea positivo, es decir, que el didmetro
de la célula sea mayor que la longitud del paso, ya que « se definid como o = %. Ademds, como se explico
en la introduccion, en la quimiotazis negativa la sustancia que provoca el movimiento de la células, no
desempenia un rol de atractor sino de repelente, lo cual empata muy bien con la seqgunda afirmacion, ya
que mientras mds grande sea la concentracion de la sustancia menos probable es que la célula se mueva

en esa direccion.

Para concluir, analicemos lo anterior a partir de la ecuacion (2.1.8). El concepto quimiotazis positiva
lo podemos asociar con el signo positivo de x ya que indica si hay flujo en direccién del gradiente de
concentracion (la direccion del vector VC'). La quimiotaxis negativa queda expresada cuando el signo
de x es negativo, ya éste indica que hay flujo en el sentido opuesto del gradiente de concentracion.
Hay que mencionar, que sin importar si la quimiotaxis es positiva o negativa, siempre tenemos difusion.
Recordemos que el término —p Vb, no se agrego al modelo para representar la difusion, sino que se obtuvo
junto con el término que representa la quimiotaxis, xVC, es decir, como ya habiamos mencionado, si

ocurre un fenémeno de quimiotaxis, la difusiéon ya estéa incluida.
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Capitulo 3

Bandas viajeras

Como ya se explico en el capitulo 1, los experimentos realizados por Adler [10], donde se observo el
fenémeno de la quimiotaxis, consistian en colocar una poblacién de bacterias en uno de los extremos
de un tubo capilar lleno de una sustancia que contenia oxigeno y fuentes de energia como galactosa o
aminoacidos como serina. La serina permite que la bacteria E. colli se mueva aerobica y anoaerébicamente,
de modo que se pudieron observar dos bandas de bacterias: la primera va en busca del oxigeno y la segunda,
al ya no haber oxigeno, va en busca de la serina. El crecimiento de bacterias se controla al no anadir
aminoacidos como leucina o treonina. Ademés, es necesario anadir metionina para que se formen las
bandas de bacterias. Cuando no se anade metionina en los tubos capilares, las bacterias se mueven de

manera aleatoria, mostrando un comportamiento muy similar al de la difusién de la glucosa.

3.1. Sistema de ecuaciones

Para obtener un modelo bésico de lo descrito en el parrafo anterior, se plantearéan las ecuaciones en una
dimension espacial. Ademaés, consideraremos que las bacterias consumen so6lo una sustancia. Retomando
el anélisis de la seccién 2.1, se obtiene la siguiente ecuacién para una poblaciéon de bacterias que consume

cierta sustancia:
be(x,t) = —(—p(C)by + x(C)bCy) .. (3.1.1)

Donde las variables involucradas son:

e b(z,t), la densidad de bacterias en la posicion z al tiempo t.
e ((z,t), la concentracion en el punto x al tiempo ¢ de la sustancia que consumen las bacterias.
o u(0), el coeficiente de difusion cuyo valor es A2 f [C].

e x(O), el coeficiente quimiotactico cuyo valor es A%(a — 1) fc [C].

Debido a que la sustancia atractora estd siendo consumida por las bacterias, su concentracién cambia

conforme avanza el tiempo.
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Usando el mismo razonamiento con el que se obtuvo la ecuaciéon (2.1.3), pero considerando C(z,t) en

lugar de b(x,t), se tiene la siguiente ecuacion:
Ci(z,t)=—J, £ F.

Recordemos que la funcion F(z,t) indica la cantidad de sustancia atractora que se crea o se consume en
la posicion x al tiempo ¢. En este caso, solo estamos considerando que la sustancia esta siendo consumida

por las bacterias, de ahi en signo negativo en la siguiente ecuacion:
Cy(z,t)=—J, — F. (3.1.2)

Ademés, definimos k(C) como la tasa de consumo de la sustancia atractora por cada bacteria por cada
unidad de tiempo. Asi que el producto k(C)b(z,t) indica la cantidad de sustancia atractora consumida
por las bacterias que se encuentran en la posicion x al tiempo ¢. Asi que la ecuacion (3.1.2) se reescribe

como:

Ci(z,t) = —Jy — k(C)b. (3.1.3)

Para determinar el valor de J, usamos la primera ley de Fick, que establece la siguiente relacion de

proporcionalidad entre el flujo y el gradiente de concentracion:
J(z,t) = —DC,,

donde D es la constante de proporcionalidad comunmente llamada coeficiente de difusiéon. Por lo anterior,
el valor de J,, es el siguiente:
Je(x,t) = —=DCyy. (3.1.4)

Sustituyendo la ecuacion (3.1.4) en la (3.1.3) se obtiene la ecuacion que modela el cambio de la concen-

tracion de la sustancia atractora conforme transcurre el tiempo:
Ci(z,t) = DCyy — k(C)b. (3.1.5)

Con las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.5) se forma el siguiente sistema de ecuaciones, cuya solucion sera el

objetivo de la seccion 3.3.

bi(w,t) = — (—p(C)bs + X(O)bcw)wa
Ci(z,t) = — k(C)b+ DCyy.

Antes de resolver el sistema, en la seccion 3.2 se mencionaran las restricciones echas por Keller-Segel para

las funciones x(C) y u(C).
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3.2. El valor de u(C) y de x(C)

Al inicio del presente capitulo se mencion6 que la formaciéon de las bandas de E. colli observadas por
Adler [1], solamente fue posible cuando se anadioé metionina. Cuando este aminoécido no era agregado,
el comportamiento de las bacterias era similar al de la difusiéon de la glucosa, dando paso a considerar
que el término quimiotactico de la ecuacion (3.1.1) es cero y asi obteniendo la ecuacion de difusion para
modelar el movimiento de las bacterias. Dicho experimento, sin metionina, le permitié a Adler calcular
un aproximado del coeficiente de motilidad de la E. coli, hecho en el que Keller y Segel se basan para
considerar a la funciéon p(C) como constante. Por lo tanto, a partir este momento consideraremos a p(C)

como simplemente .

El valor constante de p(C) tiene sentido si no hay quimiotaxis ya que de acuerdo con las definiciones de
w(C) vy x(C) dadas en (2.1.8), si p es constante, entonces x(C) = 0. Sin embargo, con la intencion de

simplificar el sistema, Keller y Segel mantienen el valor constante para p(C') en presencia de quimiotaxis.

Una vez que Keller y Segel ignoraron la relacion entre p(C) y x(C) que ellos mismos habian establecido,
es necesario especificar cuél sera el valor de x(C). Para esto, primero enunciaremos la relacion observada
por el psicologo aleman Ernst Heinrich Weber (1795-1878) [8]:

"El incremento de la magnitud del estimulo para producir una diferencia notable en la sensacion es

directamente proporcional a la magnitud del estimulo."

Esta afirmacion fue descrita en el lenguaje mateméatico por Gustav Theodor Fechner (1801-1887) [8] con
la siguiente ecuaciéon, donde C' es la magnitud del estimulo, en nuestro contexto, la concentraciéon de la
sustancia atractora.

AC

—— = cte
C

Weber afirmaba que la diferencia notable en la sensacion (S) permanece constante mientras que % sea

constante, lo que lleva a Fechener a establecer la igualdad:

AC

para valores pequenos de AS y AC, donde AS es la diferencia notable en la sensacion y §, una constante.
Al interpretar los incrementos como diferenciales e integrar ambos de la igualdad, se obtiene la ley de

Fechner, donde Cj representa la magnitud minima del estimulo necesaria para provocar una sensacion.

S=46ln <(,C*;> (3.2.1)

En nuestro contexto Cy representa la concentraciéon minima de la sustancia atractora que se necesita para

provocar una respuesta en las bacterias.
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Ahora, definamos a H(C') como la antiderivada de x(C), es decir, x(C) = H,. De esta manera, en la
ecuacion (3.1.1), el término quimiotactico x(C)bC, puede escribirse como bH,(C). En varias dimensiones
se tendria que VH (C) = x(C)V(C), lo que permite pensar a H(C) como la funcion S(C), ya que VS(C)
se podria interpretar como la direccién donde hay mayor respuesta por parte de las bacterias a la sustancia
atractora. Notemos que tiene sentido que dicha direccién dependa de la direccion en la que hay mayor
concentraciéon de sustancia atractora. De lo anterior, obtenemos las siguientes igualdades, comenzando

con la ecuacion (3.1.1) y usando (3.2.1).

bt(‘r7t) = (_N(C)bm + X(C)bcz)z

C
= by — (b§1n (CO>>$

= pbay — (B6C™'Cy) . (3.2.2)

El valor obtenido para x(C) fue §C~! y comtinmente se conoce como la ley logaritmica [14]. Hay otros
valores como la ley del receptor o asignando un valor constante, sin embargo, usaremos la ley logaritmica
pues es la que Keller y Segel utilizaron para encontrar las soluciones de tipo onda viajera. El sistema por

resolver sera el siguiente:

bt(xa t) = pbgy — (5b0710¢5>z )
Col@, 1) = — k(C)b+ DCh. (3.2.3)

3.3. Solucidén del sistema

Para establecer las condiciones de frontera del sistema planteado en la seccién anterior, vamos a considerar
que el tubo capilar tiene una dimensién infinita; es decir, x toma valores de —oo a co. Esta suposicién se
deriva de que la longitud de la banda de bacterias observada es muy corta en comparacion con la longitud
del tubo capilar. Ademaés el ente geométrico que mejor representa la forma en la que se mueve esta banda,
es una recta; asi que podemos considerar que la solucién del sistema en la que estamos interesados debe
depender de & = z — at, donde a € R\ {0} es la velocidad constante de la onda viajera. La variable £
recibe el nombre de wvariable de traslacion o variable galileana. De este modo, se busca que la solucion el

sistema sea de la forma:

b(z,t) =b(&), C(z,t) = c(§). (3.3.1)

Es importante mencionar que la velocidad constante de la banda viajera, a, se consideraré positiva debido
a que en el experimento de Adler las bacterias muestran una quimiotaxis positiva, asi que su direccién
es hacia la derecha. Si se buscara modelar quimiotaxis negativa, la velocidad constante de la banda se
consideraria negativa. Ademas, no se incluye a = 0 ya que las bandas si estin en movimiento conforme

transcurre el tiempo, es decir, no tenemos bandas estacionarias.
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Comencemos con los valores de b(€) cuando & tiende a —oo y a oo. La densidad de bacterias en esos
puntos de la recta se espera que tiendan a cero ya que estan muy alejados del punto inicial (0, 0), que es
donde se encuentran las bacterias en ¢ = 0. Ademaés, al no haber bacterias presentes tampoco hay flujo

de bacterias, asi que b¢(€) = —%bt(f) también tiende a cero cuando & tiende a —o0 y a oo.

Para los valores de C(§), consideramos que para 2 < 0 no habra sustancia atractora, sin embargo, para
x > 0 se considera que la sustancia atractora y las otras sustancias que se encuentran en el tubo capilar
estan perfectamente bien mezcladas, asi que para t = 0, en todos los puntos de la recta hay la misma
concentracion de la sustancia atractora, C(z,0) = Cy y conforme transcurra el tiempo esta concentracion
cambiara en puntos cercanos a (0,0), pero en puntos muy lejanos la concentracion seguira siendo Cy. Por
lo anterior, cuando £ tiende a —oo se tiene que C' tiende a 0 y cuando & tiende a oo los valores de C(&)
tienden a Cp. En resumen, considerando la notacion be(§) = 0'(§) y Ce(§) = C'(€), las condiciones de

frontera para b(€) y C(£) son las siguientes:

b—0, b —=0 si&— +oo,
C—0 sif— —oo,
C—Cy si&— o0,

C'"—0 si&— too. (3.3.2)

De esta manera, la funcion b(€) toma el mismo valor para co que para —oo, por ello decimos que es un
pulso. Por otro lado, C(£) adquiere valores distintos en oo y —oo, entonces decimos que es un frente. En

las siguientes graficas se puede observar de manera intuitiva un pulso y un frente.

= —

?

= En esta direccidn viaja

< .

£ la onda tipo pulso

<

£

%}

<

IS
bo=0 J | b =0
£=- =0

=z —at

Figura 3.1. Forma de una onda tipo pulso.
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Cy=Co

En esta direccion viaja
la onda tipo frente

% de sustancia atractora (C')

| | 1
E=x—at

Figura 3.2. Forma de una onda tipo frente.

Se invita a la lector a observar nuevamente las figuras 3, 6 y 8 del articulo de Adler [1]. En la primera
se pueden observar los pulsos que son las bandas de bacterias. En la segunda y la tercera figuras, la

concentracion de oxigeno y serina forman frentes.

Ahora, debemos reescribir el sistema (3.2.3) en términos de .

be(,t) =piber — (66C~'Cy)
Ci(z,t) = — k(C)b + DCyy.

Para esto, hay que tener en mente que & = —a y &, = 1. Las derivadas parciales presentes en el sistema

se calculan a continuacién.

by(w,t) = (b(E)), = be(£) - & = —abe(§), Ci(x,t) = (C(E)), = Ce(§) - & = —aC¢(8),
by (2,) = (b(£)),, = be(E) - & = be (&), Cola,t) = (C(8)), = Ce(§) - & = Ce(8),

brx (2, ) = (b(§)), = bee(§) - & = be(€). Cra(w,t) =(Ce(§)), = Cee(§) - & = Ce(§).
Al sustituir los valores anteriores obtenemos:

—abe =pbee + (5b0‘105)§ ,
—(J,CE = — k(C)b + Dng.
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La derivada respecto a £ que aparece en el segundo sumando del lado derecho de la primera ecuacion, se
debe a que (0C~'bC¢) = (3bC1C¢), - & = (8C'Ce),, ya que & = 1.

Considerar que la sustancia atractora no se estda difundiendo implica que D = 0. Ademés, podemos
establecer que cada célula consume la misma cantidad de sustancia atractora por unidad de tiempo sin

importar la concentracion de la sustancia, es decir, k(C) tiene un valor constante.

Teniendo en cuenta lo anterior y considerando que son ecuaciones diferenciales ordinarias, be (&) = b'(§)

y Ce(§) = C'(§), el sistema por resolver es:

ab' = — pb" + (8bC~1C")’, (3.3.3)
aC’ =kb. (3.3.4)

De este modo obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en la variable de traslacion.

Para su solucién, comenzamos por la primera ecuaciéon del sistema.

ab' = — b + (5bC_1C’)/, (Integrar respecto a &)
ab = — pb' + 5bCC" + ctey, (Usar (3.3.2): b— 0, b, = 0 si £ — 00)
ab=— ub +obC~1C’, (Dividir entre by p, ordenar términos)
b 6’
3= % + LT (Integrar respecto a &)
)
In(d) = — %5 + m In(C) + ctea, (Calcular la funcion exponencial)
. _ 5 -
b :efiéC%eCteﬁ (Definir Q = e“¢, 6 = — y £ = g«f)
u u
b= Qe 5CP.
Para obtener el valor de C, sustituimos el de b en (3.3.4).
aC’ =kQe ¢C?, (Ordenar términos)
c’ z
acg =kQe ¢, (Integrar respecto a )
O—6+1 _
- =— kQHe_E + ctes, (Usar (3.3.2): C — Cp si £ — o0)
—0+1 a
Cl_g _ C 1-6 .
al == kQ%e‘f + %, (Multiplicar por 1 — ¢, dividir entre a)
Ol = —kQ (1-9) %676 + G, (Calcular la raiz 1 — 9)
a

1

C = (kQ,u (5_ 1) efz—k 0016) 1-3 .

a?
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Usando la condiciéon de frontera C' — 0 si £ — —oc en la ultima ecuacién, tenemos que el exponente ﬁ
debe ser negativo para que el término derecho de la igualdad sea cero. Lo anterior implica que 1 < ¢,
es decir, p < d, desigualdad que encaja de manera satisfactoria con el modelo ya que significa que hay
maés influencia en el movimiento de las bacterias por la quimiotaxis que por la difusion, ya que u es el

coeficiente de difusion y § la constante de quimiotaxis.

Para simplificar la ultima ecuacion obtenida para C, Keller y Segel consideraron k%‘ (3 — 1) = Cy' .

El resultado es:
C = Cy(1+e 677,

Al despejar el valor de @ de la igualdad planteada en el parrafo anterior y evaluédndolo en la ecuacion

que se obtuvo para b, junto con el valor anterior de C, se tiene lo siguiente:

B a2Cé_g _F E 5
—me (CO(1+€ ) 7‘3)

_k,ua(zci) ) et (1 + e*Z) e

‘b"

Por lo tanto, las soluciones del sistema formado por (3.3.3) y (3.3.4) que obtuvieron Keller y Segel son

las siguientes:

CE) .. s

CO —(1+€ 5) ’

VO 1 gy, e
2 Colk) T (5—1)6 <1+e ) .

En la discusion de su articulo [10], Keller y Segel analizan qué tan efectivo es su modelo al compararlo
con datos experimentales que obtuvo Adler. No nos centraremos en analizar estos datos, ya que so6lo
nos interesaba conocer la manera en que obtuvieron la soluciones de onda viajera para poder hacer una

comparacion con el modelo que se explica en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Otra propuesta: movimiento por hambre

En los capitulos anteriores hemos analizado el planteamiento del modelo de Keller-Segel para el fen6meno
de quimiotaxis considerando que éste ocurre cuando las bacterias se mueven en la direcciéon donde hay
mayor concentraciéon de una sustancia atractora, partiendo de que las bacterias tienen sensores que les
permiten identificar la concentracion de la sustancia. En este capitulo nos centraremos en un modelo
reciente, construido por Changwook Yoon y Young-Jung Kim [23], que propone que la quimiotaxis es una
de las consecuencias de que las bacterias se muevan por hambre, es decir, al no tener suficiente alimento (la
sustancia atractora), comienzan a moverse en busca de éste. Mientras menor sea la cantidad de alimento
que recibe cada bacteria mayor sera su motilidad y viceversa. Esta ultima afirmacion implicaria que no

hay movimiento si hay suficiente alimento, ya que las bacterias estdn en una zona de confort.

4.1. Modelo sin sensores

Al igual que en el modelo de Keller-Segel, comenzaremos con una dimension espacial y después haremos
la extension a dos dimensiones. Supongamos que cada bacteria da un paso de longitud Az por cada
unidad de tiempo At; si una bacteria que se encuentra en el punto x; da un paso a la derecha, llega al

punto z;11, y si da un paso a la izquierda llega al ;1. En la siguiente figura se representa lo anterior.

Ax
3 . .
Li—1 Ty &T; Tipl Lit1
Az
Figura 4.1.

Consideraremos a las bacterias con centro en z; a aquellas que se encuentren en el intervalo (:Ei_ 1Tl ) .

Si estas bacterias dan un paso a la derecha, llegan al intervalo (xl 11,01 ), el cual representa a las
2 2

bacterias con centro en x; 1, anadlogamente para un paso a la izquierda y las bacterias con centro en x;_j.
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Definimos b(z) como la cantidad de bacterias (B(z)) por unidad de longitud (Az), es decir, la densidad
de bacterias en el punto x. De este modo, se tiene que la cantidad de bacterias en el punto x; se expresa
como B(x;) = b(x;) Az, sin olvidar que estamos considerando que las bacterias en el punto x; son aquellas

que pertenecen al intervalo (x 1,1 )

Una bacteria puede moverse hacia la izquierda o hacia la derecha con la misma probabilidad. En una
caminata aleatoria, cada bacteria daria un paso por cada unidad de tiempo; sin embargo, en este modelo
Yoon y Kim consideran que una bacteria con centro en x puede o no moverse dependiendo de la cantidad

de alimento que tenga, esta probabilidad de moverse la representaremos con la funcion 0 < y(z) < 1.

Es importante notar que en el modelo de Keller-Segel, la funcion f[C(z)] indica la frecuencia promedio
de pasos que da una bacteria hacia la izquierda o la derecha, esto dependiendo de si z es la ubicaciéon
del receptor izquierdo o el receptor derecho donde se estd detectando la concentracién de sustancia, es
decir, la funcion f(z) obtiene informacion acerca de en qué direccion moverse, por ello decimos que la
bacteria conoce el gradiente de concentracion y lo sigue. En el modelo de Yoon-Kim [23], se considera que
las bacterias no reciben informacion acerca de la direcciéon hacia la cual deben moverse, sélo conoceran
la cantidad de alimento que reciben y a partir de esto se moveran sin preferencia hacia la izquierda o la

derecha.

Hechas las aclaraciones anteriores, podemos establecer que el flujo de bacterias en el punto z; +1 esta
dado por las bacterias en el punto z; que se mueven a la derecha y las que estén en el punto x;41 que se
mueven a la izquierda:

J@) ., | = o) AT L, ) AT (4.1.1)

it 2 At 2
El factor ~(x;) indica la probabilidad que las bacterias en x; se muevan y de manera analoga para
~¥(z;i+1) y las bacterias en x;;. El factor % del primer término de la parte derecha de la ecuaciéon indica
la probabilidad de que el movimiento de las bacterias en x; sea hacia la derecha y en el segundo término,
que el movimiento de las bacterias en z; 11 sea a la izquierda. El signo negativo del segundo término, al

igual que en el modelo de Keller-Segel, se debe a que el flujo se considera positivo hacia la derecha.

Del punto z; al z;+1 el incremento es de Az, es decir, v(z; + Ax) = y(zi4+1), por ello la ecuacion (4.1.1)

se puede aproximar de la siguiente manera:

T@)|, | = o ) ~ 2 e)ben)
= % (v(x:)b(z;) — v(x; + Ax)b(x; + Ax))
(Az)? (7(% + Az)b(zi + Az) — 7(%)5(%))
2At Ax
o (Az)® Oy (w4 Ar)b(a; + Ax) — y(zi)b(a;) (Az)?
- 2At (Alx—>0 Az ) - WYAN (Py b)z z;
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~ (Aav)2

A partir de la altima ecuacion podemos establecer que J(z) v 1 = T 5A7 (7D), |: » lo que a su vez
o
nos permite obtener J(z) = — (ﬁzlz (vb),.. Al igual que en el modelo de Keller-Segel, usamos la ley de la

conservacion de la materia, ecuacion (2.1.3), para deducir la siguiente igualdad:

et = S ),

Notese que no se considera produccion ni muerte de bacterias. Ademés se pueden definir las siguientes

variables para adimenzionalizar la ecuaciéon como se muestra a continuacion.

x P t
Az Y T 9AL

[E‘:

Se calculan las derivadas para hacer el cambio de variable.

Ob(z,t)  Ob(E,1)0F  Ob(z,4) 1
ot ot ot ot 2At
I(yb) _ O(xb) 9z O(vb) 1

ox o0x Ox 0T Ax
d(yb) 0 <8(’yb) 1 )(% 1 9(yb)

01 Ax

oxO0x O

Sustituimos las derivadas anteriores en la ecuacién para obtener la nueva ecuacion.

1 oMED (A 1 ()

20t Ot ] - 2At (Ax)? 9307
Retomando la notacién que se estaba ocupando, la primera ecuacién de nuestro sistema es:
bi(Z,) = (V)35 (4.1.3)

En la seccién 3.1 se obtuvo la ecuacion (3.1.5) para modelar el cambio de la concentracion de la sustancia
atractora. Para este modelo retomaremos dicha ecuacion, con las variables Z y ¢, considerando que la
sustancia atractora es el alimento de las bacterias y que no se difunde, pero que esté siendo consumida

con un razoén de k(C).

D
—
IS
~
SN—
I
|
5
—
Q
S~—
S
—~~
IS]
S
Nt

(4.1.4)
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Para facilitar la lectura, se abusara de la notaciéon y se escribird & como x y t como t. Asi, el sistema que

analizaremos es:

bt(xat) = (’Y b)y$7
Cy(x,t) = —k(CO)b. (4.1.5)

Para encontrar las soluciones tipo onda viajera en el sistema correspondiente al modelo de Keller-Segel,
(3.2.3), el valor de k(C') se considerdé como constante, en cuyo caso se esta omitiendo la posibilidad de
que las bacterias coman mas al tener mas alimento. Al resolver el sistema (4.1.5), Yoon-Kim mantienen

como funcion variable a k(C) y obtienen soluciones de tipo onda viajera, como veremos mas adelante.

Hasta el momento s6lo hemos dicho que la funcién v depende de la posicién, sin embargo, al ser v la
probabilidad de que las bacterias se muevan debido a la cantidad de alimento que reciben, podemos
establecer que depende del cociente de la cantidad de alimento disponible entre el niimero de bacterias.
El cociente anterior tiene el mismo valor que el dado por s = %, llamado por Yoon-Kim como medida de

satisfaccion. De esta manera, v se define como funciéon de by C, ~ (%) =7(s).

Notemos que si el valor de b aumenta y el de C' permanece constante, entonces el de v debe aumentar ya
que las bacterias reciben menos comida, lo cual incita a que se muevan por hambre. Por otro lado, si el
valor de C' aumenta y el de b es constante, entonces vy disminuye su valor ya que hay mas comida para

cada bacteria y no hay necesidad de moverse. Asi, obtenemos las siguientes condiciones para -y.
v >0, Y =0 Yy Yo <0. (4.1.6)

Podemos verificar que la funcién v(s) cumple las condiciones anteriores, tomando en cuenta que es

decreciente respecto a s, es decir, v5 < 0.

<0.

S| =

C
vb=—vsb720, Yo = Vs

Una observacion importante hecha por Yoon-Kim es que la ecuacion by(z,t) = —(—u(C)by + x(C)0Cy),.,
propuesta por Keller-Segel, es un caso particular de la primera ecuacion de (4.1.5) si se considera que 7y

solo depende de C'y no de b, ya que:

be = (70) s
= (Ybab + bz + 7 Cid),
= ((wd +7) b +7.Csb),
= (vby +7.C3b), , (con v, = 0),

donde v =y y 7., = —X, lo cual cumple las condiciones establecidas en (2.1.11) si se considera o = 0.
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Observacion 4. Recordemos que a se usd para representar la razon entre el didmetro de una célula y la
longitud de uno de sus pasos, %. Por lo tanto, si a = 0 se tiene que la distancia entre los los receptores
es cero (L = 0), lo cual describe correctamente el modelo de Yoon-Kim que considera sélo la posicion
de la bacteria y mo la de los receptores. De esta manera vemos que el modelo de Keller-Segel es un caso

particular de este nuevo modelo.

4.2. Nuevo modelo en dos dimensiones

En el capitulo 2 se llevo a cabo la extension a dos dimensiones del modelo de Keller-Seguel, ahora haremos
lo analogo para el modelo de Yoon-Kim. Se considera que el movimiento de las bacterias sélo puede ser
hacia arriba, abajo, derecha o izquierda y en la imagen de la derecha, las bacterias que tengan centro en

la region resaltada con rojo seran consideradas como las bacterias con centro en (x;,y;).

* L] L 3 o

(:Eit yi+._1,)

(i, yi) (171'+§= Yi)

Para calcular el flujo en el punto (z;,y;) haremos algo similar a lo que hicimos en una dimension, nos

fijaremos en el flujo del punto (:Ul 1Yl ) Para la coordenada horizontal consideraremos a los puntos

(xl-, yi+%> y (wi+17 yi+%) y para la coordenada vertical, a los puntos (xi+%7yi) y (xi+%7yi+1).
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b(mi,yi+%) Az

b (J: 1) Az
1 1 1+1’y1+§)
J (xi-ﬁ-%vyi—&-%) = Z’Y (Ii;yi-&-%) At 17 (l‘i—s-l’%-f-%) At )
1 b(xi_i_%,yi) Ay b(zH%,yHl) Ay
E7 (xi-i-layi) - A ZY <$i+%,yi+1) A
- —(Am)Q i 7(1'2+A‘T,yz+l)b(zl+A‘ray1+l) 77<xiayi+%> b(xlayi-{-%)
o 4AL A:lvgo Ax )
—(Ay)? . v (l'i+%,yi + Ay) b (SBH%,% + Ay) - (%ur%,yz‘) b (l'iJr%ayi)
4At Ay—0 Ay
—(Az)? —(Ay)*
, b
—(Ay)?

~ [ —(A2)?
:< 4A¢L o), (fwg’yw;)).

Como un paso a la derecha o a la izquierda tiene la misma longitud que un paso hacia arriba o hacia

(f”i%vy”%)’ 4At (vd),

abajo, se tiene que Az = Ay. Ademas, se puede ajustar la unidad de tiempo para simplificar la ecuacion.

rapn) =52 (i, 00,

I

)
(i)
Gy

De la tltima ecuacion estableceremos el flujo para cualquier punto (z,y):

crenT ER (COMCTN

J(z,y) ==V (7D). (4.2.1)

Al igual que el modelo en una dimensién, usamos la ley de la conservacion de la materia para establecer

la ecuacion siguiente (no se considera produccion ni muerte de bacterias):
by =V -V (vb). (4.2.2)

En esta ecuacién también es posible considerar que v depende de b y de C'. Con dicha definicién para

la ecuacion (4.2.2) se puede reescribir como se muestra a continuacion.

by =V -V (vb)
=V (7 Cub + bab + 7 by, 7o Cyb + 1byb + 7by)
=V (b7.VC + (byp +7) Vb) (4.2.3)
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En la ecuacion (4.2.3) aparece el término VC, es decir, el modelo incluye informacion acerca de la direccion
en la que hay mas concentraciéon de alimento al igual que en el modelo de Keller-Segel, sin embargo, la
diferencia radica en las hipotesis que se hacen acerca del movimiento de las bacterias. Recordemos que en
este modelo consideremos que las bacterias se mueven debido a que tienen hambre y lo hacen de manera
aleatoria, pero en Keller-Segel desde un inicio se da por hecho que las bacterias cuentan con sensores que

les permiten determinar en qué direccién hay que moverse.

En el siguiente capitulo se analizara la existencia de soluciones tipo onda viajera para el sistema de una
dimension espacial que se obtuvo en la secciéon 4.1. Lo anterior con la finalidad de comparar cémo se
muestra la existencia de este tipo de soluciones en el modelo de Young-Kim y en el de Keller-Segel. Hay
que recordar que en el modelo de Keller-Segel las condiciones establecidas en (2.1.11) se ignoraron para
poder simplificar el sistema y asi obtener la solucion (capitulo 3); sin embargo, para el modelo de Young-
Kim no sera necesario omitir la relacion entre estos coeficientes, pero si debemos mencionar que la funcién
~ que se consideré como una probabilidad en la construccién del modelo, ahora se analizara simplemente
como la medida de satisfaccion ~( %), incluso Yoon-Kim establecen como condiciéon que esta funciéon no
esté acotada. La demostracion de la existencia de soluciones tipo onda viajera se basara principalmente
en la exactitud del sistema que se obtiene al hacer un cambio de variable en el modelo dado por las

ecuaciones de (4.1.5).
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Capitulo 5

Soluciéon del nuevo modelo

5.1. Variable para una onda viajera

El sistema que modela el movimiento de las bacterias en busca de alimento (o alguna otra sustancia

atractora), de acuerdo con lo mostrado en el capitulo anterior, es el siguiente:

be(z,t) = (v(8) b) 1y 5
Cy(x,t) = —k(C)b. (5.1.1)

donde v(s) = v(£) y cumple las condiciones (4.1.6):
7>0, w=20 vy =<0

Ademas, si el valor del cociente % aumenta, es decir, hay méas alimento para cada bacteria, entonces las
bacterias tienen menos necesidad de moverse, o sea, v disminuye su valor. De lo anterior se tiene que ~y
es una funcién decreciente de s = %. Sin embargo, si s continua aumentando hasta infinito, el valor de la
funcion v no puede decrecer hasta —oo, porque sabemos que v > 0 debido a que al menos hay movimiento

por difusiéon. En resumen, se tienen las siguientes condiciones:
lim v(s)=L>0 y 7 <0. (5.1.2)

5— 00

Al igual que en la seccion 3.3, que el sistema (5.1.1) tenga soluciones tipo onda viajera quiere decir que:
b(z,t) = b(x — at), C(z,t) = C(x — at).

Considerando a la variable a como la velocidad de la onda. Asi, definimos nuevamente £ = x — at y
hacemos los cambios correspondientes en el sistema (5.1.1); tomando en cuenta que b(§); = —ab(§)e,

C(&)t = —aC(§)e y que la derivada respecto a x es equivalente a la derivada respecto a § ya que &, = 1:

aC’ = k(C)b. (5.1.3)
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En el sistema anterior todas las derivadas indicadas son respecto a la variable £. Ademaés, los valores de
by C' tienden a cero cuando ¢ tiende a +0o ya que no se espera cambio en la densidad de bacterias y

en la concentracion del alimento. Asi que:
b —0, €' — 0,conforme & — +co. (5.1.4)

Los valores que adquieren b y C' cuando £ tiende a +00 seran el objeto de estudio de la siguiente seccion,

pero por el momento definimos la notacién que se usara:

by = lim b
£= lim ),

Ci= lim C(&).

§—+too

5.2. Condiciones necesarias para la existencia de ondas viajeras

En esta seccién enunciaremos y demostraremos dos lemas y tres teoremas que nos ayudaran a establecer
las condiciones, principalmente las de frontera, que permiten afirmar la existencia de soluciones tipo onda
viajera. Comenzaremos por los lemas, después se hard un cambio de variable para convertir el sistema
(5.1.1) en una ecuacion diferencial exacta y asi poder demostrar los tres teoremas que se presentaran al
final.

Lema 1. Sea (b(§),C(&)) una solucion tipo onda viajera del sistema (5.1.3). Si b(§) no es idénticamente

cero, entonces C(&) es estrictamente mondtona.

Demostracion. Para que C(&) sea estrictamente monotona se debe mostrar que C’(§) # 0, V€. A partir

de la segunda ecuacion del sistema (5.1.3), tenemos:

(5.2.1)

Como b representa la densidad de bacterias, b > 0. Por hipotesis tenemos que b # 0, asi que b > 0 V().
Falta ver que k(C) también sea distinta de cero para todo valor de C. Para ello, recordemos que k(C')
representa cuanto alimento consume cada bacteria, asi que k(C) > 0; ademas, mientras mas alimento

haya, cada bacteria consume maés, por lo tanto k(C') es una funcioén creciente, k'(C) > 0.

También consideraremos que conforme la cantidad de alimento se acerca a cero, el consumo por parte de

cada bacteria tiende a cero, o dicho de otro modo, las bacterias no consumen alimento si no hay, es decir:

lim k(C) = 0.
C—0
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Notemos que YC' > 0, sin importar que tan pequeno sea, se tiene k(C) > 0 ya que significa que hay
alimento para consumir. La tnica razén por la que el consumo seria cero, es porque no hay alimento. De

esta manera, V& > 0 se tiene que:

El resultado anterior indica que la funciéon C' es estrictamente decreciente o estrictamente creciente,
dependiendo del valor de a. Como a es la velocidad en ¢ = x — at, su valor debe ser positivo, ya que se
considera que el flujo de bacterias es positivo en la direccion en la que  aumenta. Por lo tanto, si a > 0,

se tiene que C es estrictamente creciente.

Una vez establecido que C es una funcion creciente, podemos afirmar que sus valores para £ — oo se
comportan de la siguiente manera (notemos que C se considera mayor que cero, ya que de lo contrario
toda la funcién seria cero):

0<C_ <.

Ademaés, que C' sea estrictamente creciente también nos sirve para definir £ como la funcién inversa de

C(&), ya que C es una funcién inyectiva. Por lo tanto, consideraremos & = £(C).

Para que (by,C,) sea un punto de equilibrio, se debe tener que ' y C’ son iguales a cero en ese punto.
Como C > 0, de acuerdo con la ecuacion (5.2.1), C' = 0 solo si by = 0 pues k(C4) > 0. De esta manera,

establecemos las primeras condiciones de frontera.
b+ = 0, C+ > 0. (522)

El lema y los teoremas que se presentaran mas adelante, permitiran determinar los valores para b_ y C_

que se necesitan para obtener la existencia de onda viajeras.

Lema 2. SiC_ >0 o0 foc+ ﬁdn < 00, entonces el tamano de la poblacion de bacterias es finito. Por

lo tanto, b_ = 0 es una condicion necesaria para la existencia de soluciones tipo onda viajera.

Demostracion. La cantidad de bacterias se puede calcular integrando la densidad para todos los valores

de £. La densidad de las bacterias se puede obtener a partir de la ecuacion (5.2.1), b(§) = ,f(—%') De esta

manera, se obtienen las siguientes igualdades:

0o 0o / Cy
[ b(S)d§:[ ‘fgé?dg:a/c ﬁd(}. (5.2.3)

41



Supongamos que C_ > 0, entonces ambos limites de la tltima integral son positivos y al ser k(C) > 0,

ﬁ también lo es, asi que el area debajo de la curva para los limites C_ y C es finita, es decir:

e g
/c, WC)dC < o0. (5.2.4)

Por otro lado, si consideramos que C_ = 0, la ultima integral de (5.2.3) adquiere la forma foc+ ﬁdC,

que por hipotesis es finita.

Por lo tanto, la cantidad de bacterias es finita si C_ > 0 o foc+ ﬁdn < 00. Falta mostrar que b_ = 0 es

una condicién necesaria.

Como b(§) > 0, by = 0 y el area bajo la curva de b(£) es finita, entonces se tiene que b_ = 0; de lo
contrario, conforme el valor de £ se va a acercando a —oo, se va a agregando area positiva al valor de la

integral y esto implicarfa un area total infinita. O

A continuacion mostraremos que el sistema que se quiere resolver es equivalente a un sistema exacto,
cuya solucién, junto con los dos lemas anteriores, facilita la demostracion de los teoremas que se buscan

demostrar.
Sea 0 < C_ < Cy y by =0, y consideramos las ecuaciones del sistema (5.1.3):

ab = —(v(s)b)", (5.2.5)
aC’ = k(C)b. (5.2.6)

Al integrar la ecuacion (5.2.5) sobre el intervalo (£, 00), la constante de integracion es cero, ya que todos
los términos en las igualdades anteriores son cero cuando £ — oo, de acuerdo con las condiciones (5.1.4).

Asi se obtiene:
ab = —(y(s)b) = =7, b'b — 7, C'b — .

Dividamos entre C’ y usamos la igualdad (5.2.6) para sustituir el valor % = k(aC)' Luego, reordenamos
términos.
ab v
a = 75(’%[) + 7) - fcha
a2 /
=——(v,b —7.b
k(c) C/ (rYb +’Y) rYC 9
C(,2 /
0= b b —. 5.2.7
(7 +7e0) + b+ & (5:27)
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Ahora retomemos el lema (1). Como estamos considerando que tenemos una soluciéon tipo onda viajera
con b(§) no idénticamente cero, entonces se tendria C(€) estrictamente monoétona y, como ya habiamos
mencionado antes, podriamos considerar £ = £(C). Lo anterior nos permitiria establecer a la funcion b(€)

como una funcion de C, es decir, b(C'). Asi podemos reescribir la ecuacion (5.2.7) en forma diferencial:

a2
(k(C’) + ’ch) dC + (")/bb+’}/) db=0.

Definimos las siguientes funciones:

2

M=50

+ 7.0, N :=~,b+7.

Notemos que My=v,,b + 7. = N¢, por lo tanto, la ecuacion es exacta y existe F(b,C') que satisface
dF = MdC + Ndb donde M = Fo, N = F, y dF = 0. Esta altima igualdad indica que F(C,b) = @1,

con Q1 una constante arbitraria.

Al integrar la funcion F respecto a C, obtenemos F(C,b) = [ MdC + f(b). Aqui es importante notar que

al hacer la integracion respecto a C, la variable b se considera constante. Asi que:

1
k(C)

F(C,b) = a®H(C) + b+ f(b) + Q2, donde H'(C) = y Q2 es constante.

El valor de f(b) se puede obtener derivando F(C,b) respecto a b e igualando con la funcién N.

F,(C,b) =~ +7,b+ f'(b),
Y0 +7=7+vwb+ f(b),
0= f(b).

De lo anterior, se deduce que f(b) es constante, supongamos (3. Retomando el valor de F(C,b), obtenemos

la igualdad:

F(C,b) = a®H(C) + b+ Q2 + Qs, donde H'(C) = ﬁ

Ademas sabemos que F' = @)1, asi que considerando Q)2 + Q3 — Q1 = @), obtenemos:

a®H(C)+~b+Q =0. (5.2.8)

Para obtener el valor de ), retomemos las condiciones b — by =0y C — C; conforme s — co. Ademés,
mientras C' — C, se tiene que v — L. Por lo tanto, el término vb = L x 0 = 0 conforme C — C,, y el

valor de @ queda determinado de la siguiente manera: Q = —a?H (C..).
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Sustituyendo este valor en la ecuacion (5.2.8) y usando la igualdad H'(C) = ﬁ, quedan establecidas

las relaciones:

a’H(C) — a*H(Cy) ++b =0,
a® (H(C) = H(C4)) + b = 0,

2 ¢
a ——dn+vb=0,
/c+ k(n)

2 [T 1 d b (5.2.9)
—a ——dn + =0. 5.2.
/c kT

Notemos que, en resumen, se tiene una funcién que cumple las siguientes condiciones.

F(C’,b)zO:—aQ/ ——dn + b, para C_ < C < Cy,
o kn)

F(C,b) =~v+ b > 0.
Usando el teorema de la funciéon implicita se puede asegurar la existencia de b(C) para C_ < C < C..

De esta manera, tenemos una funcion b(C') que tiende a by cuando C tiende a Cy. Solo falta mostrar
que también se cumple que b(C) que tiende a b_ cuando C' tiende a C_. En los siguientes teoremas
obtendremos los valores de b_ y de C_ que satisfacen lo anterior, para asi conocer todas las condiciones

que permiten afirmar la existencia de la solucion tipo onda viajera.

Teorema 1. Sea b, =0y 0<C_ < Cy < 0.
(i) C— =0 y a > 0 son condiciones necesarias para la existencia de una solucidn tipo onda viajera no
trivial para el sistema (5.1.3).

(73) Si 7(%) es acotada, no existe una solucion no trivial tipo onda viajera.

Demostracion. (i) Primero concluyamos que C' > 0. Para esto consideramos la igualdad (5.2.6):
aC’ = k(C)b.

Para valores de C distintos de cero, se tiene k(C) > 0. Por lo tanto, para C # 0 y b # 0, el producto
kE(C)b > 0. Ademas ya se ha establecido que es estrictamente creciente, es decir, C'’ > 0. Por lo tanto, el

producto aC’ > 0 si a > 0.

Ahora supongamos que C_ > 0.

Retomamos la ecuacion (5.2.9) para obtener la siguiente:
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Consideremos el limite cuando C' — C_ en la ecuacién anterior:

It Ve = i 2/C+1d
c=e_ T\ b(0) “onel o k)T

Que C' — C_ indica que b — b_. Si b_ = 0, tendriamos que el cociente % tiende a infinito ya que una
cantidad cercana a C_ > 0 esté siendo dividida por un valor muy pequefio, cada vez més cercano a cero.

De acuerdo con (5.1.2), cuando % — 00, el limite de la funcién v es L > 0. Por lo tanto para b_ = 0:

Jim <b(CC)> b(C) =L x 0= 0.

Pero por otro lado, sabemos que ﬁ > 0. Entonces, al integrarla de un valor positivo a otro, el resultado

serd positivo. Ademas, ya se probo que a > 0, por lo tanto tenemos que:

o /C+ 1
lim a ——dn > 0.

cHCo o k()
Asi que suponer b_ = 0 nos lleva a una contradiccion. Pero tampoco podemos suponer que b_ > 0, ya
que de acuerdo con el lema 2, b_ = 0 es una condicién necesaria para afirmar la existencia de una onda
viajera. De este modo la contradiccion esta en suponer que C_ > 0; por lo tanto, C_ = 0.

(#i) Por hipdtesis tenemos que v es acotada, asi que v < A para A > 0 constante, lo cual implica que a
partir de la ecuacion (5.2.10) se se pueda afirmar que:

dn.

Ab(C) > az/c )

Consideremos que C — C_, tomando en cuenta que ya probamos que C_ = 0. Entonces b — b_, por lo

que la desigualdad anterior al parrafo presente adquiere la siguiente forma.

a2 [+ 1
b_ > —/ ——dn > 0.
AJy k()

El lado derecho de la desigualdad se considera positivo porque ﬁ es una funcién positiva, asi que al
integrarla de 0 a un valor positivo el resultado sera positivo. Pero esto contradice al lema 2, pues sabemos
que b_ = 0 es una condicién necesaria para la existencia de una onda viajera. Por lo tanto, si v es acotada

no hay solucién tipo onda viajera. O

Teorema 2. Sea b, =0,0<C_ < Cy <00,y foc+ k—%n)dn < 0. Eziste una solucion tipo onda viajera

para el sistema (5.1.3) si sélo sib_ =C_ =0y ’y(%) — 0o conforme % — 0.

Demostracion. (=) Suponemos que existe una solucion tipo onda viajera, entonces por el lema 2 tenemos
que b_ = 0 y por (i) del teorema 1 sabemos que C_ = 0 también es una condicién necesaria para la

existencia de este tipo de solucién. Falta ver que ’y(%) — oo conforme % — 0.
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Recordemos que la funcion 'y(%) es decreciente, asi que acotarla por abajo es cuando % — 00 y acotarla
por arriba cuando % — 0.Ya hemos establecido que es suave y acotada por abajo en las condiciones
(5.1.2). En (i7) del teorema 2, mostramos que si 7 era acotada, no habia solucién tipo onda viajera
distinta a la trivial; en este caso la cota se tomo por arriba, pues como ya mencionamos, la funcion ya se
considera acotada por abajo. Por lo tanto si estamos considerando la existencia de la solucién tipo onda

viajera, eso implica que 7 no es acotada por arriba, es decir: *y(%) — oo conforme % — 0.

(«=) Para probar la existencia de la onda viajera tenemos que mostrar que b(C) — 0 conforme C' — 0,
yvaque b_ =0y C_ =0y se debe tener que b(C') — b_ conforme C — C_. Tomemos en cuenta que ya
sabiamos que b(C) — by conforme C' — C4. Supondremos que b(C') — by conforme C' — 0, con by > 0,
para llegar a una contradiccion.

Empecemos retomando la relaciéon (5.2.10):

V(s H@r= [ (5211)

Cuéndo C' — 0 los valores de b(C) tienden a by, lo que implica que el término de la izquierda de la
ecuacion anterior tienda a infinito debido a que poca cantidad de alimento, implica una gran respuesta en
la movilidad, es decir, que y crece cada vez mas, y ésta no se detiene pues es multiplicada por un ntimero

by > 0. Sin embargo, el segundo término de la ecuaciéon de la ecuacién tiende a una cantidad finita, ya

1

que tiende a la integral foc+ o

)dn que por hipoétesis es finita. En resumen:

1 (5165 1O = .

a ——dn —a ——dn < oo.
/c k()" / k()"

Lo anterior contradice la relacion (5.2.11). Por lo tanto, by = 0. O

Teorema 3. Seab, =0,0<C_<C+ <oy foc+ ﬁdn = o0.

(i) Supongamos que existe 0 < by < oo tal que:

C
. ! - — 2
Cljlglofy <b0> kE(C) =a*. (5.2.12)
Entonces existe una solucion tipo onda viajera para el sistema (5.1.3) si sélo sib_ =by y C_ = 0.
(it) Supongamos que:
C
_ 1t A 2
élinoy <b0> kE(C) > a*, (5.2.13)
para cualquier bg > 0. Entonces existe una solucion tipo onda viajera para (5.1.3) siy sélo sib_ = C_ = 0.

Ademds, la onda viajera tiene poblacion infinita.
(iii) De cualquier otra manera, no hay una solucion tipo onda viajera para cualesquiera otros valores de

frontera b_, C_ < oco.
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Demostracion. (i) (=) Ya sabemos por (i)c del teorema 1 que C— = 0 es una condicién necesaria para
la existencia de una onda tipo viajera. Falta ver que b_ = by, para ello supondremos que b — b_ < by
lo que nos llevara a una contradiccién del mismo modo que para que bo — b_ < by.

Entonces por hipotesis tenemos que existe una solucion tipo onda viajera. Supongamos que b(C) — b_ <

bo conforme C' — 0. Ademas, consideramos nuevamente la relacion (5.2.10), pero despejando a?:

a’ = w (5.2.14)

Ct
c k(n dn

2

Como a“ se mantiene constante mientras C' — 0, podemos establecer lo siguiente:

> = lim 77 (TCC)) ")

a ol . (5.2.15)
C—0 C+ T dn
Consideremos todos lo valores de b tal que b_ < b < by. Para un valor de C se tendria que % > %

aplicando que v es decreciente, obtenemos que ~ (%) < 5 (%) que a su vez implica que 7( )b <

y (%) by . Utilizamos esta tltima desigualdad para establecer la siguiente a partir de la ecuacion (5.2.15):

< lim (g) " (5.2.16)

- C
C—0 C+ k(n)dn C—0 fC k(n)d77

Nos fijamos en el término derecho. Por hipotesis tenemos que conforme C' — 0, se tiene que |, g z (77) dn —
0o. Como 7y es decreciente y no es acotada. Ademés, para valores cada vez mas pequenos de C' divididos
entre una densidad fija by, tenemos que = (%) — 00. Por lo tanto, el limite del término derecho en caso

de existir se puede obtener al aplicar la regla de L’Hépital:

= lfm —/ (Z’;) k(C) = a®. (5.2.17)

Cy 1 __1_
C—0 T d77 C—0 C—0

2

La igualdad del dltimo término con a?, se tiene por hipotesis en la ecuaciéon (5.2.12) . Pero este ultimo

resultado contradice la desigualdad (5.2.16); por lo tanto, no es posible que b(C') — b_ < by.

Ahora supongamos que b(C) — b_ > by.
C.

c
b bo?

Consideremos todos lo valores de b tal que by < b_ < b. Para un valor de C se tendria que <
aplicando que vy es decreciente, obtenemos que -y (3) >y (%) que a su vez implica que vy (%) >
n (5.2.15):

¥ (%) bo . Utilizamos esta tltima desigualdad para establecer la siguiente a partir de la ecuaciéon

c c
S LI o
a :(1;15{1O o >élin0 on (5.2.18)
o wyn & rtmdn
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Pero para el segundo término se tiene la relacion (5.2.17), lo cual contradice la desigualdad anterior. Por

lo tanto, no es posible que b(C) — b_ < by. De esta manera tenemos que b(C) — b_ = by.

(7)(«=) Supongamos b(C') — b_ = by. Para demostrar la existencia de la onda viajera tenemos que mostrar

que conforme C' — 0 se tiene que b — by. Sabemos que:

¢ _ 2
cl}gl() - (bo> k(C) =a”. (5.2.19)

De la ecuacién anterior podemos obtener que:

A (Q y Q) bo
= lfim —v/ (bC') k(C) = lim I;O> = lim Cgbol. (5.2.20)
C—0 0 C—0 ) C—0 fC de

Por otro lado, si tomamos la ecuacion (5.2.10), pero despejando a?, se tiene que:

C
Y 56y ) 0(C)
a2 = (Cb(f)? (5.2.21)
Jo™ wemdn

Tomando las ecuaciones (5.2.20) y (5.2.21), establecemos que:

1(E)m (b<c>

C C
C—0 + _1 + 1
C k() d fC k(n

Asi que conforme C — 0 se tiene que b — bg.

(73)(=)Supongamos que existe una onda viajera que b(C) — b_ > 0 o b(C') — oo conforme C' — 0.
Entonces podemos considerar cualquier b; > 0 tal que b; < b_. Para todos los valores de b se tendria que

by < b_ < b, y usando que 7 es decreciente y la relacion (5.2.14) se tiene que:
2

a® = lim 7<%)b > lim (g) "

C
C—0 C+ k(n)dn C—0 fC k(n)d77

Pero usando nuevamente la regla de L’Hopital se tiene que:

C e
Y5 )0 Yo
Ifm C<b) — lim (’i> lim —/ (C> k(C) (5.2.22)
C—0 [T Ly C=0 o)) C—0 by

Pero lo anterior contradice la hipdtesis (5.2.13), ya que para cualquier valor by, en particular para bq, se

cumple que:

C 9
. 2.2
CIJ'ILHO —y (b1> kE(C) > a (5.2.23)
Por lo tanto, b_ no puede ser mayor que cero, es decir, b_ =0
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(#4) (<) Supongamos b(C) — b_ = 0. Para demostrar la existencia de la onda viajera tenemos que mostrar

que conforme C' — 0 se tiene que b — 0. Sabemos que para cualquier by > 0 se cumple:

C
o A 2
cl*lmo ~ (b0>k(0)>a :

De la ecuacion anterior podemos obtener que:

v (£ v (£) bo
a® < lim — (bc) k(C) = lim (i) = lim CEI’I) (5.2.24)
C—0 0 C—0 ) C—0 fC (n)dn

Por otro lado, si tomamos la ecuacion (5.2.10), pero despejando a?, se tiene que:

a? = W (5.2.25)

Cr 1
¢ wmdn

Tomando las ecuaciones (5.2.24) y (5.2.25), establecemos que:

m — = .
C—0 C+ﬁdn Jot =dn

Asi que conforme C' — 0 se tiene que b — by.

La poblacion total de la onda viajera se calcula de la siguiente manera:
oo 0 . Cy 1
b(&)dE = / —d¢ = C’/ ——dC = 0. (5.2.26)

(#i7) Supongamos que existe una onda viajera tal que b(C)_ conforme C' — 0. Si b_ > 0 entonces
satisfacemos (i) de este teorema con by = b_. Si b_ = 0 entonces cumplimos con (77) de este teorema. Por
lo tanto, si (¢) o (i) no funcionan, la tnica posibilidad es que b(C) — oo conforme C' — 0 y entonces no

hay onda viajera para ninguna condicién de frontera b_ > 0. O

Observacion 5. Los teoremas anteriores muestran las condiciones de frontera necesarias para asequrar
la existencia de una onda viajera para el sistema (5.1.3). Como se pudo observar no fue necesario hacer
ninguna suposicion extra entre la relacion de v y vy, para demostrar la existencia de onda viajeras.
Recordemos que para este modelo v = p y v, = —Xx, relacion que fue omitida por Keller y Segel al

mostrar la existencia de ondas viajeras.

Asi, hemos planteado un modelo para la quimiotaxis basado en el movimiento por hambre en el que uno
de sus casos particulares es el modelo de Keller-Segel para bacterias con un tnico sensor. Ademas de

haber mostrado la existencia de ondas viajeras para este nuevo modelo.
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Conclusiones

Al suponer que una bacteria da un paso al sentir un estimulo en sus quimiorreceptores, pudimos obtener
un modelo para el fenémeno de la quimiotaxis, el cual fue propuesto por Evelyn F. Keller y Lee A. Segel,

y esta conformado por la siguiente ecuacion:
be(z,t) = =(—p(C)ba(z) + X(C)b(2)Cr (),

Durante la construcciéon del modelo, se obtuvo la siguiente relacion entre los coeficientes de quimiotaxis
y difusion, es decir, entre p y &:

X(C) = (a =1)pc(C).

Sin embargo, en el capitulo 2 explicamos que Keller y Segel omitieron esta relacion, haciendo a p constante
y considerando x(C) = §C~1, para poder simplificar el modelo y obtener soluciones de tipo onda viajera.

El sistema para el cual se obtuvieron este tipo de soluciones fue:

be(x,t) = pbea — (6C~Cy)
Ci(z,t) = — k(C)b.

Aunque fue necesario transformarlo a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias usando la variable

de traslacion £ = x — at. El sistema obtenido fue:

ab' = — pb" + (3bC~1C"),
aC’ = kb.

Las condiciones de frontera consideradas fueron las siguientes:

b—0,b —0sié&—+oo; C—0sié— —oo,

C—Cysié—o0; C =0 sié— Foo.

Las condiciones anteriores determinan a la solucién b(£) como una onda viajera tipo pulso y a C'(§) como

un frente. Las soluciones explicitas que se obtuvieron para el sistema fueron las siguientes:

b= Qe €Y,

1

C = (k’QM (5_ 1) e—g =+ CQl—(S) 1-5

a?
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El el sistema anterior, k y @ son constantes, ademas de que § = % y &= %f . También, al considerar las
condiciones de frontera para C(£), se determiné que que 1 < §, es decir, u < §. Lo anterior indica que

hay mas influencia en el movimiento de las bacterias por la quimiotaxis que por la difusion.

Después, se desarrolld un nuevo modelo propuesto por Changwook Yoon y Young-Jung Kim [23], cuya
hipétesis es que las bacterias se mueven por hambre o por la bisqueda de una sustancia en particular, pero
no se considera que las bacterias conocen la direccién en la que se encuentra el alimento o la sustancia,

es decir, se parte de un movimiento aleatorio. La ecuaciéon para este modelo es:

by(2,t) = (70) 4y

donde ~ es la probabilidad de que una bacteria se mueva o no, aunque es importante recalcar que para
demostrar la existencia de ondas viajeras la funcioén no se analiza como una probabilidad, sino simplemente
como una funcién que mide la satisfaccion de las bacterias, la cual depende de by de C'. Mostramos que al
considerar que 7y solo depende de C', obtenemos el modelo de Keller-Segel para bacterias que tinicamente
cuentan con un quimiorreceptor. Al extender el modelo a dos dimensiones, se obtuvo la ecuacién que se

muestra a continuacién, en la que se puede observar el término AC.
b =V - (by.VC + (b + v) Vu)

Lo anterior indica que el modelo incluye informaciéon acerca de la direccion en la que hay mayor con-
certacion de alimento o sustancia atractora, igual que en el modelo de Keller-Segel, pero en este caso la

diferencia esta en que no suponemos que las bacterias lo saben.

Una vez que se plante6 un modelo més general que el de Keller-Segel, el siguiente paso fue demostrar la

existencia de soluciones tipo onda viajera para el siguiente sistema:

be(z,t) = (VD) »
Ci(w,t) = —k(C)b.

Las demostracién de estas soluciones, consistié en probar tres teoremas que establecen las condiciones

necesarias para afirmar la existencia de ondas viajeras para el sistema.

De esta manera, se construyeron dos modelos para el fenomeno de quimiotaxis y en ambos fue posible
mostrar la existencia de ondas viajeras como soluciones. Sin embargo, el primer modelo (Keller-Segel)
tiene como hipétesis el movimiento debido a que se conoce una direccion en la que hay mayor concentraciéon
de cierta sustancia y el segundo modelo (Yoon-Kim) parte de que el movimiento es aleatorio pero debido

a que las bacterias tiene hambre o necesidad de cierta sustancia.
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