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Introduccion

Material eldstico: cristales martensiticos bajo temperatura
critica. Funcién de densidad de energia:

W RS — [0, +00)
W = w(U), UeR¥X,
Configuracién de referencia: QcCR?

Variable lagrangiana (deformacién): X : Q — R’
Gradiente de deformacioén: U=V X¢e Ri“
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Caracteristicas: Ramén G. Plaza

» Indiferente bajo rotaciones: W(OU) = W(U) para cada
0 €S0 (3).

» No-convexa.

Introduccion

» Estados martensiticos multiples, minimos globales,

W{U)=0 <« UelhU...Ul,, m>2,



Estabilidad
multidimensional
de interfases
elasticas

Caracteristicas: Ramén G. Plaza

» Indiferente bajo rotaciones: W(OU) = W(U) para cada
0 €S0 (3).

» No-convexa.

Introduccion

» Estados martensiticos multiples, minimos globales,

W{U)=0 <« UelhU...Ul,, m>2,

Funcional de energia total:

JX] = /Q W(V.X) dx



F1G. 1: Fases austenita y martensita.
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Ramén G. Plaza
Interfase plana separando dos variantes martensiticas:

Introduccion

U, x-v<0,
Uo(x):{ Uut, x-v>0,

v € R, |v| = 1 — normal a la interfase plana

U=U",U=U" — dos estados martensiticos “diferentes”
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Interfase plana separando dos variantes martensiticas:

Introduccion

U, x-v<0,
Uo(x):{ Uut, x-v>0,

v € R, |v| = 1 — normal a la interfase plana
U=U",U=U" — dos estados martensiticos “diferentes”

U = U* minimos globales de W; satisfacen la condicién de

Hadamard:
UT—U =a®v

paraciertoa € R3, a # 0: U~ y U™ tienen una conexién de
rango uno; continuidad de las derivadas tangenciales.



Pozos martensiticos: U = SO (3)U™.
Dos estados con conexién de rango uno no pertenecen al
mismo pozo (BALL AND JAMES, 1992).

F1G. 2: Un laminado martensitico simple.
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Introduccién

F1G. 3: Fotografia que muestra laminados (fases tetragonales)
en bario-titanato BaTiO3. Cortesia de Philips Research Labs,
Aachen 1990.



Objetivo

Estabilidad multidimensional de la frontera plana entre dos

fases martensiticas: si deformamos un poco la frontera como
condicioén inicial de las ecuaciones dindmicas, la solucién se
mantendrd “cerca” y con forma “similar” a la interfase, o serd

cualitativamente “diferente”?
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Ecuaciones de hiperelasticidad no térmica sin
fuerzas externas

U[—VXV:O,
Vt—dion'(U) :O,

con
(x,1) € R3 x [0, +-00),

Estabilidad
multidimensional
de interfases
elasticas

Ramoén G. Plaza

Estabilidad de
interfases
subsonicas planas



Ecuaciones de hiperelasticidad no térmica sin multigmensiona
de interfases
fuerzas externas eléstoas

Ramoén G. Plaza

== Estabilidad d
Ur= ViV =0, o o
Vt — diVx U(U) — ()’ subsénicas planas
con
(x,1) € R x [0, +00),

U(x,1) == V,X € R2? — gradiente de deformacién local,

V(x,1) = X,(x,1) e R® — velocidad local,
oW
o(U)=—— — tensor de Piola-Kirchhoff (stress),
ou

W = W(U) — densidad local de energia
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Constriccion: Ramoén G. Plaza
curl, U =0,

Estabilidad de
interfases

ie. axk U,'j — 8)9 Uik = 0, i,j, k= 17 2, 3. subsonicas planas
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COIlStI'lCClOl’l: Ramoén G. Plaza
curl, U =0,
Estabilidad de
. L. interfases
1.€. Oxk U,'j — 8)9 U,'k = 0, L], k = 1, 2, 3. subsonicas planas

Tensor actstico:

N(&.U) =D*W Z E&BIU), € € R

ij=1

*wW

c R3X37
9U,0Ux

Bi(U) :=



Condicién de Legendre-Hadamard:
n' N Um>0

para todo 1, £ € R3. (Se dice que W es rango-uno convexa en
U)
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Condicién de Legendre-Hadamard: Estabilidad de

interfases
subsonicas planas

n"N(E Uy >0

para todo 1, £ € R3. (Se dice que W es rango-uno convexa en
U)

W es rango-uno convexaen U — el sistema de ecuaciones
es hiperbolico en U.



Estabilidad

Interfases planas subsénicas multdimensional

de interfases
elasticas

Ramoén G. Plaza

Estabilidad de

(U_7 V_); X - N < S[, inlerfias.es
subsonicas planas
(UT, V), x-N>st

(U, V)(x,t) = {

W es convexa de rango-uno en U = U™, UT # U~. Normal a
lainterfase: N € R?, |[N| = 1. s = velocidad del choque,
subsénica:
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Estabilidad de

(U_7 V_); X - N < S[, inlerfz’isgs
subsonicas planas
(U, VF), x-N>st

(U, V)(x,t) = {

W es convexa de rango-uno en U = U™, UT # U~. Normal a
lainterfase: N € R?, |[N| = 1. s = velocidad del choque,
subsénica:

0 < s* < min{x;(N, UF) valores propios de N'(N,U*)}.



Condiciones clésicas de salto (Rankine-Hugoniot):

[/]

—s[U] = [V]®N =0,
—s[V] = [o(U)IN = 0,
[U] x N =0.

:= f* — f~, para toda funcién f.
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Relaciones cinéticas

La velocidad s de una interfase plana subsénica no esta
unicamente determinada por leyes constitutivas (choque
subcompresivo). Se requiere un criterio adicional.
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Relaciones cinéticas

La velocidad s de una interfase plana subsénica no esta
unicamente determinada por leyes constitutivas (choque
subcompresivo). Se requiere un criterio adicional.

Relaciones cinéticas:

R. ABEYARATNE AND J. K. KNOWLES
» J. Mech. Phys. Solids 38 (1990) no. 3, 345-360.
» Arch. Ration. Mech. Anal. 114 (1991), 119-154.
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Funcién que relaciona la velocidad normal de la interfase v,
con la fuerza “guiadora” efectiva a través de la interfase:

Estabilidad de
interfases

v = ¢(F), subsénicas planas
F = [W(U)] - N"[U]" (a(U))N,

(f) := 3(f* + 7). En ciertos casos: ¢ invertible.
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. . . . Ramén G. Plaza
Funcién que relaciona la velocidad normal de la interfase v,
con la fuerza “guiadora” efectiva a través de la interfase:

Estabilidad de
interfases

v = ¢(F), subsénicas planas
F = [W(U)] - N"[U]" (a(U))N,

(f) := 3(f* + 7). En ciertos casos: ¢ invertible.

La relacion cinética induce una condicion de salto extra de la
forma
g((U_a V_)a (U+7 V+)7 S,N) =0
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Relaciones cinéticas del tipo ABEYARATNE AND KNOWLES
(1990, 1991) de la forma: ﬁ:gggzd de

subsonicas planas

g=F+h=0,

(U, V"), (U, VT),s,N): N — R,

N = RY? x R?) x (RY? x R?) x R x R?



Relacion cinética de Maxwell:

h

0,

(conservacion de energia a través de la frontera)

Estabilidad
multidimensional
de interfases
elasticas

Ramoén G. Plaza

Estabilidad de
interfases
subsonicas planas



Estabilidad
multidimensional
de interfases

Relacion cinética de Maxwell: elasticas

Ramoén G. Plaza

h

0,
Estabilidad de
interfases

subsonicas planas

(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :

» h es una funcién diferenciable en sus pardmetros,
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h
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(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :

» h es una funcién diferenciable en sus pardmetros,

» h(-,-,5s =0,-) =0, idénticamente,
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(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :
» h es una funcién diferenciable en sus pardmetros,
» h(-,-,s =0,-) =0, idénticamente,
> h>0paras <0,y h <O0paras > 0 (desigualdad de
Clausius-Dulhem vale en la interfase),
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(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :
» h es una funcién diferenciable en sus pardmetros,
» h(-,-,s =0,-) =0, idénticamente,
> h>0paras <0,y h <O0paras > 0 (desigualdad de
Clausius-Dulhem vale en la interfase),

> ((d/ds)h)w+0),-0),0,)) < O (monotonia cerca de
s = 0 en la interfase estatica) (*)



Teoria de estabilidad multidimensional para
frentes planos

» Teoria de sistemas hiperbdlicos con coeficientes

constantes lineales con valores iniciales y de frontera (H.

O. KREISS, Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970),
277-298). Condicién uniforme de Lopatinski, suficiente
para tener estimacién L? de la solucién. Construccién de
simetrizadores de Kreiss.
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Teoria de estabilidad multidimensional para
frentes planos

» Teoria de sistemas hiperbdlicos con coeficientes
constantes lineales con valores iniciales y de frontera (H.
O. KREISS, Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970),
277-298). Condicién uniforme de Lopatinski, suficiente
para tener estimacién L? de la solucién. Construccién de
simetrizadores de Kreiss.

» Estabilidad multidimensional de choques no viscosos (A.
MAIJDA, Mem. Amer. Math. Soc. 41 (275) (1983); Mem.
Amer. Math. Soc. 43 (281) (1983)). Define estabilidad de
la frontera como un problema bien planteado en L? para la
perturbacién. Problema linealizado a ambos lados de la
frontera y planteado como un problema tipo Kreiss.
Estabilidad lineal implica estabilidad nolineal.
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Majda define:

» Choque uniformemente estable si el problema linealizado
es fuertemente bien planteado en L? (condicién uniforme
de Lopatinski),
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Majda define:

» Choque uniformemente estable si el problema linealizado
es fuertemente bien planteado en L? (condicién uniforme
de Lopatinski),

» Choque débilmente estable si el problema linealizado
satisface la condicién de Lopatinski.
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Majda define:

» Choque uniformemente estable si el problema linealizado
es fuertemente bien planteado en L? (condicién uniforme
de Lopatinski),

» Choque débilmente estable si el problema linealizado
satisface la condicién de Lopatinski.

» Choque fuertemente inestable si el problema linealizado
no satisface la condicion de Lopatinski.
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» Choques débiles (G. METIVIER, Comm. Partial Diff.
Equations 15 (7) (1990) 983-1028 (1990, 2001)).
Extension del resultado de Majda a choques débiles.
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» Choques débiles (G. METIVIER, Comm. Partial Diff.
Equations 15 (7) (1990) 983-1028 (1990, 2001)).
Extension del resultado de Majda a choques débiles.

» Extension de la teoria de Majda y Métivier a transiciones
de fase: (H. FREISTUHLER, J. Partial Diff. Egs. 11 (1)
(1998) 25-38). Necesidad de introducir la relacion
cinética al andlisis de Majda. Extension del determinante
de Lopatinski con relacion cinética. Estabilidad nolineal:
(J.-F. COULOMBEL, Interfaces Free Bound. 5 (4) (2003),
360-390). El andlisis nolineal de Majda se extiende a
transiciones de fase. Condicién uniforme de Lopatinski
implica estabilidad nolineal.
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Analisis en modos normales para las ecuaciones
de hiperelasticidad

FREISTUHLER AND P, Arch. Ration. Mech. Anal. 186 (2007),
no. 1.
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Andlisis en modos normales para las ecuaciones
de hiperelasticidad

FREISTUHLER AND P, Arch. Ration. Mech. Anal. 186 (2007),
no. 1.

Es suficiente hacer el andlisis de modos normales en un
subespacio de amplitudes compatibles con la constriccién
curl, U = 0.

Resultado: definicién de la funcion reducida de Lopatinski.
Permite incorporar interfases estaticas s = 0 al analisis.
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Funcion reducida de Lopatinski Ramén G. Plaza
Conjunto compacto de frecuencias:
Estabilidad de

S = {(Aag) S CXRd . Re)\ 2 O, gN — 0’ |)\|2+|£|2 — 1}’ interfases

subsonicas planas
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Funcion reducida de Lopatinski Ramén G. Plaza
Conjunto compacto de frecuencias:
Estabilidad de

S:={(\& eCxR! : ReA >0, &N =0, |N\>+[g]> =1}, Merses e

Determinante de Lopatinski reducido:

A:S—C,
RO R
A)\’ :det A A A+>7
(v = et (5 2 5

donde,



>

= ( s £Ui][jav(u)]g ) e,

g 1= —A(Dsg) +i(¢ - Dng) € C™!

pr= (D(U+,v+)8)’C+()\»§)kiA e Che
P~ = —(Dw-v-g)K-(N, R e C3
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>

= < s £Ui][zav(u)]g > e C™,

g :=—A(Dsg) +i(¢ - Dyg) € C™!
pro= (D(U+,v+)g)lc+()\a§)iei e C3

A

P = = (D v K-(\ R € €3

Ro(UF) € CO*! - espacios invariantes estable e inestable de
una matriz M y(U) : S — C®*6 definida para cada U cerca de
U=, s subsénica. Ksn(U) : S — C!2%6 s un mapeo continuo.

My K dependen explicitamente de las segundas derivadas de
w.
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La estabilidad nolineal de la interfase subsdnica plana esta
controlada por la funcién de Lopatinski reducida en el sentido Estabilidad de

interfases

que la frontera es: subsonicas planas

» Uniformemente estable si A(\, &) # 0, para todo
(A, &) € S, (condicion uniforme Lopatinski),
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La estabilidad nolineal de la interfase subsdnica plana esta
controlada por la funcién de Lopatinski reducida en el sentido Estabilidad de

interfases

que la frontera es: subsénicas planas
» Uniformemente estable si A(\, &) # 0, para todo
(A, &) € S, (condicion uniforme Lopatinski),

» Débilmente estable si A(\, &) # 0, para todo
(A, &) € SN{Re A > 0} (condicién de Lopatinski),
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La estabilidad nolineal de la interfase subsdnica plana esta
controlada por la funcién de Lopatinski reducida en el sentido Estabilidad de

interfases

que la frontera es: subsénicas planas
» Uniformemente estable si A(\, &) # 0, para todo
(X, €) € S, (condicion uniforme Lopatinski),
» Débilmente estable si A(\, &) # 0, para todo
(A, &) € SN{Re A > 0} (condicién de Lopatinski),

» Fuertemente inestable si A(\,§) = 0 para algtin
(A& eSN{ReA > 0}.
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Ejemplo: frontera plana monoclinica mulicimensiona
de interfases
elasticas

Deformaciones (monoclinicas) : Rambn G. Plaza

1
Ut = €
0

S = O

0 0
0 y U =] —€ 1
1 0

Evaluacion de la
funcién de
Lopatinski



Ejemplo: frontera plana monoclinica mulicimensiona
de interfases
elasticas

Deformaciones (monoclinicas) : Ramén G. Plaza

1 00 1 0 0
Ur=[€10 y U =] —€ 1 0], >0,
0 0 1 0 0 1
Evaluacion de la
funcién de
con funcién de densidad de energia (M. KRUZIK AND Fopatineid
M. LUSKIN, J. Sci. Comput. 19 (2003), nos. 1 - 3):
| 1+ ¢ 0\/| 1+ — 0\ /|
W(U):3—2C— € 10 C— —€ 1 0
0 0 1 0 1

donde C(U) = UTU (tensor de “strain” de Cauchy-Green), y

IM|> = tr(M"M), (norma de Frobenius en R>*3).
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Conexion de rango uno:

l]+ - U = 262’2 ® @1, Evaluacion de la
- - funcién de
Lopatinski

ydetUT =detU™ = 1.
Pozos martensiticos: U+ = SO (3)UT yUU~ =SO(3)U".

Niumero total de pozos: 2 (fases monoclinicas).



» W indiferente bajo rotaciones,
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» W indiferente bajo rotaciones,

» W alcanza su minimo séloen 4+ = SO (3)U™" y
U= =S0(3)U-,
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» W indiferente bajo rotaciones,
» W alcanza su minimo séloen 4+ = SO (3)U™" y
U =So3)u-,
» W es rango-uno convexaen U = U+ (hiperbolicidad),
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» W indiferente bajo rotaciones,
» W alcanza su minimo séloen /™ = SO (3)U* y
U =So3)u-,
Evaluacion de la

» W es rango-uno convexa en U = U* (hiperbolicidad), funcion de

. . ., Sie . . Lopatinski
» W satisface la condicién de Métivier (valores propios

simples de N'(¢, UY)),



v

v

v

v

W indiferente bajo rotaciones,

W alcanza su minimo séloen U™ = SO (3)U" y

U =So3)u-,

W es rango-uno convexaen U = U + (hiperbolicidad),

W satisface la condicién de Métivier (valores propios
simples de N'(¢, UY)),

No convexa, con estructura multiple,
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» W indiferente bajo rotaciones,

» W alcanza su minimo séloen /™ = SO (3)U* y
U-=S0(3)U-,
Evaluacion de la

» W es rango-uno convexa en U = U™ (hiperbolicidad), funcion e
. . ., Sie . . Lopatinski
» W satisface la condicién de Métivier (valores propios

simples de N'(¢, UY)),
» No convexa, con estructura multiple,

» Calculo de microestructuras cristalinas (CHIPOT et al.
Numer. Math 70 (1995), no. 3; M. KRUZiK AND
M. LUSKIN, J. Sci. Comput. 19 (2003), nos. 1 - 3).
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P, J. Mech. Phys. Solids 56 (2008), no. 4.

La interfase estdtica plana es débilmente estable bajo la Eoaluacion do
relacion cinética de Maxwell (conservacion de energia) y fLuoan:t).?w ge
uniformemente estable bajo relaciones cinéticas regulares

lineales del tipo Abeyaratne - Knowles.
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P, J. Mech. Phys. Solids 56 (2008), no. 4.

La interfase estdtica plana es débilmente estable bajo la Eoaluacion do
relacion cinética de Maxwell (conservacion de energia) y fLuon;el;t)lE ge
uniformemente estable bajo relaciones cinéticas regulares

lineales del tipo Abeyaratne - Knowles.

Contraparte eldstica (y estdtica) de los resultados de S.
BENZONI-GAVAGE en el caso de un fluido de Van der Waals:

» Nonlinear Anal. TMA 31 (1998), nos. 1-2.
» Arch. Rational Mech. Anal. 150 (1999), no. 1.
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Evaluando en los minimos

2 +2¢ 0
B = £2¢ 1422 0 |, Bvaluacion de la
O O 1 Lopatinski
1 +e O
B%i:e2 +e 2+ ¢ O),
0 0 1
1 +e O
B =¢| +e 1+ 0 |,
0 0 2



BZ:I:

(BF)T = ¢
=B =
(B3:|:) — 62

SO OO OO O OO

Estabilidad
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; 1+, elasticas
Valores propios de B, ™: e P
1
ko= 5@(3+28 /34222 -8),
ky = €,
1 Evaluacion de la
b = 5342843222 -8), e ce

0 < k1 < kp < k3, simples. Velocidades caracteristicas
aj = :lq/l?,j = 1,2, 3. Vectores propios de B%i,

263
Yj:kj kj—262 5 j:1,3, Y2:@3.
0



Definicion de la funcion de Lopatinski

v = e; — direccién de propagacion,

£ = (&,&3) — direcciones transversales
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Definicion de la funcion de Lopatinski

v = e; — direccién de propagacion,

£ = (&,&3) — direcciones transversales
Conjunto compacto de “frecuencias”
S={NE) e CxR>: AP+ =1,Re) >0},

con interior: ST := SN {Re\ > 0}.
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My : S — R6*®
. ME M5
Mi(A?g) = ( i 1|:2
M21 MZZ

i(B]*) 1 (&By + &BY*E
~(BIF)1,

(sz2i+f B3:|:)(Bl:|:) 1 5231i+§331i)
B3i)),

—(&BF + &B3F + 68
i(&B7 + &B7=)(B1)~

),

(
&

BZi
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A2+



La funcion de Lopatinski reducida, A :
como (FREISTUHLER-P, 2007):

A(N ) := det

(

= X

S

20 1>

S — C, est4 definida
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La funcién de Lopatinski reducida, A : S — C, estd definida Ramon G. Plaza
como (FREISTUHLER-P, 2007):

. ps O pu
AN E) = det< R QR )
p q p Evaluacién de la
funcién de
Lopatinski

donde

>

_ U] 61
'(i[a(U)](O,s)T) e
4= —\(Dyg) + i((0,€) 'Dyg) € C*!

P = (D vhg) i (A, E)IAS% e Ch
P~ = —(Dw- v K-\ R € CP



i(BIF)~!(&BLE + &BLF)

K0 = by
-\

RY .S — C%9

R S — C¥3,

Estabilidad
multidimensional
de interfases
elasticas

Ramoén G. Plaza

1£y—1
—(B;™)
0 12x6
0 eC ;
O Evaluacion de la
funcién de
Lopatinski

son mapeos continuos en S (analiticos en S*), cuyas columnas
generan los subespacios invariantes estable e inestable de M ;.

and M_ respectivamente.
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i(BF)1(&BY" + &BY) —(BF)™!
- —i&l 0

Ko\ = . c C12><6
ﬁ:( 9y g) _1531 0 9
—)\I O Evaluacion de la
funcién de
Lopatinski

R 8 — C%
R S — C¥3,
son mapeos continuos en S (analiticos en S*), cuyas columnas

generan los subespacios invariantes estable e inestable de M ;.
and M_ respectivamente.

Propiedades: A es analitica para Re A > 0 y continua hasta
Re A =0.



Modos estables e inestables

Sea Ni(p, &) := N(u, &, &, U*). Valores propios 3 = —ip
de M, con p € C, satisfacen:

7 (p) = det(Ne (i, &) + A1) = 0,

para toda (), &) € S.
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Modos estables e inestables

Sea Ni(p, &) := N(u, &, &, U*). Valores propios 3 = —ip
de My, con u € C, satisfacen:

7 (p) = det(Ne (i, &) + A1) = 0,
paratoda (X, &) € S.
Para Re A > 0, los valores propios son:

3 modos estables, Im p* < 0,
3 modos inestables, Im p* > 0.

(dicotomia hiperbdlica, R. HERSH, J. Math. Mech. 12 (1963)
no.3).
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R’ - haces de Lopatinski, analiticos para Re A > 0.
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R’ - haces de Lopatinski, analiticos para Re A > 0.

Observacion: R vector propio de M. con valor propio —ip, Evaluacion de la
funcién de
Lopatinski

Y
R = ) ,
( i(uB|™ + &BYS + &BYY)Y )

Y € ker(Na(u, £) + M1).



Evaluacion y reducciones

Evaluando en los pozos,

D(U:E’Vz{:)h = O,

+ —_ ~
DN]’l:O, at ((Q 10)7(Q 70)70761

tanto para la ley de Maxwell como para leyes del tipo
Abeyaratne-Knowles.

)7
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Evaluacion y reducciones multigmensiona
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Ramoén G. Plaza

Evaluando en los pozos,

D + v+ h fr— O’ 3 A
W ’Z)A),h . (U*,0),(U,0),0,2),
| EvaIHacit’Jn de la
tanto para la ley de Maxwell como para leyes del tipo fncion do

Abeyaratne-Knowles.

Haciendo N = ¢, en la configuracién estética,

(Dsg)|s:0 = D.v(f + h)s:O = (Dsh)\s:m
(Dng)js=0 = DN(F +h)s=0 =0,
(Dw+y+)8)s=0 = D v+)(F + h)js—o
= —& ((£2¢, 1 +2€%,0), e8] , Le2y , 0)
c RIXIZ
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Bloques asociados a la ley cinética:
o = 0 en los pozos:

~ + — . e
O— < vy -0 ) — 2 < €2 > c RO*1 Evaluacion de la
0 0 funcién de

Lopatinski
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Bloques asociados a la ley cinética:
o = 0 en los pozos:

A Ut —u; &
0= =1 =1 = Q¢ c RO*! Evaluacién de la
0 0 funcién de
Lopatinski

De las expresiones de B}i:

(Dw+v+)8 )\v—O’CJr( &) = €0,2)eRC,
(Dw-v18)=0K-(\,€) = €0, 2;) e R



Estabilidad
multidimensional

Usando la simetria de la configuracion: de [ntertases
Ramén G. Plaza
1 0 O
nm=[ 0 -1 0 =1
0 0 -1
Evaluacion de la
funcion de
~ ~ Lopatinski
M (1, )N = N (=p1,€) o

paratodo € Cy € € R2

Y € ker(NVy (10, €)+X2T) = NY € ker(N_(—p, €))+N2),
Por lo tanto:
pl = =

Basta con calcular las frecuencias inestables " en el estado
U=U".
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(0 2
(M0 e

Evaluacion de la

AM, (A, A = —M_(), §), ol
para todo (A, €) € S.
RS = AR",

Basta con calcular el espacio invariante K", .
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AN €) = ©(p)A(pA, pf),
© - factor continuo tal que |©(£1)| =1, ©(p) # 0.

Evaluacion de la
funcién de
Lopatinski



Estabilidad
multidimensional
de interfases

Usando la “homogeneidad” de A (FREISTUHLER-P, 2007): elasticas

Ramoén G. Plaza

AN €) = ©(p)A(pA, pf),
© - factor continuo tal que |©(£1)| =1, ©(p) # 0.

Normalizando A — A\/|{], & — £/|£| podemos restringir los Evaluacion de la
célculos a |£] = 1,Re A > 0; parametrizar en cordenadas Lopatinski
polares

£ =(cosp,sinp), ¢ €[0,2m).

Ny 9) = Ny (1, €%)
Ni(=p, =) = Ne (1, ), Ny (—p, =) = N (1. )

Basta con tomar ¢ = ¢, ¢ € [0, 7]



En resumen:

A(A,e"“’)zdet</\RA+ Q ki
—p g p

(A p) € {Re X > 0} x [0, g]
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En resumen:

A(N, %) = det < ARA*

20 1

(A ¢) € {ReX > 0} x [0, %1

con .
N ez

0 = 2¢ 0 >

q= _/\( sh)\s:O

13 =€ Ov @;)Ri@ﬂ@)

A =diag(1,—1,-1,—1,1,1)

)
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Estabilidad “unidimensional”: A(\,0) # 0

Sea (A,0) € S con € = 0, es decir, |\| = 1. Entonces,

Ley de Maxwell:

Do(N,0) = CA* £ 0,

C#£0
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Estabilidad “unidimensional”: A(\,0) # 0 mulidimensona
de interfases
elasticas

Ramoén G. Plaza

Sea (A,0) € S con € = 0, es decir, |\| = 1. Entonces,

Ley de Maxwell: Lo
funcion de
Np(N,0) = o\ £ 0, C+#0 Lopatinski

Ley cinética de Abeyaratne-Knowles (con (d/ds)hj,— < 0):

A(Aa 0) = CI(CZ_((d/ds)h|s:0)C3))‘4 = C>‘4 7& 0, C 7& 0
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Reduccion por menores
“ = representacion vélida del subespacio inestable de M, .

Sea
Y1 Evaluacion de la
funcién de

y2 Lopatinski

DU . y3

R = ,
<1
22
<3

donde y; y z; son vectores renglon en C!*3, funciones de (), 5 ).
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Ramén G. Plaza

Vi 0 Y1
)2 2e 2
-3 0 V3
A=l a0 a Ercen e
22 0 22 Lopatinski

3 0 73
—ezn —MN(Dsh) ez

Y1 y3 Y1 y3

=167 | 22 || z1 | + 8\(Dsh) | 22 || 21

3 22 23 V2

=: D()(16€*D(1) + 8A(Dsh)D(2)) €2



El indice de la curva y estabilidad
Familia de mapeos:
Ao D(e)  pel0,m/2;
en un contorno cerrado
AeC,:=CruCy,

Cri={\eC:|\=pRer>0},
Cg ={AeC: A=ir,Te€[-p,+p|},
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p>0.



El indice de la curva y estabilidad

Familia de mapeos:

AHA(?‘/)) Y E [077T/2];
en un contorno cerrado
AeC,:=CruCy,

Cri={\eC:|\=pRer>0},
Cy={ eC: A=ir,Tre[-p,+pl}, p>0.

Dado que
IAl> 1, A E) ~ A(1,0) #0,

basta con tomar contornos C,, con p > 0 finita.

Por la férmula del producto para el grado de un mapeo
(DEIMLING, Nonlinear Funct. Anal., Springer 1985) el indice
de la curva con respecto al cero determina la estabilidad de la
configuracién.
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Modos de Lopatinski multigmensiona
de interfases
elasticas

Célculo de las frecuencias de Lopatinski: Ramoén G. Plaza

6

(1) = det(W (1, ) + N1) = > ayyd,
J=0
Evaluacion de la

funcién de
donde Lopatinski



Modos de Lopatinski maitdimengonal

de interfases
elasticas
Célculo de las frecuencias de Lopatinski: Ramoén G. Plaza
6
~ 5 .
(1) = det(W (1, ) + N1) = > ayyd,
J=0
Evaluacion de la
funcién de
donde Lopatinski

ag =265 >0,

as =0,

ay = N2e*(2€% + 5) + 6€%|€)?,
az = 265§2A,

ay = 2043 (2 + €2) + A2 ((10 + 3€2) €)% + €263) + 6€°|¢]*,
ar = 20286\ + 2IEP),
ag = A0+ X2 |2 (4 + €2) + N EP((5 + )€ + €2€2) + 2¢8|¢)°.



i.e. célculo de los valores propios de

—as/ag
1

S O O O

—aq/ae
0

1
0
0
0

—a3/ae
0

S O = O

—ay/ae
0

0
0
1
0

(Standard factorizacién de Schur.)

—ay/ae
0

- o O O

—ap/ae
0

0
0
0
0
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Estabilidad
ParaRe \ > 0: multidimensional
de interfases
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3 modos estables, Im % < 0,
3 modos inestables, Im pf > 0.

Ramoén G. Plaza

4
xxxxxxxx &X Evaluacion de la
funcién de
2 RXS‘X. % Lopatinski
5 X
e 0

' ARy
-2 Q%% i S
o

Q{Q:D:z;ni(’llilil:rnnxiﬂxﬁgiw i”py
"0000000000000%

) -2 0 2 4

Rept

FIG. 4: Modos i de Lopatinski, m (1) = 0, para
(A &) = ((3/2)e”, &™), 0 € [0, 7].
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Para Re A\ = 0. Método perturbativo, A = it + 6, § — 0%,
Para cada (), €) € S:

3 modos estables/neutralmente estables (limite de un modo Bvaluacion de [a
uncion ae
estable), Lopatinski

3 modos inestables/neutralmente inestables (limite de un modo
inestable).
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Para Re A\ = 0. Método perturbativo, A = it + 6, § — 0%,
Para cada (), €) € S:

3 modos estables/neutralmente estables (limite de un modo Bvaluacion de [a
uncion ae
estable), Lopatinski

3 modos inestables/neutralmente inestables (limite de un modo
inestable).

Puntos rama: valores de A en los que los modos pasan de
neutro a estable/inestable.



FIG. 5: Parte imaginaria de y!| para (A, 5) = (i, e/ 4),
Te[-1,1].
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Ensamblando R¥

Cémo calcular una representacion vélida, con rango méximo,
de R*?
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Ensamblando R¥

Cémo calcular una representacion vélida, con rango méximo,
de R*?

» Paso 1: Calcular los 3 modos inestables (para Re A > 0, y
los 3 modos inestables/neutralmente inestables (para
Re A =0), pt.

Estabilidad
multidimensional
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Evaluacion de la
funcién de
Lopatinski



Ay Estabilidad
Ensamblando R* multidimensional
de interfases
elasticas
Coémo calcular una representacion vélida, con rango médximo, Ramon G. Plaza
de R*?

» Paso 1: Calcular los 3 modos inestables (para Re A > 0, y
los 3 modos inestables/neutralmente inestables (para Evaluacién de la
Re A = 0), p. ol
» Paso 2: Calcular el nicleo de N (u, ) + NI € C3
(simple algoritmo del producto cruz; funciona también
con decomposicion SVD).



Ay Estabilidad
Ensamblando R* multidimensional
de interfases
elasticas
Coémo calcular una representacion vélida, con rango médximo, Ramon G. Plaza
de R*?

» Paso 1: Calcular los 3 modos inestables (para Re A > 0, y
los 3 modos inestables/neutralmente inestables (para Evaluacién de la
Re A = 0), p. ol
» Paso 2: Calcular el nicleo de N (u, ) + NI € C3
(simple algoritmo del producto cruz; funciona también
con decomposicion SVD).

» Paso 3: Con Y € ker(Ny (1, ¢) + A\2I), ensambla cada
columna del campo matricial:

R Y (Y
- ( i(uB)* + &BYE + 6B )Y ) = (z) '



Ay Estabilidad
Ensamblando R* multidimensional
de interfases
elasticas
Coémo calcular una representacion vélida, con rango médximo, Ramon G. Plaza
de R*?

» Paso 1: Calcular los 3 modos inestables (para Re A > 0, y
los 3 modos inestables/neutralmente inestables (para Evaluacién de la
Re A = 0), p. ol
» Paso 2: Calcular el nicleo de N (u, ) + NI € C3
(simple algoritmo del producto cruz; funciona también
con decomposicion SVD).

» Paso 3: Con Y € ker(Ny (1, ¢) + A\2I), ensambla cada
columna del campo matricial:

R Y (Y
- ( i(uB)* + &BYE + 6B )Y ) = (z) '

Esta representacion no es vdlida.
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A= ——
—|R|
con

funcién de
Lopatinski

R| = det(R® RY) = det(ARY, RY). Euaasin do o



Estabilidad
multidimensional
. ., de interfases
Normalizacion : elasticas

Ramoén G. Plaza

— A
A= ——
—|R|
con
IR| = det(R* R“) = det(ARY. RY). funcionde -
Lopatinski
Ventajas:

» Previene “loops” innecesarios: A ~ ).
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Normalizacion : elasticas
Ramoén G. Plaza
- A
A=—
—|R|
con
— DS DUy _ DU pu Evaluacion de la
IR| := det(R®. RY) = det(AR". R"). Buahiecitr
Lopatinski
Ventajas:

» Previene “loops” innecesarios: A ~ ).

» Previene puntos rama: Si el A calculado se desvia de otra
representacion “admisible” (R con rango médximo), el
denominador |R| se desvia de det(R*. R’ ) con rango
maximo del mismo modo, y el mismo factor aparece en el
numerador y en el denominador, canceldndose.



Estabilidad
. . . multic_iimenswonal
Bajo esta normalizacién: de interfases
elasticas
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A=A, — AN(Dsh),  ( * %)

donde
Y3
21 Evaluacién de la
D funcién de

~ 22 1 Lopatinski

Ay = 26 — 22
2 D)
Y2
Y3

es el determinante de Lopatinski normalizado asociado a la
interfase sujeta a la ley de Maxwell.



Bajo esta normalizacién:

A = Ay — \(Dsh),

donde

Ny = 262

es el determinante de Lopatinski normalizado asociado a la

y3
21
22

21
2
y3

interfase sujeta a la ley de Maxwell.

Todo lo que debemos hacer es calcular R4, rearreglar sus
entradas en los determinantes D(1) y D(y), y evaluar el cociente

Ay = —2¢*D(1y/Dya).

(s * )

Estabilidad
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Lopatinski
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Relaciones cinéticas lineales oo
de interfases
elasticas

Ramoén G. Plaza

Relaciones cinéticas propuestas por ABEYARATNE Y
KNOWLES (1990), para procesos irreversibles cerca del
equilibrio termodindmico:

S
F=—, M >0
M Resultados
numeéricos

M > 0 es un coeficiente de mobilidad.

h=—s/M, Dsh=—1/M<0.



Relaciones cinéticas lineales

Relaciones cinéticas propuestas por ABEYARATNE Y
KNOWLES (1990), para procesos irreversibles cerca del
equilibrio termodindmico:

N
F=— M >0
M’

M > 0 es un coeficiente de mobilidad.

h=—s/M, Dsh=—1/M<0.

En el limite M — +-o00: ley cinética de Maxwell.
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Valores de los pardmetros:

e = 0.5 — parametro material,
© =0, 7/8,7/4, 31/8, m/2 — valores transverasles de £ = ¢/,
Resultados
p= 2 — radio, numéricos

M = +o00,M = 10 — ley de Maxwell vs. ley lineal.



Resultados: La relacion de Maxwell M = 400

imaA

o

o o

o

-0.0

-002 0 002 0.04 006 0.08 0.1 012 014
ReA

0.4

0.3

0.2

0.1

ImA
=)

0.1

0.2
ReA

0.3

0.4
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Ima

0.4

0.0
0.3

0.0
0.0 0.2
0.0: 0.1y

<

0 £ 0
-00 -0
-0.0: 02

-0.0¢
-0.3

-0.0¢
-002 0 002 004 006 008 01 012 0.14 04

Red

p=m/8

0.3

0.4
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0.4

0.0
03

0.0
00 0.2
0.0: 0.1/
0 T — £ 0
-0.0: 0.4
-0.0: 02

-0.01
-0.3

-0.0¢
Y
-0.02 0.02 0.04 006 0.08 0.1 0.2 0.14 °

Red

¢=m/4

01 0.2 03 0.4
Red



Ima

0.15

0.1

0.05

0.4

0.3

0.2

0.1/

ImaAa
=)

-0.02 0 0.02 0.04 006 008 01 012 0.14

Red

¢ =37/8

01

0.2
Red

03

0.4
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Ima

015 04
03
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Resultados: Relaciones cinéticas lineales con
0<M< +0

Ejemplo: M =10
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Discusion

» Procedimiento directo para calcular la funcién de
Lopatinski reducida para una interfase estética.
Resultados: Estabilidad multidimensional débil bajo la ley
cinética de Maxwell (conservacién de energia), y
estabilidad multidimensional uniforme para leyes cinéticas
lineales tipo Abeyaratne y Knowles (disipativas).
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Discusion

» Procedimiento directo para calcular la funcién de
Lopatinski reducida para una interfase estética.
Resultados: Estabilidad multidimensional débil bajo la ley
cinética de Maxwell (conservacién de energia), y
estabilidad multidimensional uniforme para leyes cinéticas
lineales tipo Abeyaratne y Knowles (disipativas).

» Resultados numéricos, contraparte de los resultados
analiticos de BENZONI-GAVAGE (1998,1999) para un gas
de van der Waals.
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» Ceros de la funcién de Lopatinski en el eje imaginario con
la ley de Maxwell: ondas superficiales?

Estabilidad
multidimensional
de interfases
elasticas

Ramoén G. Plaza

Discusion



» Ceros de la funcién de Lopatinski en el eje imaginario con
la ley de Maxwell: ondas superficiales?

» Metodologia puede servir para estudiar otras energias
(ERICKSEN-JAMES, ABEYARATNE-CHU-JAMES, etc.) y
otras relaciones cinéticas.
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» Ceros de la funcién de Lopatinski en el eje imaginario con
la ley de Maxwell: ondas superficiales?

» Metodologia puede servir para estudiar otras energias
(ERICKSEN-JAMES, ABEYARATNE-CHU-JAMES, etc.) y
otras relaciones cinéticas.

» Posible estudio de relaciones cinéticas que dependan de
orientacion (i.e. de ¥ ROSAKIS Y TSAI, 1997; o de stress
interfacial, GURTIN Y STRUTHERS, 1990).
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Ceros de la funcién de Lopatinski en el eje imaginario con
la ley de Maxwell: ondas superficiales?

Metodologia puede servir para estudiar otras energias
(ERICKSEN-JAMES, ABEYARATNE-CHU-JAMES, etc.) y
otras relaciones cinéticas.

Posible estudio de relaciones cinéticas que dependan de
orientacion (i.e. de ¥ ROSAKIS Y TSAI, 1997; o de stress
interfacial, GURTIN Y STRUTHERS, 1990).

Discusion

Metodologia se aplica a relaciones cinéticas regulares, i.e.
continuamente diferenciables. No contempla relaciones
discontinuas (ABEYARATNE Y KNOWLES , 2006) como
mdximalmente disipativas, “lattice trapping”, etc.



Gracias.
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