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Sistemas hiperbdlicos

Varias dimensiones espaciales, coeficientes constantes. Valores
iniciales y de frontera:

(x,7) € Q x [0, +00),

d
U + ZAjuxj :f
j=1

u(x,0) = uo, xeqQ,

Bu=g, (x,1)€0Qx][0,+00).
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Hiperbolicidad:

d
A(€) =44
j=1

diagonalizable con valores propios reales.
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A€) =) g4
j=1

diagonalizable con valores propios reales.
e Hiperbolicidad estricta : Para £ # 0 las multiplicidades de
los valores propios no dependen de &.

e Simetrizabilidad : Existe Ay > 0, simétrica, tal que ApA; son
simétricas.
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e Hiperbolicidad estricta : Para £ # 0 las multiplicidades de
los valores propios no dependen de &.

e Simetrizabilidad : Existe Ay > 0, simétrica, tal que ApA; son
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Sin pérdida de generalidad:

A; simétricas.
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La frontera OS2 es no caracteristica: normal v = &1, i.e.

A esno singular



Sistemas
hiperbélicos
con valores L. ~ .
ini(f:ialesy de La frontera 02 es no caracteristica: normal v = &y, i.e.
rontera

Ramoén G. .
Plaza A1 esno singular

Sistemas

lirbbines Valores propios de A

a1 < ... <ap-a<0<ay—qr1 <...<ay,.

e 0 < a = suma de las multiplicidades de los valores propios
Shaeseee positivos de Ay.

« = numero de caracteristicas incidentes.

Estabilidad de




Sistemas
hiperbélicos
con valores L. ~ .
ini(f:ialesy de La frontera 02 es no caracteristica: normal v = &y, i.e.
rontera

Ramoén G. .
Plaza A1 esno singular

e Valores propios de A

Conc

Kreis:
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Estimacion de energia

Problema bien planteado:

l#llgugor) + lullogxion + u(Dlla <
< ¢(Jluolla + Iflaxon + gllonxion)

T > 0, n > 0 grande, C > 0 uniforme.
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Comentario:

La condicién de frontera es estrictamente disipativa si para todo
w € R" existe § > 0 uniforme tal que

1
—(w, Ayw) > 5|w|2 — S|Bw\2.
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Comentario:
La condicién de frontera es estrictamente disipativa si para todo
w € R" existe 6 > 0 uniforme tal que

1
—(w, Ayw) > dlw|* — 5|BW‘2'

Resultado (FRIEDRICHS, circa 1954): Si la frontera es
estrictamente disipativa es posible obtener una estimacién de
energia.

Problema: La condicién es muy restrictiva. Para un fluido
compresible existen condiciones de frontera no estrictamente
disipativas para las cuales es posible obtener un problema bien
planteado (AGEMI, Comm. PDE (1980)).
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Transformada de Fourier-Laplace:

(A, €) € C xR,

ﬁ(xl ) ga )‘) =

Rd—1

0

—+00

é': (627"'a£d)>

e*)"e*"@@u(xl ,X, 1) dtdx
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Transformada de Fourier-Laplace:

(Aag)GCXRd_lv 52(627"'a£d)>

. +o0 e
i(xy, €, \) = / / e Me I E ) y(xy, &, 1) did
Rd=1.J0

Casof =g =0:

i, = — (A1) (A ) igA)) i =: A(X, )i
J#1

Bﬁ|x1:0 =0, A(ut:()) = Uy,
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Lema (HERSH, 1963). Asumiendo hiperbolicidad, para toda
Re A > 0, £ € R%!, las matrices A(), £) son hiperbdlicas
(valores propios ~ con Re x # 0). Mds atin, & = no. de valores
propios de A con Re x > 0.

C" = E*(A) @ E*(A),
dimE’(A) = a,

(N E) €Sy = {(\E) #(0,0), Re A > 0} € C x R
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Soluciones a

xR\, §),

W= - -
en(/\,ﬁ)x] P(X] ; )\7 g)

(A, &) € Sy existen exactamente « soluciones W; que decaen a
cero si x; — +00.
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Modos normales:
Soluciones de la forma

s, = x(X/0)W(Bx) )P HFET

con W(0) € Ef(\, €), (A, €) € Sp, W(+00) = 0, x es una
funcion cut-off, x = Oen |y| > 2, x = len |y| < 1, violan la
estimacion de energia.
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Condicion débil de Lopatinski

Condicion necesaria:

Para todo Re > 0, & € R4 la restriccién de B a ES(\, €) es
inyectiva.
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Condicion débil de Lopatinski
Condicion necesaria:

Para todo Re > 0, & € R4 la restriccién de B a ES(\, €) es
inyectiva.

Determinante de Lopatinski:

veE(\E) = v= chvj,
1

ssi A(N €) := det BRS(\, &) # 0.
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Condici6n suficiente: condicion
uniforme de Kreiss-Lopatinski

(Qué condiciones de frontera garantizan un problema bien
planteado?

H. O. KREISS, Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970), 277-298)
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Condici6n suficiente: condicion
uniforme de Kreiss-Lopatinski

(Qué condiciones de frontera garantizan un problema bien
planteado?

H. O. KREISS, Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970), 277-298)
Condicion uniforme de Lopatinski }

Existe > 0 tal que |Bv|? > C|v|? para todo v € E*(), ),

(>‘7 ‘5) € S—I—'
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Condicion uniforme:

AN £0, (M) €S

§={AP+IEF =1, Re A >0}
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Condicion uniforme:

AN £0, (M) €S

§={AP+IEF =1, Re A >0}

A homogénea de grado cero = E**(pA, pf) = E""(], §~), p > 0.
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Propiedades:

La base de E5(\, £) se puede escoger analitica en (), ) para
Re A > 0, homogénea de grado cero (KATO).

SiRe A — 0, la base se puede escoger continua en
(A, &) = (i, &) # (0,0).

A es continua en S, analitica en S
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Teoria de Kreiss
Sistemas estrictamente hiperbélicos satisfacen la condicion de
estructura de blogue: existe transformacién O, invertible tal que
M,
M,
07'A0 =

My
M, = M ; Np2>d6>0, Niy <—-6>0,
N2

M; = i(ki + Cj) + E;(), ),

donde C; nilpotente, E;(it, 0) = 0, k; escalar.
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hiperbolicos

G i e /CA| es Hermitiana.
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- Re A=1n>mny >0, ()\¢§) €Sy, tal que
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Kioias Lopatiel e A, es Hermitiana.

e K uniformemente acotado, suave en S y en los coeficientes
de Aj, B.
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Asumiendo la estructura de bloque y la condicién urAlforrIle de
Lopatinski se construye el simetrizador de Kreiss: K(A, §)
Re A=1n>mny >0, ()\¢§) €Sy, tal que
° /@Al es Hermitiana.
e K uniformemente acotado, suave en S y en los coeficientes
de Aj, B.
o wKAw > 8 |w|> — %]Bw|2, paratodow € C".
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Asumiendo la estructura de bloque y la condici6n unforme de
Lopatinski se construye el simetrizador de Kreiss: K(A, §)
Re A=1n>mny >0, ()\¢§) €Sy, tal que

e /CA| es Hermitiana.

e K uniformemente acotado, suave en S y en los coeficientes
de Aj, B.
w¥ICA 1w > §1|w|? — %]Bw|2, paratodow € C".

Re I@()\ + iijél EjAj) > 5277

01, 02 > 0 uniformes.
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Resultados de Kreiss:

e Bajo hiperbolicidad estricta y la condicion uniforme de
Lopatinski, se construye K para 79 > 0, 19 ~ O.

e Prueba que la la estimacion de energia en el espacio de
Fourier con X implica la estimacion de energia en el espacio
fisico (Plancherel).
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Resultados de Kreiss:

e Bajo hiperbolicidad estricta y la condicion uniforme de
Lopatinski, se construye K para 79 > 0, 19 ~ O.

e Prueba que la la estimacion de energia en el espacio de
Fourier con X implica la estimacion de energia en el espacio
fisico (Plancherel).

MAIDA(1983): La condicidn de estructura de bloque se cumple
para las ecuaciones de Euler.

METIVIER(2000): Todo sistema simetrizable satisface la
estructura de bloque.
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Teorfa de estabilidad de Majda
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Ondas de choque planas

Sistema de leyes de conservacion
d
u; + Zf’(u)xj =0.
j=1

Simetrizable, hiperbélico. Dff = A/(u).

A6 u) =) &A(u)

tiene valores propios reales a;(u; &) < - -+ < an(u; &) con
multiplicidades fijas y;.
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Discontinuidad:

Y = {(x,1) € R? x [0, +00) ;

h(x,1)

Condiciones de salto de Rankine-Hugoniot:

Yilu] + Z ¢x,

j=1

()] =0

= 0}.
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Onda de choque plana:

ut, ifx-N—st>0,

u(x, 1) = ]
(1) u-, ifx-N—st<O,

ut # u~ constantes, |N| # 0. Suponemos N = &;.

Condiciones de salto, con N = ¢;:

—sfu + [ (@] = .
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Estabilidad de
s

onicas planas

Onda de choque plana:

ut, ifx-N—st>0,
u(x, 1) = )

u-, ifx-N—st<O,
ut # u~ constantes, |N| # 0. Suponemos N = &;.

Condiciones de salto, con N = ¢;:

—sfu + [ (@] = .

En general, podemos asumir que las condiciones de RH son de la
forma:
h(lim ™ u, lim™ u, —1);, V,9)) = 0.
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Ramén G. La onda de choque es no caracteristica:
Plaza . Lo
‘ Existen dos indices p,q € {1,...,m} tales que
Lo ag_1(u”) <s<ag(u)yay,(ut) <s<appi(ut).Sig=1

Kreiss
Lol (resp. p = m) tenemos s < aj(u~) (resp. s > ay(u™)). aj(u)
Condiciones de

Kioios Lopatie denotan los valores propios de A'.

Estabilidad
multidimen-
sional de
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Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
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Estabilidad de
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Resultados
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interfases estaticas
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La onda de choque es no caracteristica:

Existen dos indices p, g € {1,...,m} tales que

ag_1(u”) <s<ag(u)yap,(ut) <s<appi(ut

). Sig=1

(resp. p = m) tenemos s < aj(u~) (resp. s > ay(u™)). aj(u)

denotan los valores propios de A'.

Se definen los indices

iy = dimZkerR(Al(u+) —al) =+ ...+ pp,

a<s

i = dimZkerR(Al(u_) —al) = pg +

a>s

e+ o,
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Ramoén G.
Plaza

i+ = dimE’ = dim del espacio estable de A}F — s,

o i_ = dimE“ = dim del espacio inestable de A' — s,
Sistemas

hiperbdlicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad K:=l1y +1_- —n,
multidimen-

sional de

ondas de

choque

Ondas de choque

planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de

i+ = dimE’ = dim del espacio estable de Al+ — S,

i_ = dimE“ = dim del espacio inestable de A' — s,

Ki=iy +i_—n,
Clasificacion de FREISTUHLER (1993): La onda de choque o
tripleta (u™,u",s) es
1. de Lax (or cldsica) de tipok = 1ssiiy +i_ =n+1,
2. subcompresiva de tipo k < 0ssiiy +i_ <n,and

3. sobrecompresiva de tipo k > 1ssiiy +i_ > n+ 2.
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Indice de subcompresividad:

Sistemas
hiperbolicos

Condiciones de l:=n —+ 1 — (l+ + l_) =1-k.

Kreiss-Lopatinski

Lax: / = 0, caso p = g (condiciones de entropia de Lax).
Ondas de choque . . .
parss Subcompresivo: [ > 0 (transiciones de fase).

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subs6nicas planas

néricos
interfases estaticas
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Sistemas
hiperbolicos

Condicios

Ondas de choque
planas

Caso subcompresivo o de Lax, [ > 0:

Afnadimos a las n condiciones de RH un conjunto general de /
condiciones de salto, de la forma z = 0, 4 : N — R"* with

b (OOl

¢ = (ut,u,s,N), pardmetros en N := U x U x R x R¥\{0}.
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Plaza
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hiperbolicos

Ondas de choque
planas

Caso subcompresivo o de Lax, [ > 0:

Afnadimos a las n condiciones de RH un conjunto general de /
condiciones de salto, de la forma z = 0, 4 : N — R"* with

+ - _ ([F()IN = s[u]
h(u" u,s,N) = <g(u+, - 5,N))
¢ = (ut,u",s,N), pardmetros en N := U x U x R x R\ {0}.
Las condiciones adicionales de salto g : A" — R! reciben el
nombre de relaciones cinéticas.
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Teoria de estabilidad de Majda

A. MAIDA, Mem. AMS 41 y 43, (1983).

Onda de choque original:
ut, ifx; —st>0,

u(x,t) =
( ) -, ifx; —st <.

Perturbacién (condicion incial):

+ 4 eyt
U+ ey forx; >0
u(x, O) — B (17 1 bl
u- +evy, forx; <0,
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iniciales y de
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Ramén G Asumimos que el problema tiene una solucién débil de la forma:
Plaza u$ a cada lado de una hipersuperficie ¢, que asumimos tiene la
forma
2= {y(x1) =0} = {x1 — ¢°(%,1) = 0}
hiperbélicos
CSnm::mHes de
Kreiss-Lopatinski
Resolver para:
€(x ~ 2
¢°(x,1) = st + ep(x,1) + O(e7),
lanas
:‘eoria de estabilidad
de Majda
+ + 2
. Jut et (x, 1) + O(e”), parax; > ¢,
uy (xa t ) -

- — 2 ) ¢6
Estabilidad de u +ev (x7 t) + 0(6 5 para xj < y
interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos
interfases estaticas
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Plaza Problema nolineal con frontera libre:

Teoria de
Kreiss

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad

d
samas PO+ )y =0,

J=1

d
)+ )y =0,
j=1

de Majda h(11m+ Mj_, hm_uE_a n?a n;) = 07

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de
interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

para xj; > ¢°,

para x| < ¢°,

atx; = ¢°.



Sistemas
hiperbélicos

_con valores Localizacion del choque:
iniciales y de
Rf“’”fe'z US = u™ 4+ V*(z,%,1), donde z = x| — ¢°(%, 1),

Plaza V*E(z,%,1) = vF(z + ¢, %,1). Haciendo z — —z s6lo para V.
Linealizando las ecuaciones y la condicién de frontera alrededor
de u™: _

s\ste(m‘scos + 1 + J + _
Vi (AL sV 4 ) ALV =0,
Kreiss-Lopatinski /#1
— 1 - Jy— —
Vi — (AL =sI)V, + E A_V. =0,
J#1
paras para z > 0, y condicién de frontera en z = O:
Teoria de estabilidad
de Majda

dyh(utu e, —s)VT +d,—h(ut,u",e;,—s)V +

Estabilidad de
s

*dah(u—i_v I/t_, er, 7S)¢t - th(M+, u_velv 7S)(O’ ?gb)t =0

interfases estaticas
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Denotando W = (V+,V~,¢)" € R**+! tenemos un sistema
hiperbélico con valores en la frontera z = 0 dadas por las
condiciones de salto del tipo estudiado por Kreiss:

LW =0, paraz > 0, FeR >0,
BW =0, enz =0,



Sistemas
hiperbélicos
con valores

meaesyde Denotando W = (V+, V™, $) " € R¥*! tenemos un sistema
Ramén G. hiperbélico con valores en la frontera z = 0 dadas por las
Plaza condiciones de salto del tipo estudiado por Kreiss:
e LW =0, paraz >0, ¥ € R >0,

S BW =0, enz =0,

Kreiss-Lopatinski

Denotando
AL = (AL =) (1Y),
J#1
subsénicas planas ]751

Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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La condicién de Lopatinski implica que la restriccién de B a
EY% x E* x C es uniformemente inyectiva para todo (),{) € S.
E}" = espacio estable/inestable de A .
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Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de

La condicién de Lopatinski implica que la restriccién de B a
E% x E* x C es uniformemente inyectiva para todo (A, §) € S.

s,u

" = espacio estable/inestable de A .

Condicién uniforme de Lopatinski:

A()‘a 5) =

det (d, h(G)RE, Adgh(Go) + idh(Co)(0, €Y', durh(CO)RY) 70,

para todo (X, €) € S, Re A > 0. R’ denotan los haces de
Lopatinski, bases de los espacios estable e inestable.
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Majda define:

e Choque uniformemente estable si el problema linealizado es
fuertemente bien planteado en L? (condicién uniforme de
Lopatinski),
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Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de

Majda define:

e Choque uniformemente estable si el problema linealizado es
fuertemente bien planteado en L? (condicién uniforme de
Lopatinski),

e Choque débilmente estable si el problema linealizado
satisface la condicién de Lopatinski.
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Sistemas
hiperbolicos

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Majda define:

e Choque uniformemente estable si el problema linealizado es
fuertemente bien planteado en L? (condicién uniforme de
Lopatinski),

e Choque débilmente estable si el problema linealizado
satisface la condicién de Lopatinski.

e Choque fuertemente inestable si el problema linealizado no
satisface la condicion de Lopatinski.



Sistemas

hiperbélicos
con valores
iniciales y de
frontera
Ramén G.
Plaza
Resultados de Majda:
R e Construye el simetrizador de Kreiss para sistemas que

hiperbolicos

satisfacen la estructura de bloque, y para ondas de choque
clésicas (tipo Lax). Prueba que las ecuaciones de Euler
satisfacen la estructura de bloque.

e Mediante un método de iteracién tipo Newton, prueba que
S estabilidad lineal uniforme implica estabilidad nolineal bajo

Teoria de estabilidad

doViada perturbaciones pequerias.
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hiperbélicos

con valores ey

ini(f:i;a)lrizéde Teorla de eStabllldad

Ramon G, multidimensional para frentes
planos

i"f‘ . e Teoria de sistemas hiperbdlicos con coeficientes constantes

Kreiss-Lopatinski

lineales con valores iniciales y de frontera (H. O. KREISS,
Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970), 277-298). Condicién
uniforme de Lopatinski, suficiente para tener estimacién L?
Ondas docroque de la solucién. Construccién de simetrizadores de Kreiss.

planas
Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
nicas planas

numés
interfases estaticas
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Ondas
planas

hoque

Teoria de estabilidad
de Majda

Teoria de estabilidad
multidimensional para frentes
planos

e Teoria de sistemas hiperbdlicos con coeficientes constantes
lineales con valores iniciales y de frontera (H. O. KREISS,
Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970), 277-298). Condicién
uniforme de Lopatinski, suficiente para tener estimacién L?
de la solucién. Construccion de simetrizadores de Kreiss.

¢ Estabilidad multidimensional de choques no viscosos (A.
MAJDA, Mem. Amer. Math. Soc. 41 (275) (1983); Mem.
Amer. Math. Soc. 43 (281) (1983)). Define estabilidad de la
frontera como un problema bien planteado en L? para la
perturbacién. Problema linealizado a ambos lados de la
frontera y planteado como un problema tipo Kreiss.
Estabilidad lineal implica estabilidad nolineal.
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hogue
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Estabilidad de

e Choques débiles (G. METIVIER, Comm. Partial Diff.
Equations 15 (7) (1990) 983-1028 (1990, 2001)). Extensién
del resultado de Majda a choques débiles.
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Ramén G. e Choques débiles (G. METIVIER, Comm. Partial Diff.

Plaza

Equations 15 (7) (1990) 983-1028 (1990, 2001)). Extensién
del resultado de Majda a choques débiles.

e Extension de la teorfa de Majda y Métivier a transiciones de
fase: (H. FREISTUHLER, J. Partial Diff. Egs. 11 (1) (1998)
25-38). Necesidad de introducir la relacién cinética al
andlisis de Majda. Extension del determinante de Lopatinski
con relacién cinética. Estabilidad nolineal: (J.-F.

e o estabiad COULOMBEL, Interfaces Free Bound. 5 (4) (2003),

de Majda

360-390). El andlisis nolineal de Majda se extiende a
transiciones de fase. Condicién uniforme de Lopatinski
implica estabilidad nolineal.
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de Majda

Estabildad de Estabilidad de transiciones de fase
yansiciones Estabilidad de interfases subsénicas planas

Estabilidad de

e Resultados numéricos: interfases estaticas
subsonicas planas

Resl{\tados :

interfasos sstétias
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Ecuaciones de hiperelasticidad no
térmica sin fuerzas externas

U, —V, V=0,
V, — div, o(U) = 0,

con
(x,7) € R? x [0, +00),
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Teoria de
Kreiss
Sistemas
hiperblicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Ecuaciones de hiperelasticidad no
térmica sin fuerzas externas

U, —V, V=0,
V, — div, o(U) = 0,
con
(x,1) € R? x [0, +00),

Ux,t) ==V, X € Rflfd — gradiente de deformacién local,
V(x,1) := X,(x,1) € RY — velocidad local,

ow
T oU
W =W(U) — densidad local de energia

o(U) — tensor de Piola-Kirchhoff (stress),



Constriccion:
curl, U =0,

i.e. 8ka,~j—8ij,~k=0, i,j,k=1,..,d.
Tensor actstico:
N(EU) = Z &&EBi(V), & € R?

ij=1

W

c R‘IX‘[.
OUUOUM '

Bi(U) :=




Sistemas
hiperbélicos
con valores
iniciales y de

frontera Constriccion:
Ramén G.

Plaza Curlx U= 0,

Teoria de
Kreiss . ..
Seemss 1.€. 6xk Uij — Oijik = 0, l,],k = 1, ..,d.

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad L L. .
multidimen- Tensor actistico:
sional de

ondas de

choque

N(€,U) = D*W(U)(E, ) = Z GEB(U), € € R

Teoria de estabilidad

de Majda ij=1
Estabilidad de
transiciones 62

de fase Bl(U) c Rdxd
Estabilidad de 8 U 8 U )
interfases l] ki

subsénicas planas

Resultados

numéricos:

interfases estaticas
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Ramoén G.
Plaza

Condicién de Legendre-Hadamard:

Sistemas
hiperbolicos

Condiciones de UTN(§7 U)T] > 0

Kreiss-Lopatinski

para todo 1, £ € RY. (Se dice que W es rango-uno convexa en U.)

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos
interfases estaticas
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Ramoén G.
Plaza

Condicién de Legendre-Hadamard:

n'N(E U >0

para todo 1, £ € RY. (Se dice que W es rango-uno convexa en U.)

W es rango-uno convexaen U — el sistema de ecuaciones es
hiperbolico en U.

hogue

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
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Teoria de
Kreiss
Sistemas
hiperblicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Interfases planas subsonicas

(U ,V7), x-N <st,

(U, V)(x,1) = (U, VH), x-N>st

W es convexa de rango-uno en U = U+, Ut # U~. Normal a la
interfase: N € R, |[N| = 1. s = velocidad del choque, subsénica:
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Teoria de
Kreiss
Sistemas
hiperblicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Interfases planas subsonicas

(U ,V7), x-N <st,

(U, V)(x,1) = (U, VH), x-N>st

W es convexa de rango-uno en U = U+, Ut # U~. Normal a la
interfase: N € R, |[N| = 1. s = velocidad del choque, subsénica:

0 < s* < min{x;(N, UT) valores propios de N'(N, U )}.
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Teoria de
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Sistemas
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Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
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choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Condiciones clasicas de salto (Rankine-Hugoniot):

—s[U] - [V]®N =0,
—s[V] = [o(U)IN = 0,
[U] x N =0.

[f] :==f" —f, para toda funcién f.
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Modelo simplificado en una dimensién

Sistemas
hiperbolicos

Condiciones de Uy — Vy — 07

Kreiss-Lopatinski
v+ o(u)y =0.

El sistema es hiperbdlico si o’(u) < 0.

Ondas de choque
plan:

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

es estaticas
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Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

R

Modelo simplificado en una dimensién

El sistema es hiperbdlico si o’(u) < 0.

Cuando el sistema modela transiciones de fase (van der Waals,
rodillos eldsticos unidimensionales), o’(u) > 0 excepto en una
region (a, ) = regién espinodal.
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frontera

Ramoén G.
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Teo_rl’a de .
Kreiss Valores propios:

Sistemas
hiperbdlicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski 2

Estabilidad
multidimen-
sional de
ondas de

choque aj(u) .= —v/—o'(u) < 0 < ax(u) :=++/—0c'(u)

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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hogue

Teoria de estabilidad

de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

Seleccionar u4 y u_ en regiones hiperbdlicas no conectadas. La

velocidad del choque puede ser subsénica:

+ +
a <s<a,,

a, <s<a,,

+ = dlm ES(A+ — S) —
i =dim&(A- —5) =

1,
1,

Indice de subcompresividad:

k=ii+i_—2=0.

El choque es subcompresivo si k < 0.

(D
2
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Sistemas
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Condiciones de

Kreiss-Lopatinski

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Choque clésico (o de Lax):

Si o/(u) < 0 para todo u, la condicion de entropia de Lax es:

+ .+
a; <a, <s,

a, <s<a,,

_=dim&(A- —s5) =1,
Indice de subcompresividad:

k=i +i-—-2=1.
(Choque de Lax.)

3)
4
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Consecuencias:

Para un choque subcompresivo no hay unicidad de las soluciones
débiles (ejemplo, problema de Riemann). Las condiciones de
Rankine-Hugoniot se deben complementar con condiciones de
salto adicionales.

p

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

R
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Sistemas
hiperbolicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

Relaciones cinéticas

La velocidad s de una interfase plana subsénica no esta
Unicamente determinada por leyes constitutivas (choque
subcompresivo). Se requiere un criterio adicional.
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frontera

Ramoén G.
Plaza

Sistemas . . 7 . z
e La velocidad s de una interfase plana subsénica no esta
Condiciones de

s bt Unicamente determinada por leyes constitutivas (choque
subcompresivo). Se requiere un criterio adicional.

Relaciones cinéticas:
R. ABEYARATNE AND J. K. KNOWLES

e J. Mech. Phys. Solids 38 (1990) no. 3, 345-360.
e Arch. Ration. Mech. Anal. 114 (1991), 119-154.

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
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Funcién que relaciona la velocidad normal de la interfase s = v,
con la fuerza “guiadora” efectiva a través de la interfase:

Sistemas
hiperbolicos

Condiciones d

os de
Kreiss-Lopatinski

Vn = QZ)(]:)?
F = [WU)] = NT[U] (a(U))N,

g (f) = %(f T 4 f7). En ciertos casos: ¢ invertible.

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
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Teoria de
Kreiss

Sistemas

hiperbéicos La relacion cinética induce una condicién de salto extra de la

Condiciones de

Kreiss-Lopatinski forma
stabilida - - + + —
iuthi?j\‘r:eg- g((U 7V )7(U 7V )7S7N) - 0

sional de
ondas de
choque
Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Relaciones cinéticas del tipo ABEYARATNE AND KNOWLES
o (1990, 1991) de la forma:

Sistemas
hiperbdlicos

. §=F+h=0,

Estabilidad

multidimen-

sional de - - + +

e h(U—,V7),(U",VT),s,N): N — R,
Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda N — ( 1X3 % R3) % (R1X3 % R3) % R x ]R3
Estabilidad de
transiciones
de fase

Estabilidad de

interfases

subsonicas planas

Resultados

numéricos:

interfases estaticas
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Sistemas
hiperbolicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

ultados

n
interfases estaticas

Relacion cinética de Maxwell:

h =0,

(conservacion de energia a través de la frontera)
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hiperbélicos
con valores ., e ..
iniciales y de Relacién cinética de Maxwell:

frontera

Ramoén G.
Plaza h= 0,

(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :

e /i es una funcién diferenciable en sus pardmetros,

p

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

R
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Sistemas
hiperbolicos

Ondas de choque
planas

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

Relacion cinética de Maxwell:

h =0,

(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :

e /i es una funcién diferenciable en sus pardmetros,

e h(-,+,s =0,-) =0, idénticamente,
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Sistemas
hiperboii

Ondas de choque
planas

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

Relacion cinética de Maxwell:

h =0,

(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :
e /i es una funcién diferenciable en sus pardmetros,
e h(-,-,5s=0,-) =0, idénticamente,
e h>O0paras <0,y h < 0paras > 0 (desigualdad de
Clausius-Dulhem vale en la interfase),
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Sistemas
hiperbolicos
Condicio
Kreis

de
spatinski

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

Resultados

Relacion cinética de Maxwell:

h =0,

(conservacion de energia a través de la frontera)

Relaciones cinéticas regulares del tipo
ABEYARATNE-KNOWLES :
e /i es una funcién diferenciable en sus pardmetros,
e h(-,-,5s=0,-) =0, idénticamente,
e h>O0paras <0,y h < 0paras > 0 (desigualdad de
Clausius-Dulhem vale en la interfase),

o ((d/ds)h)u+0),w-0)0v)) <0 (monotonia cerca de s = 0
en la interfase estatica) (*)
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Ejemplos:
Modelo simplificado:

Teoria de
Kreiss

Sistemas
hiperbdlicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

1
Estabilidad [W(u)] + E[“](U-i- +0-)=0,
multidimen-

sional de

ondas de

choque

Ondas de choque

planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Ejemplos:
Modelo simplificado:

Sistemas
hiperbolicos

Condiciones de

Kreiss-Lopatinski

WG] + 3l +0-) =0,

Hiperelasticidad:

(W(UY] = NT[U]T (o(U))N = 0.

de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Teoria de
Kreiss
Sistemas
hiperbélicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen-
sional de
ondas de
choque
Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de
interfases
subsonicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Anélisis en modos normales para
las ecuaciones de hiperelasticidad

FREISTUHLER AND P, Arch. Ration. Mech. Anal. 186 (2007),
no. 1.
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Sistemas
hiperbolicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resull
numé
interfases estaticas

Anélisis en modos normales para
las ecuaciones de hiperelasticidad

FREISTUHLER AND P, Arch. Ration. Mech. Anal. 186 (2007),
no. 1.

Es suficiente hacer el analisis de modos normales en un
subespacio de amplitudes compatibles con la constriccién
curl, U = 0.

Resultado: definicién de la funcion reducida de Lopatinski.
Permite incorporar interfases estédticas s = 0 al andlisis.
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Sistemas
hiperbolicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

Hipétesis :

e W convexa de rango-uno en U (hiperbolicidad local).

o YU ~ U, V¢ € RY, ¢ # 0, valores propios de N (&, ) son
semi-simples, multiplicidades independientes de U/ and &
(METIVIER (2000)).

e h((U~,V7),(UT,VT),s,N) =0, (RH + relaciones
cinéticas)

o Lamatriz (@ +d + 1) x 2(d*> + d)

(dwsvoyhs dw-y-h),

(U=, v7),(Ut,vt),sN)

tiene rango maximo (condicién no degeneradaCOULOMBEL
(2003)).
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Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

R

Hipdtesis sobre las configuraciones de equilibrio:

o JUA # UP in R, minimos locales de W, rango-uno
conectados. W convexa de rango uno en ambos.

e Simetrizabilidad y multiplicidad constante en ambos. La
conficién no degenerada de Coulombel sobre £ vale en
((U*,0),(UB,0),0,N%).
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Ramé Funcién reducida de Lopatinski
amon G.
e Conjunto compacto de frecuencias:

Teoria de

P S:={(\E)eCxR!:ReA>0, £-N=0, N2 +[¢]> =1},

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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frontera

Ramé Funcién reducida de Lopatinski
amoén G.
e Conjunto compacto de frecuencias:

S:={(AECXxR! :ReX>0, & N=0, |\>+[¢] =1},

hiperbolicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Determinante de Lopatinski reducido:

A:S—C,

RL Q Du
AN E) =det | = < F ) ;
(. €) (p 2

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases d d
as onde,
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Teoria de
Kreiss
Sistemas
hiperbélicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

+

Estabilidad
multidimen-
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

“E‘> >

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

[UIN
—Xs — i[o(U)]¢

g = —\(Dyg) +i(§ - Dng)

(D v+)g)+ (N ERY. €
—(Dw-y-8)K-(A, R

0:

)

(C1><3
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Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Teoria
de Majda

Estabilidad de
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Resultados
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interfases estaticas

Q:= ( —s £lé][gw)]s ) ’

g = —A(Dsg) +i(¢ - Dng)
pr = (D(U+7v+)8)’C+()\75)k¢A eCh
p™ = =(Dw-v-)8)K- (X, R
R"(UT) € C??%4 _ espacios invariantes estable e inestable de una
matriz M, x(U) : S — (C?4*2d definida para cada U cerca de U™,

s subsénica. Ky n(U) : S — C@*+d)x2d 5 yn mapeo continuo. M
y K dependen explicitamente de las segundas derivadas de W.
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Sistemas
hiperbolicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Teori estabilidad

de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Idea:

Los modos normales de la forma

(U, V) = (U, V)(x1 = st)exp(ié - x + 1)

compatibles con la condicion curl U = 0, satisfacen:

1y 0 0 -
0 slp_y O] (A —=9)(U(C), ()" €G(\E)
0 0 1y

G\ &) = {(\Y,i&Y, ... i&Y,Z)" Y, ZeCY

de dimension 2d.
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La estabilidad nolineal de la interfase subsénica plana esta
controlada por la funcién de Lopatinski reducida en el sentido que
la frontera es:
e Uniformemente estable si A()\, £) # 0, para todo (A, §) € S,
(condicién uniforme Lopatinski),

p

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

R
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Sistemas
hiperbolicos

Ondas de choque
planas

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

La estabilidad nolineal de la interfase subsénica plana esta
controlada por la funcién de Lopatinski reducida en el sentido que
la frontera es:
e Uniformemente estable si A()\, £) # 0, para todo (A, §) € S,
(condicién uniforme Lopatinski),

o Débilmente estable si A(\, ) # 0, para todo
(A, &) € SN{Re A > 0} (condicién de Lopatinski),



Sistemas
hiperbélicos
con valores
iniciales y de

frontera

Condiciones de
Kreiss: atinski

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas.

Resultados

La estabilidad nolineal de la interfase subsénica plana esta
controlada por la funcién de Lopatinski reducida en el sentido que
la frontera es:
e Uniformemente estable si A()\, £) # 0, para todo (A, §) € S,
(condicién uniforme Lopatinski),
o Débilmente estable si A(\, ) # 0, para todo
(A &) € SN{Re A > 0} (condicién de Lopatinski),

o Fuertemente inestable si A(\, &) = 0 para algin
(A& eSN{Re A >0}.
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Teoria de
Kreiss

Sistemas
hiperbdlicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen-
sional de
ondas de
choque
Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Ejemplo: frontera plana

monoclinica
Deformaciones (monoclinicas) :
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Teoria de
Kreiss
Sistemas
hiperbdlicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de
interfases
subs6nicas planas

Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Ejemplo: frontera plana

Deformaciones (monoclinicas) :

monoclinica
1 00

U= -1 0|, e€>0,
0 0 1

con funcién de densidad de energia (M. KRUZIK AND
M. LUSKIN, J. Sci. Comput. 19 (2003), nos. 1 - 3):

1+ ¢

1
0

2 1+ —¢

0
0 C— —€
1

€
1 1
0 0 0

donde C(U) = U U (tensor de “strain” de Cauchy-Green), y

M =Te (M7 M),

(norma de Frobenius en R**%).

0
0
1

p:
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Sistemas
hiperbolicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Conexion de rango uno:
Ut —U =2e, @8,
ydetUT =detU™ = 1.
Pozos martensiticos: U™ = SO (3)UT yUU~ =SO(3)U".

Numero total de pozos: 2 (fases monoclinicas).
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Ramoén G.

Plaza e W indiferente bajo rotaciones,

e W alcanza su minimo s6lo en Y+ = SO (3)U™ y
Sistemas u_ = SO (3)Q_,

hiperbolicos

e W es rango-uno convexaen U = U+ (hiperbolicidad),

e W satisface la condicion de Métivier (valores propios simples

de N (&, U%)),

e No convexa, con estructura multiple,

S— e Calculo de microestructuras cristalinas (CHIPOT et al.
Numer. Math 70 (1995), no. 3; M. KRUZIK AND
M. LUSKIN, J. Sci. Comput. 19 (2003), nos. 1 - 3).

Estabilidad de
ir s
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Teoria de
Kreiss
Sistemas
hiperblicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen
sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de
interfases
subs6nicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estéticas

Resultados:

P, J. Mech. Phys. Solids 56 (2008), no. 4.

La interfase estdtica plana es débilmente estable bajo la relacion
cinética de Maxwell (conservacion de energia) y
uniformemente estable bajo relaciones cinéticas regulares
lineales del tipo Abeyaratne - Knowles.
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Sistemas
hiperbolicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Ondas de choque
planas

Teoria estabilidad

de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Resultados:

P, J. Mech. Phys. Solids 56 (2008), no. 4.

La interfase estdtica plana es débilmente estable bajo la relacion
cinética de Maxwell (conservacion de energia) y
uniformemente estable bajo relaciones cinéticas regulares
lineales del tipo Abeyaratne - Knowles.

Contraparte eldstica (y estdtica) de los resultados de S.
BENZONI-GAVAGE en el caso de un fluido de Van der Waals:

e Nonlinear Anal. TMA 31 (1998), nos. 1-2.
e Arch. Rational Mech. Anal. 150 (1999), no. 1.
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Evaluacion del determinante de Lopatinski
Valores propios de B{i:

1
ko= 22(3+2e (3+262)2—8>,
ky = 62,

1
ks = 562<3+262+ (3+262)2—8>,

0 < k1 < kp < ks, simples. Velocidades caracteristicas
o = i\/lz,j = 1,2, 3. Vectores propios de Bii,

263
Yi=k|k—22], j=13  Y,=é.
0
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Definicion de la funcidn de
Lopatinski

v = &) — direccidén de propagacion,

¢ = (&, &) — direcciones transversales
Conjunto compacto de “frecuencias”
S={(\E) e CxR?: AP+ > =1,Re A >0},

con interior: ST := S N {Re A > 0}.
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- ME  ME
a0 8)i= (i 2

) 1 o)
N

(ngZ:I: +§3B3i)(31i) 1(5231:|: +§3BH:) o
5.

—(EB3 + B + 66(BE +

i(&BTF + &BF)(B1F) ™

A2+
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Ramén G La funcién de Lopatinski reducida, A : S — C, estd definida
Plaza como (FREISTUHLER-P, 2007):

~
u

R

AN E) i=det |
(A6 5

hiperbolicos

2 1>
+

Condiciones de

Kreiss-Lopatinski

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Teoria de
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S AN, ) = det ( k

hiperbdlicos

2 1>

Condiciones de

Famén G La funcion de Lopatinski reducida, A : S — C, estd definida
Plaza como (FREISTUHLER-P, 2007):
Du
i >

~ 9

p
Kreiss-Lopatinski
Estabilidad donde

multidimen
sional de [Ul] > 6x1
ondas de = . o~ eC s
chgqued Q < l[U(U)](07 S)T

—~\(Dsg) +i((0,€) "Dyg) € C'*!

_ (D(U+7V+)g)K+(A’§)IASiA c Clx3
T = —(D- y-)8)K- (A R e CP3

>

Teoria de estabilidad
de Majda

<
Il

Estabilidad de
transiciones
de fase

Estabilidad de
interfases
subs6nicas planas

= S
JF
|

Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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i(BI¥)"1(&B)E + &BYE) —(BIE)!

2 —i&al 0 12x6
ICi()‘ag) - —i§31 0 S C ,
- 0

RY S8 — C,

Rs ‘S C6><37

son mapeos continuos en S (analiticos en ST), cuyas columnas
generan los subespacios invariantes estable e inestable de M and
ML_ respectivamente.
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e i(BIF) ' (&BYF + &BYF) —(B1E)!
. &l 0
Ki(\ €)= —i§31 0 S CIZX(,’
Y 0

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

RY S8 — C,
Rs ‘S C6><3

Ondas de choque
planas

oeeemics  SON Mapeos continuos en S (analiticos en ST), cuyas columnas

de Majda . . . |
generan los subespacios invariantes estable e inestable de M and
ML_ respectivamente.

Estabilidad de

el Propiedades: A es analitica para Re A > 0 y continua hasta

subsonicas planas

e Re A = 0.

interfases estaticas
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Modos estables e inestables
Sea Ni(p, €) := N (p, &, &, UT). Valores propios 3 = —ip de
M, con p € C, satisfacen:

7 (p) = det (N (p, €) + N1) = 0,

para toda (), €) € S.
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subsénicas planas
Resultados
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Modos estables e inestables

Sea Ni(p, €) := N (p, &, &, UT). Valores propios 3 = —ip de
M, con p € C, satisfacen:

7 (p) = det (N (p, €) + N1) = 0,
para toda (), €) € S.
Para Re A > 0, los valores propios son:

3 modos estables, Im p* < 0,
3 modos inestables, Im p* > 0.

(dicotomia hiperbdlica, R. HERSH, J. Math. Mech. 12 (1963)
no.3).
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S RY" - haces de Lopatinski, analiticos para Re A > 0.
Kreiss

Sistemas

hiperbdlicos

e Observacion: R vector propio de M con valor propio —iy,

Kreiss-Lopatinski

Estabilidad

multidimen R _ 1 Yi 1

sional de - . 1 1 1 3
ondas de l()uB] + ngZ + £3B3 )Y
choque

Ondas de chogque
planas

Teoria de estabilidad Y € ker (Ni (/41/7 é) + >\21)

de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de
interfases
subs6nicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estéticas
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Evaluacion y reducciones

Usando la simetria de la configuracion:

1 0 0
Nn=(o0 -1 o0 |, n>=1
0 0 -1

I_IN_A,_(M,f)I_I :N_(_M7§)
paratodo p € Cy € € R2

13

Y € ker (N (11, E)+ A1) = MY € ker (N_(—p,£))+N21),
Por lo tanto:
plo=—ply

Basta con calcular las frecuencias inestables 1" en el estado
U=U".
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0o —-n )’
/\M+()‘75)/\ - _M—()‘)f)7
para todo (), €) € S.
R = AR,

Basta con calcular el espacio invariante R" .
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Usando la “homogeneidad” de A (FREISTUHLER-P, 2007):

AN &) = O(p)A(pA, pf),
© - factor continuo tal que |©(+1)| = 1, ©(p) # 0.
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Resultados
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Usando la “homogeneidad” de A (FREISTUHLER-P, 2007):

AN, €) = ©(p)A(pA, pE),
© - factor continuo tal que |©(+1)| = 1, ©(p) # 0.

Normalizando A — A/|€|, £ — /|| podemos restringir los
célculos a |£| = 1,Re A > 0; parametrizar en cordenadas polares

£ =(cosp,sinp), ¢ €[0,2m).

N (i, 0) = Ny (1, €%)
Ni(=p, =€) = Ny (1, ©), N (=, =) = Ny (1, )

Basta con tomar £ = ¢/¢, € [0, Z].
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A(N, €'?) = det + Ly
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En resumen:

A(N, €'?) = det (

ARY O Ry

-P 4

;)

(A ) € {Re A > 0} x [0, g]

con
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Estabilidad “unidimensional’’:

Sea (\,0) € S con € = 0, es decir,

Ley de Maxwell:

Ao(A,0) = CX* #£0,

A(X,0) #0

Al = 1. Entonces,

C#£0
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Siemas Sea (\,0) € S con € = 0, es decir,

hiperbolicos
Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

A| = 1. Entonces,

Ley de Maxwell:

Ao(X,0) = CA* £ 0, C#0

Ley cinética de Abeyaratne-Knowles (con (d/ds)h,— < 0):

Estabilidad de
interfases

i s A(X,0) = C1(Cy — ((d/ds)hjs—9)C3)X* = CA* #£ 0, C+#0

interfases estaticas
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El indice de la curva y estabilidad

Familia de mapeos:

A= D(p) e el0,m/2];
en un contorno cerrado
AeC,:=CluCy,
Cr={\eC:|\=pRe\>0}
Cg ={NeC: AX=ir,7 €[-p,+p]}, p>0.
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El indice de la curva y estabilidad

Familia de mapeos:

A= A(Lp) e el0,m/2];
en un contorno cerrado
AeC,:=CluCy,

Cr={\eC:|\=pRe\>0}
C(p) ={\NeC: A=ir,T€[-p,+p|}, p>0.

Dado que

IA[>1, AN E) ~ A(1,0) # 0,
basta con tomar contornos C, con p > 0 finita.
Por la férmula del producto para el grado de un mapeo
(DEIMLING, Nonlinear Funct. Anal., Springer 1985) el indice de
la curva con respecto al cero determina la estabilidad de la
configuracion.



Sistemas
hiperbélicos
con valores
iniciales y de

frontera

Ramoén G.
Plaza

Teoria de
Kreiss

Sistemas
hiperbdlicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen-
sional de
ondas de
choque
Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Modos de Lopatinski

Calculo de las frecuencias de Lopatinski:

donde

6
(1) = det (N (1, §) + 1) = ayyd,

J=0
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Modos de Lopatinski

Calculo de las frecuencias de Lopatinski:

6
(1) = det (N (1, §) + 1) = ayyd,

J=0

donde

ag =2e% >0,

as =0,
as = \2e*(2€% + 5) + 6¢5|¢)2,
asz = 26552)‘7

a, = 2\*3(2 4+ €2) + N2eH((10 + 362)]§~|2 + ezﬁg) + 666|§~\4,
a; = 20?6 (N + 2[€)%),
ap = X+ XN |EP(4+ &) + NP5+ A)IEP + €2€2) +26°1¢
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i.e. célculo de los valores propios de

Teoria de

Krel

::sciijmj‘s —a5/a6 —a4/a6 —a3/a6 —az/a6 —al/a6 —ao/a6
iperbdlicos

Condiciones de 1 0 O 0 0 0

Kreiss-Lopatinski
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sional de
ondas de
choque

Ondas de choque
planas

(e elNe e

0
0
1
0

- o O O

0
0
0
0

S O = O

1
0
0
0

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de (Standard factorizacién de Schur.)
transiciones
de fase

Estabilidad de

interfases

subsénicas planas

Resultados

numéricos:

interfases estéticas



Sistemas
hiperbélicos
con valores
iniciales y de

frontera

Ramoén G.
Plaza

Teoria de
Kreiss

Sistemas
hiperbdlicos

Condiciones de
Kreiss-Lopatinski

Estabilidad
multidimen-
sional de
ondas de
choque
Ondas de choque
planas

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
transiciones
de fase
Estabilidad de

interfases
subsénicas planas
Resultados
numéricos:
interfases estaticas

Ensamblando R¥

{Como calcular una representacién valida, con rango méaximo, de
R“?
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Ensamblando R¥

(Cémo calcular una representacién valida, con rango maximo, de
R“?

e Paso 1: Calcular los 3 modos inestables (para Re A > 0, y
los 3 modos inestables/neutralmente inestables (para
Re A =0), pfy.

e Paso 2: Calcular el niicleo de N (11, ©) + A2I € C? (simple
algoritmo del producto cruz; funciona también con
decomposicién SVD).

e Paso 3: Con Y € ker (N (11, ©) + \?I), ensambla cada
columna del campo matricial:

. Y (Y
B ( i(uB* + &BYS + &BYT)Y > o (Z) '
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Ensamblando R¥

(Cémo calcular una representacién valida, con rango maximo, de
R“?

e Paso 1: Calcular los 3 modos inestables (para Re A > 0, y
los 3 modos inestables/neutralmente inestables (para
Re A =0), pfy.

e Paso 2: Calcular el niicleo de N (11, ©) + A2I € C? (simple
algoritmo del producto cruz; funciona también con
decomposicién SVD).

e Paso 3: Con Y € ker (N (11, ©) + \?I), ensambla cada
columna del campo matricial:

. Y (Y
B ( i(uB* + &BYS + &BYT)Y > o (Z) '

Esta representacion no es vdlida.
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Normalizacion :

con

IR| := det (R R“) = det (ARY. R).

A

A
—IR|
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Normalizacion :

A

A= —
—IR|

con
IR| := det (R R“) = det (ARY. R).

Ventajas:

e Previene “loops” innecesarios: A ~ M.
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Plaza - A

Sistemas con

hiperbolicos

R| :=det (R* RY)=det(ARY RY).

Ventajas:

et e Previene “loops” innecesarios: A ~ AP,

e Previene puntos rama: Si el A calculado se desvia de otra
representacion “admisible” (R con rango méximo), el
denominador |R| se desvia de det (R®. R' ) con rango

subsoricas lanas maximo del mismo modo, y el mismo factor aparece en el

Resultados

TS numerador y en el denominador, canceldndose.

interfases estaticas
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Bajo esta normalizacién:

A = DNy — N(Dsh), (% * %)

donde Ay es el determinante de Lopatinski normalizado asociado
a la interfase sujeta a la ley de Maxwell.

Todo lo que debemos hacer es calcular R% , rearreglar sus entradas
en los determinantes D(1y y D(y), y evaluar el cociente
A() = *2€2D(1)/D(2)

hogue

Teoria de estabilidad
de Majda

Estabilidad de
ir
subsonicas planas

Resultados
numéricos:
interfases estaticas
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Relaciones cinéticas lineales

Relaciones cinéticas propuestas por ABEYARATNE Y KNOWLES
(1990), para procesos irreversibles cerca del equilibrio

termodinamico: s
Ma
M > 0 es un coeficiente de mobilidad.

F = M >0

h=—s/M, Dgh=—1/M<0.
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Relaciones cinéticas lineales

Relaciones cinéticas propuestas por ABEYARATNE Y KNOWLES
(1990), para procesos irreversibles cerca del equilibrio
termodinamico: s

f == M, M > 0
M > 0 es un coeficiente de mobilidad.

h=—s/M, Dgh=—1/M<0.

En el limite M — +o0: ley cinética de Maxwell.
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Valores de los pardmetros:

e=0.5
©0=0,7/8,7/4,3r/8, m/2
p=2

M = +4o00,M =10

parametro material,
valores transverasles de £ = ¢'%,
radio,

ley de Maxwell vs. ley lineal.
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Resultados: La relacion de
Maxwell M = +o00
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Resultados: Relaciones cinéticas
lineales con 0 < M < 400

Ejemplo: M =10
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Gracias.




