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Introduccién

En este trabajo consideramos un fluido compresible en una dimensién espacial
x € R, viscoso y conductor de calor, que toma estados fijos de densidad (p), veloci-
dad (u), y temperatura () cuando x — +oco. Si una onda viajera que satisface las
ecuaciones de movimiento de tal fluido toma estos valores de densidad, velocidad y
temperatura en 400, se conoce como un perfil viscoso'.
La nocién de perfil viscoso fue introducida por Rankine ([27]) en 1870, sin embargo,
no fue hasta 1944 en el trabajo de Weyl ([34]), Ondas de choque en fluidos arbi-
trarios, que el problema sobre la existencia y la unicidad del perfil viscoso quedé
bien establecido. Después, en 1950, Gilbarg demostrd, bajo las condiciones de Weyl,
la existencia y la unicidad del perfil viscoso; ademéas probd, que para valores arbi-
trariamente pequenios de viscosidad (A\) y conductividad térmica (k), este fluido se
comporta como una onda de choque ([15]).
El objetivo principal de esta tesis es desarrollar la prueba de existencia y unicidad
de Gilbarg. Para lograr esto, es fundamental estudiar los resultados de Weyl ([34]),
pues la prueba en cuestién basa sus principales argumentos en lo que ahora se cono-
cen como las hipdtesis de Weyl. Tales hipdtesis son un conjunto de suposiciones
termodindmicas, fisicamente plausibles, descritas en términos de la presién p, el
volumen epecifico 7 y la entropia S, que proveen (como demostré Gilbarg), una
serie de propiedades geométricas en el plano definido por los puntos de la forma
(1,p), de donde se deducen la existecia y la unicidad del perfil viscoso.
Llevaremos a cabo este objetivo desde el punto de vista de la teoria de los sistemas
hiperbdlicos de leyes de conservacidn (véase [9],[30] y [32]), pues como veremos, las
hipotesis de Weyl aseguran que las ecuaciones de movimiento poseen la estructura
matematica de un sistema de leyes de conservacién no-lineal. Hay que destacar que
la forma bésica y actual de estudiar un perfil viscoso de una ley de conservacién
genérica, se debe a Weyl (como puede verse en [9] y en [31]).
Con el fin de exponer estos resultados, esta tesis se divide en tres capitulos. En
el primero de éstos, se establecen los postulados béasicos de la dindmica de medios
continuos y de éstos se deduce la forma local de las ecuaciones de movimiento, es
decir, las ecuaciones de Navier-Stokes en tres dimensiones espaciales.
En el segundo capitulo hacemos una breve introduccién a las propiedades matema-
ticas bésicas de los sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién; establecemos la
nociéon de tiempo de rompimiento para este tipo de ecuaciones diferenciales par-
ciales y en consecuencia nos encontramos con la necesidad de introducir el concepto
de solucion débil y el de solucion fisicamente admisible. Finalmente hacemos una
breve discusién sobre los criterios de entropia e introducimos el concepto de perfil

1fste, es un nombre usado en literatura moderna como puede verse en [9], [30], [32]; sin
embargo, en los primeros trabajos [34], [27], [28] se conocia como el problema de la capa de
choque (shock layer).
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viscoso para un sistema hiperbdlico-parabdlico, es decir un sistema con un término
de difusién. Asi pues, dentro de este contexto, la existencia, unicidad y el compor-
tamiento limite de un perfil viscoso se entiende como un criterio de entropia y por
lo tanto obtenemos un entendimiento mas profundo de los resultado de Gilbarg, a
saber: Para cada onda de choque admisible de las ecuaciones de Euler en una di-
mension espacial, existe un unico perfil viscoso de las ecuaciones de Navier-Stokes
(solucidn diferenciable) cuyos estados limite coinciden con los estados alrededor de
la discontinuidad de choque.
De esta manera, en el tercer capitulo, sélo nos dedicamos al estudio de los resulta-
dos de Weyl y Gilbarg. En particular, estudiamos resultados fundamentales sobre
la curva de Hugoniot, para después entender sus implicaciones geométricas en el
plano con los puntos de la forma (7,6). Se demuestra que, si buscamos soluciones
de tipo onda viajera para las ecuaciones de Navier-Stokes, podemos integrar éstas
una vez para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo
cuyo plano fase coincide con el plano (7,6). Asi pues, las propiedades geométricas
del plano (7, ) nos permiten hacer un andlisis alrededor de los puntos de equilibrio
en el plano fase y de ahi deducir las propiedades deseadas para un perfil viscoso.
Es importante sennalar que la demostracién de Gilbarg de existencia del perfil vis-
coso es independiente de la amplitud de la onda de choque, es decir, de |Zy — Z1].
Existe una teoria de existencia de perfiles viscosos de amplitud suficientemente
pequenia basada en el teorema de variedad central [3, 26]. Bésicamente, la es-
tructura y existencia de perfiles de ondas de choque se puede estudiar mediante
una proyeccién nolineal sobre una variedad central para el sistema aumentado, con
una ecuacin trivial para la velocidad. Si los estados finales Zy y Z; estdn en una
vecindad, toda drbita heteroclinica (el perfil viscoso) estd contenido en la variedad
central. La primera construccién de un perfil viscoso con amplitud pequena medi-
ante la aplicacién de esta técnica aparecié en el trabajo de Kopell y Howard [20],
para el caso de viscosidad idéntica, es decir, para B = I en la ecuacion

ur + f(u)y = (B(u)ug) . (0.1)
Posteriormente, Majda y Pego [22] ampliaron el método al caso de viscosidad
parablica, es decir, cuando B(u) > 0, bajo una hipétesis adicional que implica
la estabilidad del sistema linealizado alrededor de Zy y Z;. Para el caso que nos
ocupa, es decir, cuando el tensor de viscosidad tiene un nucleo (como es el caso de
las ecuaciones de Navier-Stokes), Pego [25] extendié la demostracién de existencia
del perfil viscoso con amplitud suficientemente pequea al caso con viscosidad real,
es decir, con tensor de viscosidad no estrictamente parabdlico. Aunque los sistemas
bajo consideracién son muy generales, esta construccién requiere que la amplitud
de la onda de choque sea suficientemente pequena.
En contraste, la existencia de perfiles viscosos con amplitud arbitraria es conocida
s6lo en casos muy particulares. Mock [24] establecié la existencia del perfil con am-
plitud arbitraria para sistemas generales bajo una condicién de nolinealidad genuina
més fuerte que la usual, la cual, practicamente, no es satisfecha por ningin sistema
de interés. Conley y Smoller [6], usando el ndice de Morse y técnicas topolégicas,
establecieron la existencia de perfiles de amplitud arbitraria para las ecuaciones de
la magnetohidrodindmica (véase también [5, 7]). No se conocen otros resultados
de esta naturaleza. Por lo tanto, la demostracién de Gilbarg-Weyl merece un lugar
muy destacado en la teoria de ondas de choque, ya que utiliza técnicas bésicas de
ecuaciones diferenciales ordinarias y por que hace uso de propiedades estructurales
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importantes del sistema de Navier-Stokes compresible (como la existencia de una
funcién de entropia y las hipdtesis de Weyl, entre otras). La demostracién de
Gilbarg-Weyl se aplica a ondas de choque asociadas a campos caracteristicos gen-
uinamente nolineales. El caso general fue estudiado (y la demostracién, extendida
a campos caracteristicos mas generales) en el apéndice C del articulo de Menikoff
y Plohr [23].






CAPITULO 1

Ecuaciones de Navier-Stokes

”...partial differential equations are
the basis of all physical theorems.”

Bernhard Riemann

En este capitulo se deducen las ecuaciones bésicas de la dindmica de fluidos.
Estas ecuaciones son consecuencia de una serie de postulados que proveen un con-
junto de leyes de conservacién que describen como la masa, momento y energia de
un cuerpo cambian con el tiempo bajo influencias externas. Primero se formulan
estas leyes en forma integral para después reducirlas a un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales que se estudiardn con mas detalle en los siguientes capitulos.

1.1. Cuerpos continuos

Para estudiar un cuerpo material podemos tomar dos caminos. El primero de
éstos considera el cuerpo como un conjunto de elementos dirscretos, es decir, un
ensamble de moléculas o particulas cuyo comportamiento macroscépico estd go-
bernado por las leyes de la probabilidad, la estadistica y la dindmica.

Por otro lado, el segundo método parte de la suposiciéon més bésica que podemos
hacer sobre un cuerpo material, ya sea solido o fluido, que es, el cuerpo lo podemos
modelar como un continuo. Es decir, ignoramos la naturaleza atémica del material
v lo suponemos infinitamente divisible.

En este trabajo se adopta éste 1iltimo camino como un primer postulado, conocido
como hipétesis del continuo. Esta seccién tratard de enunciar este postulado de
forma til.

La hipétesis del continuo, nos permite, para cualquier instante ¢t > 0, identificar
un fluido como un conjunto en el espacio euclidiano. Supongamos entonces que un
fluido pasa por una regién 2 del espacio euclidiano, y sea x un punto en {2 tal que
una particula del fluido cruza por z al tiempo ¢t. Es decir, el fluido ocupa la regién
Q del espacio en un instante t.

Entonces, para un intervalo de tiempo determinado, la particula traza una trayec-
toria bien definida. La velocidad que la particula toma al atravesar x para algin
tiempo fijo ¢ se denotard v = wu(z,t). Notemos que para cada ¢, u(z,t) serd un
campo vectorial espacial definido sobre 2, es decir

u: QCR -5 R

Sin embargo en esta seccidon nos concierne algo méas fundamental que la definicion
de campo de velocidades, pues la hipétesis del continuo también nos permite definir
la masa de € y de cualquier subconjunto de él.

5
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Primero hay que aclarar que se entendera masa como una propiedad fisica que cuan-
tifica la resistencia de un cuerpo a la aceleracién, es decir, cuantifica la respuesta de
un cuerpo ante el cambio de velocidades. De acuerdo al primer postulado, la masa
de Q) esta distribuida continuamente a través de su volumen. Para comprender el
concepto de masa de un cuerpo continuo consideremos una funcién p(z) continua
sobre un conjunto compacto Q° C R? que contiene a un punto Py = (0, %o, 20) fijo.
Si tomamos la integral de p sobre Q° y la dividimos por el volumen de Q° denotado
por V(929), entonces, por el teorema del valor medio, sabemos que este cociente
es un valor intermedio del integrando, es decir, es un valor entre el supremo y el
fnfimo de la funcién sobre Q°.

Si ahora se hace que el didmetro de QO alrededor del punto P, tienda a cero, el
valor intermedio de la funcién p(x) debe tender a su valor en el punto Py, es decir,

1
lim ——— AV, = p(z0, Y0, 20), 1.1
A Vi) /m p(z) p(0, Yo, 20) (1.1)

Si pensamos que ¥ es un cuerpo continuo, en particular un fluido al tiempo ¢ > 0,
podemos dividir Q° en pequefios elementos diferenciales de volumen dV,, asi que
la funcién p(z) tomard valores muy parecidos sobre dV,. Luego, si consideramos a
p(x) como la densidad uniforme del elemento dV, podemos concluir que la masa
contenida en dV, es p(z)dV,. Asf que la masa total de Q¥ sera aquella que tome
en cuenta la contribucién de cada elemento diferencial de Q°. Por lo tanto

masa(Q°) = /QO p(2)dVy,

y notemos que (1.1) se reescribe como

m(00)

im ——= = p(xo, Yo, 20)- 1.2

v(Qo)—o V(Q0) Po, 4o, 7o) (12)
De acuerdo con este razonamiento hacemos la siguiente definicién:

DEFINICION 1.1.1. Sea Q C R? y QF un subconjunto fijo de 2 al tiempo t > 0.
Supdngase la existencia de un campo escalar p(x) : @ C R® — R*, para cada t > 0,
entonces, la masa de Q' se denota como m(Q') y

m(@) = [ pa)dvs.
Ot
para cada t > 0, donde la funcidon p(xz) es conocida como densidad de masa.

Cabe destacar que la hipdtesis del continuo radica en la existencia de la funcién
p(x), pues si tomdramos en cuenta la naturaleza molecular del cuerpo, el concepto
de la densidad descrito por (1.1) y (1.2) seria invélido. Asi pues, la existencia de
la densidad como una funcién que cumple la definiciéon de masa es equivalente a la
hipotesis del continuo.

1.2. Teorema del transporte de Reynolds

Para estudiar la evolucién de la masa o cualquier otra cantidad definida de
forma similar, tendremos que tomar en cuenta la evolucién de la regién inicial Q°.
Por esta razén durante nuestro desarrollo se necesitara transformar integrales sobre
QY a integrales sobre conjuntos que evolucionan en el tiempo.
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Para los propésitos de este capitulo sera suficiente considerar {2 como una regién
regular en el siguiente sentido:

i) Q consiste de un nimero finito de conjuntos abiertos, disjuntos y acotados.
ii) La frontera de € es suave por trozos y consiste de un ntmero finito de
componentes.
iii) Cada componente de 02 es orientable.

Supongamos entonces que 2 es un conjunto regular, y ademds es una regién en
R? por la que el fluido estd pasando. Entonces el movimiento de un fluido con
configuracion inicial €2, esta descrito por una funcién continua

F:Qx[0,00) —» R
tal que, para cada ¢t > 0 la funcién
B, t) =@ : Q > R3

es una deformacién de Q, es decir, para cada t > 0 la funcién @* mapea la configu-

racién inicial Q en Qf := G*(Q).

Podemos entender mejor esta funcién si pensamos en x € (), entonces J(z,t) es la
trayectoria seguida por una particula que al tiempo ¢t = 0 se encuentra en x. Por
esta razén asumimos que @ es la funcién identidad, es decir F(x) =2 Vo € Q y
por lo tanto Q° := Q.

También vamos a suponer que el mapeo @ : Q — Q es invertible y suficientemente
suave, en particular @' se considera un difeomorfismo, asi que podemos definir el
mapeo inverso (¢%)~1: Qf — Q tal que Vr € Q

v = ()@ = (3) 7 (0,0
y andlogamente

T =(F)(2) = (¢)(F)@.1),1)
vz € Q. La funcién ¢ se conoce como mapeo de flujo de fluido.
Debido a lo anterior, en el estudio de un fluido podemos encontrarnos con campos
(escalares o vectoriales) que dependen de las coordenadas z € Q o 7 € Qf. Cuando
un campo se expresa en términos de x € (2 nos referimos a él como campo material,
por ejemplo F' = F(z,t). Mientras que si el campo se expresa en términos de T € Q!
lo llamamos campo espacial, por ejemplo G = G(Z, t).
Ya que el mapeo de flujo es invertible, para cualquier campo material F(z,t) pode-
mos asociar un campo espacial F**(Z,t) definido por la relacién

F5(2,t) == F(g~*(2,1),t) (1.3)

De forma similar, a cualquier campo espacial G(Z,t) podemos asociar un campo
material G™(z,t) definido por la relacién

Gm(l‘,t) = G(Sa(xvt),t) (14)

Frecuentemente tendremos que calcular la derivada temporal de algin campo dado
para entender su evolucion.
Si el campo F es material entonces la derivada total de F'(z,t) coincide con la
derivada parcial de éste ya que las coordenadas x estan fijas (pues pertenecen a €2),
esto es
dF(z,t) OF(z,t)
a ot
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Por otro lado si el campo en cuestion tiene representacién espacial, es decir, G =
G(z,t), entonces la derivada temporal de G se calculard usando la regla de la
cadena, pues en este caso T € ' y por lo tanto Z evoluciona en el tiempo, asi que

dG(z,t) _ dG(g(z,1)) dg*
dt dt Ve (dt 1)
si T = (71, 72,73), por lo tanto dd—“it = (%, %57 %) y
dG(z,t oG B
% = + VzG - (21, 72,73).

Notemos que (ﬁ, f}, @) = 4 por definicién de funcién de flujo. Asi que, si conoce-
mos el campo de velocidades @ concluimos que
dG(z,t 0G .
(7> =——+ViG-u
dt ot
En la literatura de dindmica de medios continuos se refieren al operador % +(Vz)-d
como derivada material o derivada convectiva, y la denotan por
D- 0

Hay que destacar que % #* % pues la derivada parcial no toma en cuenta

que las coordenadas espaciales de G’ cambian con el tiempo ya que Z = J(x, t).

Consideremos ahora un campo espacial G(Z, t) definido sobre el conjunto I'" = @*(T")
y Q' = F*(Q) un subconjunto arbitrario de ', donde Q y I son las configuraciones
iniciales respectivas, tales que 2 C I'. Entonces se cumple

G 1)V, = / G, 1), )] (B, ), £)dVa,
Ot Q

y por (1.4)

G(z,t)dV,, = / G" (z,t)J (x,t)dV,, (1.5)

Qt Q

donde J(x,t) es el Jacobiano del mapeo .
Este ultimo resultado no es mas que el teorema del cambio de variables para in-
tegrales de volumen, con la ventaja de que relaciona la descripcién espacial con la
material.
Finalmente nos encotramos en la posiciéon adecuada para demostrar el primer teo-
rema que nos ayudard a deducir las ecuaciones de movimiento.

TEOREMA 1.2.1 (Transporte de Reynolds). Sea @ : T x [0,00) — 't un flujo de
fluido y i(x,t) el campo de velocidades espacial asociado. Sea Q un subconjunto
de Tt con frontera 00 y N el vector normal externo sobre 0. Entonces para
cualquier campo escalar espacial f(Z,t) suave, se cumple

b) Lo @Az = [ DLdVa+ [y f(iT-7)dSs.
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PRUEBA. Apliquemos la férmula (1.5) a la integral de f sobre QF

/Q fdvs = /Q FmI(z,t)dV,

con ¢'(2) = Q. Calculamos la derivada de ésta tltima expresion
d d

o de -l FmJ(z, t)dV,

como 2 es la configuracién 1mcla1, es decir Q = ¢%(Q) se obtiene que

G [ gave= [ Ziemswmav, = [ (%5 s+ (25) ] av,

donde
OJ(x,t)
ot

es la relacion de Euler, que resulta en

d afm o DIGE) .
G | gave- /Qth) Tz, t) + (V" - @)™ f J(x,t)} dV””:/m (Jcl()”;t)Jrv u) dvs

en este ultimo renglén se aplicé una vez maés el teorema de cambio de variables.
Esto concluye a). Para demostrar b) notemos que

= J(xvt) (V¥ ﬁ(‘ﬁ(xvt)7t)) =J(z,1) (VI : U)m )

Df af

ot

of

L J(V ) = S (V) 4 (V) = 4V (fi),

sustituimos esta expresién en a) para obtener

f d/ <8f+vx (fﬂ)) dvs = afdv + V5~(fﬁ)dVA

dt T dt ot o Ot

Finalmente aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss a la ultima integral y
obtenemos b)

d of

= de Lave+ [ f(an)dSs.

Qt 6t an
(]

Cabe mencionar que estas formulas también son conocidas como la regla de
Leibniz para integrales multidimensionales, y son una generalizacién de la regla
para derivar una integral dependiente de un parametro:

d [v2® P2
G [ty = [ ftdy - 04 60 + 0310, 02)
1 (t) 1
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1.3. Conservacion de masa

Para derivar las ecuaciones de movimiento es necesario postular una serie de
principios que acompanen a la hipétesis del continuo. En esta seccién se tratara el
primero de estos postulados, conocido como conservacién de masa. Gracias a los
resultados de la seccién anterior se deducird la ecuacién de movimiento para este
caso.

Consideremos un fluido en R? con volumen y masa conocidos. Si observamos la
evolucién temporal de este fluido notaremos deformaciones en cada instante, pues
su tamano y forma cambiaran, aunque su masa se mantendra constante. Asi que
una forma de enunciar la conservaciéon de masa seria:

“La masa de cualquier subconjunto QF de un fluido I', no cambia en el tiempo atin

cuando éste cambie de lugar y forma. Esto es %?t) =0VQtCrt”,

Este enunciado es realmente 1til, pues de la definicién de masa, obtenemos que
dm(Q)  d N
_— = — dVz =0
dt dt /Q P(@)

y aplicando el teorema del transporte de Reynolds la conservacion de masa dice

que
0@
p(@)AV; = /Q i

— dVz + / p(Z)id - ndSz =0 (1.6)
dt Jor aat

y también
3p z s

Como esto es vélido para cualquier Q¢ contenido en I't; (1.7) es equivalente a

dp g (o _
avLV - (pi) = 0. (1.8)

Esta ecuacion es la forma diferencial de la conservacién de masa y es conocida como
ecuacion de continuidad.
En el caso en que p y @ no son suficientemente suaves, la forma integral (1.6) es la
ecuacién a usar, es decir

90(®) . — _ / p(2)@ - 7dSs.
Qt at 6Qf

Es usual encontrar esta ultima relacién como el postulado de conservacién masa
pues tiene un significado fisico mas profundo. Para entenderlo supongamos que €2
es un conjunto fijo en R3. La razén de cambio instantanea de la masa de € es

dm(@Q)  d dp
dt dt/Qp Ve /Qat Ve,

siendo esto es el incremento de la masa por unidad de tiempo.

La conservacion de masa implica que sélo puede perderse masa a través de la
frontera de €. El flujo de volumen que atraviesa 92 por unidad de tiempo y
unidad de drea es 4 -7 y la masa de este flujo es pii-n. As{ que la razén de cambio
del flujo de masa por unidad de tiempo es pii - ndS,. Para tener conservacién de
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masa debe ocurrir que el flujo de masa que se pierde a través de 92 sea igual a la
razon de cambio instantanea de la masa, es decir

O@) v / p(2)d - AdS,,

o Ot 89
como ) es arbitrario recuperamos la ecuaciéon de continuidad.
De esta manera obtenemos un nuevo enunciado de conservacion de masa:
“El incremento de la masa en  es igual a la razon de flujo de masa que atraviesa
I en la direccion interna”.
Esta afirmacién es equivalente al enunciado que dice que la masa permanece cons-
tante. Asi, podemos postular cualquiera de éstos y obtener la ecuacién de con-
tinuidad.

Por ultimo vamos a obtener un resultado mas acerca de la conservacién de masa.
Consideremos un conjunto €2 arbitrario, contenido en I'* y sea 2 C T' tal que
Qf = §'(Q). Entonces el axioma de conservacién de masa implica que

m(Q") = m(Q°)

De acuerdo al teorema de cambio de variables se obtiene
m(Q) = / p(z,t)dVz = / P (1) J (z,t)dV,,
Ot

donde p™(x,t) = p(&*(x,t),t). Ademds, como F(z,0) = z tenemos que

m(QO)z/ (2,0)dV, = /po

con po(z) = p(z,0). Entonces la conservaciéon de masa implica que

[ om0 3t) = po(w) v =0,
Q
Vit >0y Q CT. Por lo tanto
P (x, ) (z,t) = po(x) Yz el t>0. (1.9)

Si derivamos respecto del tiempo de ambos lados y tomamos en cuenta que cualquier
movimiento admisible debe tener J # 0 (de hecho J > 0) obtenemos una vez mas
la ecuacién de continuidad. La férmula (1.9) nos serd de utilidad mds adelante.

1.4. Fuerza y balance de momento

El propésito de esta seccién es derivar la ecuacién de balance de momento. La
idea es la misma que en la seccién anterior; enunciaremos un postulado y a partir de
él plantearemos las ecuaciones de movimiento. Como veremos hay un largo camino
que nos llevard a explorar el concepto de fuerza para un fluido.
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De acuerdo con la segunda ley de Newton, “La razon de cambio instantdnea de
la cantidad de movimiento de un cuerpo es igual a la fuerza aplicada en €l”. Esta
es una ley de balance de momento que podemos escribir como

dp 7

dt
en el caso de puntos materiales. Asi que éste es un buen candidato para ser el
postulado de conservacién, pues si tomamos en cuenta la contribucién de cada ele-
mento diferencial del fluido, podemos definir el momento lineal del fluido ©f. Sin
embargo para definir la contribucién a la fuerza total de cada elemento, tenemos
que entender que significa aplicar una fuerza a un medio continuo, pues ademés de
acelerarlo, lo deforman.
Pensemos primero en una barra de plastilina que sostenemos con un par de dedos a
cierta altura del suelo. Si observamos la barra después de cierto tiempo, notaremos
que sus extremos se arquearon hacia abajo, ademads, el pedazo que se encontraba en
contacto con nuestros dedos aparecerd aplastado. Entonces nos encontramos con
dos interacciones distintas que deformaron al cuerpo.
En general existen dos tipos de fuerzas que pueden ser resultado del contacto de un
cuerpo con otro o por interaccién con el ambiente. Las primeras se conocen como
fuerzas de superficie, ya que son ejercidas en superficies internas entre partes sepa-
radas del cuerpo, o en superficies externas entre el cuerpo y el ambiente. El segundo
tipo es conocido como fuerzas de cuerpo y son ejercidas en puntos interiores de éste.

1.4.1. Fuerzas de Cuerpo. Usamos el término fuerza de cuerpo para refe-
rirnos a cualquier fuerza que no es producto del contacto fisico entre cuerpos. Tal
fuerza es el resultado de la “accién a distancia’; el ejemplo mas usual es la gravedad.
La fuerza por unidad de volumen ejercida por una fuerza externa sobre un cuerpo
I" se supone dada por una funcién b:I - R3 que llamamos campo de fuerzas de
cuerpo.

Sea Q2 C I' abierto. La fuerza sobre 2 debida al campo b se define como

Fy(Q) = /Q b(a)dv,.

Mas adelante veremos que es 1util definir un campo de fuerza por unidad de masa

s
b(z) %, que tiene por fuerza resultante

F(9) = /Q p()b() V.

1.4.2. Fuerzas de superficie. Llamamos fuerza de superficie a cualquier

fuerza que resulta del contacto fisico entre cuerpos. Cuando nos referimos a una
fuerza de superficie a lo largo de una superficie imaginaria, decimos que la fuerza
es interna. En contraste, cuando nos referimos a una fuerza de superficie a lo largo
de la frontera de un cuerpo , decimos que la fuerza es externa.
Sea S una superficie en I' con un campo de vectores normales en cada punto
n:S — R3. La fuerza por unidad de 4rea, ejercida sobre la superficie, se asume
dada por la funcién #(7) : S — R? y lleva el nombre de traccién o campo de fuerzas
de superficie.
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La fuerza resultante debida al campo de traccién sobre una superficie orientada S
se define como

M&:LMMW%

donde dS,, representa el elemento diferencial de 4rea en x € S, y el vector ¢ depende
de los valores de = y 7.

Hay que destacar que la existencia de b y t es axiomética.

Debido a lo anterior la fuerza total aplicada en Q! serd la suma de las fuerzas de
cuerpo mas las fuerzas de superficie. Entonces, si definimos el momento lineal de
Q! como

§O) = [ p(@ i@ avs

la segunda Ley de Newton aplicada a Q! nos da la siguiente ecuacién

H(R(Z),t)dSs + / p(@, BT, t)dVs,  (1.10)

d/ PN
— p(z, t)u(z,t)dVy =
i Jo (2, t)u(z,1) ”

ont

que es precisamente el balance de momento.

Observemos que a diferencia de la ecuacién de conservacién de masa, (1.10) es
un conjunto de tres ecuaciones pues i, t y b son campos vectoriales con imagen en
R3.

Atn en este caso los resultados de la seccién 1.2 son ttiles.
Si w es un campo vectorial espacial con una velocidad asociada u, la derivada
material de w es la derivada de cada componente, es decir, si w = w;e; entonces

a ot oz, D

lo que implica que
Do 0w . .
Dt o TV
en donde V,w es la matriz Jacobiana de w.

Para poder derivar la forma diferencial del balance de momento tenemos que
manipular la derivada temporal de (1.10) y afortunadamente existe un resultado
que nos permitira calcular integrales que dependen de campos vectoriales y de la
densidad de masa.

TEOREMA 1.4.1. (Transporte de Reynolds II). Sea @ : T' x [0,00) — R? un
mapeo de flujo con un campo de velocidades espacial asociado U y densidad de masa
espacial p(Z,t). Sea F un campo espacial vectorial y QF un conjunto arbitrario de
I'*. Entonces

—

DF
a F(z ~ - PN RPN -

PRUEBA. Una pequena generalizacion del teorema de cambio de variables es

/ ﬁ(f’ t)p(fc\, t)dVg = / ﬁ((ﬁ(m,t),t)p(@’(w,t),t)J(w,t)de
Ot Q
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donde € es subconjunto de T tal que ¢ = g*(Q2). Usando la conservacién de masa
en la forma (1.9), obtenemos

| FG@0p@.0v: = [ Fiee.t), (v
Qt Q
Debido a que € no depende del tiempo tenemos que

o | Faopanave = [ 2EHERDD iy,
dt Jo 0 ot

- LW”(@(%’?)J)J(%IS)M

DF
—
o Dt

(B, t),t)J(x,t)dV,

. OF (B(a,t),t 3 . ( .
en donde se usé6 que % = %. Aplicando una vez mas el teorema de cambio

de variables llegamos al resultado deseado

. DF
& | Fapeoas= [ o@0Dr @ nav.
Qt

dt Jo Dt
O
De acuerdo a este resultado (1.10) se reescribe como
DU N ~ N
p@t) 2E @ 0ave = [ #a@),0dSs+ [ p@0bE HAVE. (111)
Qt Dt an Qt

Para obtener la forma diferencial del balance de momento podemos aplicar a (1.11)
un argumento similar al que nos permitié obtener la ecuacién de continuidad. Para
lograr esto, todas las integrales en (1.11) deben ser del mismo tipo, es decir debe-
mos buscar la forma de cambiar la integral sobre Q! a una integral sobre QF.

Existe una gran clase de fluidos para los que podemos resolver este problema rela-
tivamente fécil. Para éstos existe una funcién T = T(Z, t) tal que

tn(x),t) = T(z,t)n(z),

y que es lineal para cada T € QF y cada t > 0. Esta funcién es conocida como tensor
de estrés. El estrés es un ejemplo de una cantidad en fisica que ya no podemos
representar como un vector y de hecho estd bien definida como una transformacién
lineal entre vectores, llevandonos a la nocién de tensor de segundo orden que se
define acontinuacion.

DEFINICION 1.4.1. Un tensor de sequndo orden T sobre un espacio vectorial V
es un mapeo T : V — V lineal en el sentido de
i) T(u+v) = Tu+ Tv para toda u,v € V
ii) T(au) = aTu para toda « € R yu € V.
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El conjunto de todos los vectores de sequndo orden sobre V se denota por V2.
Andlogamente al vector nulo 0, se define el tensor nulo Q con la propiedad Qv = 0
para toda v € V' y el tensor identidad 1 con la propiedad lv = v para toda v € V.
Dos tensores de sequndo orden P y T son iguales si y solo st Pv = Tv para cualquier
veV.

Dados dos vectores a y b en V podemos construir un tensor de segundo orden
a ® b definido por
(a®@bv:=(b-v)a YveVW.
En términos de componentes, ésta definiciéon es equivalente a
(CL [ b),;jvj = (ijj)ai V’U € ‘/,
que implica
(a [ b)l] = aibj

Notemos que la representacién matricial de a ® b es

a1b1 a1b2 CL1b3
[a X b] = 0,21)1 agbg 0,21)3 = [a] [b]T
azby agby  asbs
Este tensor es conocido como producto diddico de a y b. Dada una base coordenada
e; los nueve productos diddicos €; ® €; forman una base de V2. En particular cada
T € V2 puede representarse tinicamente como la combinacién lineal

T = Tijé\i (24 é\j

donde Tij = 51 . Té\j

Ahora supongamos que b es un vector constante en R® y a € R? es un vector
arbitrario. Entonces el producto diddico de a y b lo podemos entender como una
funcién que manda a en a ® b, es decir

a®b: R = V2

en general, cualquier funcién F : R? — V2 se conoce como campo tensorial de
segundo orden.

Para tratar la ecuacién (1.11) nos serd util extender la definicién de divergencia
para campos tensoriales.

DEFINICION 1.4.2. Sea T : R® — V2, un campo tensorial de sequndo orden. La
divergencia de T es el campo vectorial definido por la relacion

(V-T)-a=V-(T"a)

para cualquier vector a € R3.

Notemos que la divergencia de un tensor se define usando la nocién correspondiente

de campos vectoriales. De hecho podemos expresarla en términos de componentes
como V¥ - T = 9;T;;e;

El siguiente resultado provee una generalizacién del teorema de la divergencia de
Gauss para campos tensoriales de segundo orden (véase [16, p. 56]).
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TEOREMA 1.4.2 (Divergencia de Gauss Tensorial). Sea I' una region regular en
R3 con frontera O suave por trozos y considérese un campo tensorial de sequndo
orden T : T — V2. Entonces

/ TndS, :/Vﬂl‘dVI
ar r

donde n es el campo de vectores normales unitarios sobre OT.

Finalmente podemos regresar a la ecuacion de balance de momento.
Supongamos que existe un campo tensorial de segundo orden tal que

t(n(z),t) = T(z,t)n(z)

entonces (1.11) toma la forma

| @0 i@ s = [ T@E0a@ss+ [ plE 0w 0dv
Qt Dt 891 Qt

por el teorema de la divergencia tensorial obtenemos

Di - _
/ p(3, ) == (7, t)dVs = / VZ . T(Z, )dVs + / (3, 1)b(F, t)dVz
Qt Dt Qt Qt

para cualquier Q¢ C I'*. Por lo tanto

Di - ~
2V T4 pb 1.12
P =V THp (1.12)

es la forma diferencial del balance de momento.

La existencia del campo de traccién es un postulado conocido como hipdtesis de
Cauchy, sin embargo la existencia del tensor de estrés no lo es.

Uno de los resultados centrales de la dindmica de fluidos nos dice que £(n(Z),t) es
lineal en n(Z) y asegura que existe un campo tensorial de segundo orden tal que

{(n(z),t) = T(z, t)n(z)
en el caso en que £ y b forman un sistema de fuerzas para I" durante el movimiento,
esto es

i) £{(n(Z),t) es una funcién suave de x sobre I'*

ii) b(Z,t) para cada t es una funcién continua de 2 sobre I't.

Esta afirmacién se debe a Cauchy y se enuncia acontinuacién (véase [17, p. 101]):

TEOREMA 1.4.3 (Teorema de Cauchy). Sea (t,b) un sistema de fuerzas para T
durante el movimiento. Entonces una condicion necesaria y suficiente para satis-
facer la ecuacion de balance de momento es que exista un campo tensorial espacial
T tal que

a) para cada vector unitario n, t(n(z,t)) = T(z,t)n(T);
b) T es simétrico;
. ., T D@
c) T satisface la ecuacion V - T + pb = p 57 .
El teorema de Cauchy afirma que para cada sistema de fuerzas consistente con

la ecuacién de balance de momento corresponde exactamente un campo tensorial
simétrico consistente con i),ii). De forma inversa, un sistema de fuerzas (¢,b) estd
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completamente determinado por el estrés T y el mapeo J(x,t).
Para probar el inciso a) del teorema usaremos el siguiente lema.

LEMA 1.4.1. Dado T € QF, una base ortonormal {e;} y cualquier vector uni-
tario n tal que
n-e>0 (i=1,2,3)

se sigue que
n

t(n,z) = — Z(ﬁ e;)t(—e;, T)
i=1
PRUEBA. Supongamos que T pertenece al interior de Q. Sea § > 0, consid-
eremos un tetraedro 75 con las siguientes propiedades: los vectores n y —e; son
normales a las caras 7,5 v T;s respectivamente; el vértice opuesto a la cara 7,5 es
Z; la distancia de T a 7,5 es 4.

Para ¢ suficientemente pequeiia (digamos § < dy) podemos asegurar que 75 estd

contenido en el interior de Qf. Debido a la continuidad de p,b y %f sobre Q1 el

vector p%f — pb es acotado en 75 para cada t fija, y se cumple que

_ Du -
t(n)dSz / <p — pb> %
/87—5 » \ Dt

para toda 0 < dg, donde M es independiente de §.
Denotemos A(O75s) el drea de O7s; ya que ésta es proporcional a 62 y Vol(rs) pro-
porcional a d3, se infiere que

< MVol(rs)

1 _
A(0m) /376 t(n)dSz — 0

si 0 — 0. Pero 015 = 7,5 U 115 U To5 U T34, asi que

3
| tnsase= [ wanase+Y [ edisa  113)
0Ts Tné i—1 Y Tis

Por otro lado, si los lados del tetraedro paralelos a e; los denotamos por I; entonces,
por ser N unitario
N )

i
Ademis, el volumen del tetraedro se puede expresar de cuatro maneras distintas
A(Tn5)5 A(Ti(;)li

Vol(rs) = 3 = 3

Considerando que {e;} es ortonormal obtenemos la férmula
A(tns) (- ;) = A(Tis)

Esto significa que cada cara 7;5 puede mapearse linealmente a 7,5 con Jacobiano
constante J =7 - ¢; y por lo tanto

/ H—e,7)dSis = / H(—e1, 7)7i - €:dSya.
Tis

Tné
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Por 1ltimo notemos que

A07ns) = Alras) + Y _ Al7is)

3
= (1 +> A 61') A(Tns).
i=1
Utilizando estos resultados en (1.13) obtenemos

. 1
3 Alrs) / l e +Z o -ei)l e =

debido a la continuidad del integrando concluimos que

Z —e;,T) (N - ;). (1.14)

i=1

(]
Es importante notar que podemos extender el argumento anterior para vectores
unitarios que cumplen 7 - ¢; < 0, pues para este caso definimos una nueva base é¢;
como

e = [sgn(n - e;)]e;

de esta manera aseguramos que n-¢; > 0y asi (1.14) es véilida para cualquier vector
unitario.
Observemos también que el campo (7, Z) es una funcién continua de 7. Por lo
tanto, si n — e; entonces

t(eja ) = t( €5, T )
debido a que la eleccién de la base {e;} es arbitraria, se debe cumplir que

t(n,z) = —t(—n,7)
para todo vector unitario 7 en la superficie de un cuerpo. *

En vista de este resultado el campo de tracciéon toma la forma
3
Hm,2) = e, )R- e), (1.15)
i=1

y aplicando la definicién de producto diddico de dos vectores, se sigue que

gl

M

(n,z) = [t(e;, T) ® ei] M. (1.16)
i=1

Por lo tanto para cualquier punto Z € Q! y ¢t > 0, el tensor de estrés queda definido

como

3
T(E 1) =Y Hei, @) Qe (1.17)
i=1
Esto concluye a).

Para la simetria del tensor de estrés primero plantearemos el balance de momento
angular en forma integral y probaremos que, bajo las premisas del teorema de

LEste resultado es equivalente a la tercera ley de Newton en mecanica clésica.
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Cauchy, la conservacién de momento angular es suficiente para nuestra proposicién.
Recordemos que para un punto material Z, el momento angular (respecto al origen
de coordenadas) es | € R3 definido como

[=7 x s
donde la i-ésima componente de [ se puede escribir con la notacién de indices
repetidos como
l; = €kT Dk

En este caso el balance de momento angular es

dl dp

— =T X W _

dt dt
donde 7 = Z x F es la torca debida a la fuerza F.

Por lo tanto, no es de extrafiarse que para un cuerpo continuo 0 el momento
angular y la torca queden definidos respectivamente como

L) = /ExpﬁdV;,
Qt

rxF

() / T x pbdVz +/ T x tdS;.
o o0

Entonces el balance de momento angular en forma integral es

d
— Expﬁdng/

Z x pbdVz +/ 7 x tdS;. (1.18)
dt Qt Qt

ont

Por el teorema 1.4.1 el lado izquierdo de esta ecuacion es

d D . I 7)
7 Qtfxpﬁdng Qtpﬁ(xxu)d‘@: Qﬁp(chu)dVg.

Sustituyendo esta expresién en (1.18) y aplicando la parte a) del teorema de Cauchy
queda

Du -
/ %xp—udVg:/ fprdV;;—i—/ % x TRdSs
Qt Dt Qt aQt
y por la ecuacién (1.12) esto se reduce a

/ Fx V- TdV; = / 7 x TAdSs. (1.19)
Qt ot

Para manipular facilmente esta ecuacién haremos uso de la notaciéon de indices
repetidos. En términos de componentes el producto vectorial entre Z y Tn se puede
escribir como

(z x Tn), = k7, (TN,
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donde (Tn)g = Tgmnm v por lo tanto
(@ x Tn),;, = €jxZ; TrmMm.
De esta manera podemos definir el tensor de segundo orden S como
Sim = €ijxT; Tem
o explicitamente

29T31 — 23T21 72Tz — 23Te2  72T33 — 73Ta3
S=| 23T —71Ts1 Z3T12 —21Ts2 Z3T13 — 71 T33
T1To1 —22T11 Z1Tae — 22T12 71Tz — 223

con la propiedad Sn =7 x Tn.
El tensor S y el teorema de la divergencia nos permiten escribir (1.19) como

/ fXV~TdV§= V~SdVg
Qt Qt

Dado que esta ecuacién debe ser vélida para todo Qf C R3, obtenemos
(ZxV-T)-V-S=0 vVzeQ
Podemos escribir esta identidad en términos de componentes
€ijk2jOmThm — O (€ijk T Tim) =0 VT € Q' (1.20)

donde 0, denota la derivada parcial respecto la m-ésima variable. Luego, si ex-
pandemos la derivada del segundo término podemos reducir este resultado como
sigue
€iikZj0m Thm — €8T 0mThm — €ijk (OmT;) Tem = €ijk (OmZ) Trm
€ijk0m; Thm
= € Thj

Por lo tanto (1.20) es equivalente a €;;;Tx; = 0. Dado que hay sumas implicitas
sobre j y k, éstos son indices mudos? y por lo tanto es seguro escribir

€ijk Thj + €ikj Tk =0
PEero €55, = —€ikj, Por lo que
€ijk (Trj — Tjr) =0
como esto es vélido para todo i, j, k distintos, concluimos que

Ty; = Ty

2Esto significa que el valor de la suma es independiente de la eleccién del indice
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paratodo 1 < j <3, 1 <k <3y7Ze Q. Asi queda demostrado b), es decir, el
tensor de estrés es simétrico.

Para finalizar esta seccién utilizaremos la ecuaciéon de continuidad para modificar
la ecuacién (1.12) de la siguiente manera:
observemos que
Opi  _0p ou
o o P
por la ecuacién de continuidad se convierte en

oo . , . BF

Luego, tomamos el lado izquierdo de (1.12) y aplicamos esta ultima identidad como
sigue

Dit o o
Poi T Py TPV
i
= —apt“ LAV - (p@) + p(VD)T

por la identidad V* - (4 ® pd) = aV* - (pd) + (V*@)pti queda

Du  opu T (o
pﬁ—ﬁ—kv (U ® pi)

Finalmente sustituimos este resultado en (1.12) y obtenemos

Opi Lo

=V*-T+ pb 1.21
5 )=V T+p (1.21)

Esta ecuacién estd suplementada con T;; = T;; y es conocida como la forma con-
servativa del balance de momento.

1.5. Balance de energia

Hasta este punto tenemos tres postulados que nos permiten obtener las ecua-
ciones de continuidad y balance de momento, esto significa que sélo nos hemos
enfocado en aspectos mecdnicos del movimiento. Sin embargo, sabemos que el
movimiento no necesariamente es consecuencia de acciéon mecanica. Por esta razén
dedicaremos esta seccién a la deduccién de la ecuacién de la energia interna, que
nos permitird tomar en cuenta efectos termodinamicos en los fluidos.

Primero vamos a derivar una ecuacion para la energia mecénica de un fluido; vere-
mos que esta ecuacién no es suficiente para describir el movimiento de un fluido, y
esto nos conducira al campo de la termodinamica.

DEFINICION 1.5.1. Considérese un conjunto arbitrario Qt C I't, definimos la
energia cinética de un fluido contenido en QF como

1 L~
K@) = /Q S @ DIl Bl Pavs
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en donde, ||U(Z,t)|| denota la norma euclidiana del campo de velocidades.

Notemos que K(2") toma en cuenta la contribucién de energfa cinética de cada
elemento diferencial en Q.

Podemos obtener facilmente una ecuacion diferencial que involucra la definicién de
energia cinética si tomamos el producto escalar de la ecuacién (1.12) con el campo
de velocidades @(Z,t), esto es
Du
P Dt
Si u; es la i-ésima componente de @ entonces el producto escalar de i con la derivada
convectiva es

c@=(V"-T)-d+pb-u (1.22)

i[aw (V= - )ul} .

. 3
Du Du;
—_— U =
i 172
=1
Notemos que

x

3 3 3 .2

i=1 =1 =1

y
Ou; 1 0u?
U; = —
ot 2 Ot
esto implica que
Do a=2 (Ljar
pt T D \2" )"
Por lo tanto
2 (SlP) = (vt b (123
AL = i+ pb- i .

Podemos transformar (1.23) si utilizamos la ecuacién de continuidad como hicimos
en la seccién anterior

o (pllal”\ _ o (lall’\ 1, _.0p
8t( 2 - Yo\ 2 +2”u‘| ot

O (WY 1,
ogr (155 = 3l o

Sustituimos esta identidad en ( ra obtener

1.23) pa

D (Le) _ plla>\ 1 oce o e (1 2) -
th<2lluI> = a( 5 )+ llEPve (o) + oV (Sl ) -
9 (pllal?

at\ 2

(¢

2112 1 _
5 (M) e Lpiimizﬂ'} =(VET)aphed (124)

x 1 — —
+ 97 SllaPn)
por lo tanto

2

Esta relacién es conocida como la ecuacion de la energia mecanica.
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Para entender completamente (1.24) se define el producto escalar de dos tensores *
A,B € V? como

A . E = Z AijBij
ij=1
Con esta definicién es facil probar que
vV (Ta) = (V- T) - d+T:V°d

asi que la ecuacién (1.24) se reescribe como

o 2|12 1 .
2 (P||;L|> vy [2p|ﬁ||2ﬁ} — VT (T@) = —T: Vi +pb-@  (1.25)

Esta ecuacién tiene dos particularidades; primero, falla en adquirir una forma si-
milar a las ecuaciones (1.8) y (1.21) pues el término T : @ no aparece en éstas. Hasta
este punto las ecuaciones de movimiento sélo involucran una derivada temporal y
la divergencia de un campo; aunque esto no implica que (1.25) esté equivocada nos
hace cuestionar la naturaleza de la contraccién del tensor de estrés con el campo
de velocidades.

Por otro lado (1.25) es una consecuencia del balance de momento, pues no estd
basada en alguna hipdtesis nueva, sélo en el producto escalar de (1.12) con el
campo de velocidades. Esto significa que la ecuacién de la energia mecanica no es
un principio excluido del balance de momento y por lo tanto resolver estas ecua-
ciones simultdneamente con la ecuacién de continuidad nos impediria determinar
el movimiento del fluido completamente.

En fluidos con variaciones en la temperatura (o mejor conocidos como fluidos con-
ductores de calor) necesitamos una ecuacién que nos diga como cambia la energia
almacenada en el fluido cuando hay un incremento en el flujo de calor.

Con esto dicho, hay que decir que la ecuacién de la energia mecanica es incompleta
(un caso particular), por eso es que sobra un término aditivo T : 4; éste se debe
al cambio en la energia interna del cuerpo continuo, y es una consecuencia de la
primera ley de la termodindmica, pues, de acuerdo con ésta, la energia total de
un cuerpo tiene que ser equilibrada por cambios en la energia interna y el calor
producido por disipacién de energia. Por esta razén nos enfocaremos en establecer
la primera ley de la termodindmica para un cuerpo continuo y se demostrard que
(1.25) es sélo una parte de ésta.

La primera ley de la termodindmica es esencialmente el principio de conservacion
de la energia para sistemas termodinamicos y como tal, establece que la variaciéon
de la energia de un sistema durante cualquier transformacién es igual a la canti-
dad de energia que el sistema recibe del ambiente. Para un sistema que no esta
térmicamente aislado ésta ley se puede escribir como

Ne=Q-W (1.26)

donde Ae es la variacién de la energia del sistema, W es la energia recibida en
forma de trabajo y @ es la cantidad de energia recibida por el sistema en formas
distintas a trabajo, es decir, @ es la cantidad de calor recibida por el sistema.

3Esta operacion también es conocida como contraccién de indices de A y B.
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Si consideramos que la transformacién es infinitesimal y reversible?, la ecuacién de
la primera ley es

de =d@Q — dW

Hay que destacar que este enunciado no sélo establece el balance de energia, pues
al mismo tiempo postula la existencia de la funcién de estado e. Asi pues, la for-
mulacién de la primera ley de la termodinamica para un cuerpo continuo no es una
eleccion arbitraria; es el siguiente paso 1égico. Para establecer el enunciado correc-
tamente necesitamos precisar los conceptos de estos ultimos parrafos para cuerpos
continuos.

1.5.1. Primera ley de la termodinamica. Para construir el balance de
energia podemos comenzar aplicando el principio de conservacion expresado en
(1.26) y asf encaminarnos hacia un primer postulado:

La velocidad de varicion de la energia E contenida en un cuerpo es igual a la suma
de la produccion de trabajo W de las fuerzas externas mds las distintas energias
restantes que fluyen en el cuerpo por unidad de tiempo

dE -
% —W+;L{i,

donde W es el trabajo de las fuerzas externas por unidad de tiempo, y U; es la
i-ésima energia de cualquier otra clase por unidad de tiempo, por ejemplo, energia
calorifica, energia eléctrica y energia quimica.
Para nuestros fines consideraremos sistemas termo-mecéanicos que sélo presentan
energia calorifica (calor) Q. Asi

dE

T E=wWee (1.27)

Para completar esta ecuacién pensemos en un elemento diferencial 5V de Q! con
t > 0 fijo. Si 0V se encuentra bajo la accién de un sistema de fuerzas entonces se
estd haciendo trabajo sobre la masa de éste por las fuerzas de cuerpo y las fuerzas de
superficie, también puede estar ganando (o perdiendo) calor por la superficie, y por
lo tanto obtenemos una ganancia neta a la energia total de §V'; esta contribucién se
encuentra representada por el lado derecho de (1.27). Una parte de esta energfa neta
se manifiesta como un incremento en la energia cinética de dV', y segin la primera
ley de la termodindmica el resto se convierte en un incremento en la energia interna
de éste. Asi el lado izquierdo de (1.27) debe representar el incremento total en la
energia de cada 0V, es decir, la suma del incremento en la energia cinética mas el
incremento en la energia interna del elemento diferencial, y por lo tanto para Q¢ se
debe cumplir que

E(Q") = K(Q") + e(Q") (1.28)
Hay que destacar que la energia interna de un cuerpo continuo tiene dos tipos de
contribuciones la mecénica y la térmica. En efecto, con (1.27) y (1.28) podemos

1Esto significa que la sucesién de estados entre el estado inicial y el final de la transformacién
difieren por infinitesimales de estados de equilibrio, es decir, se puede considerar como una sucesién
de estados de equilibrio que ocurre de forma infinitamente lenta.
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escribir
de(Q2') o dK(QY) .
g - V&) - el
por lo que definimos el trabajo neto 20 del sistema de fuerzas (Z,b) como
A (9
WO = WO — %.

Obsérvese que si W(Q') = 0 entonces la tinica contribucién a la energfa interna es
entregada por la energia calorifica. Esto significa que toda la energia mecanica li-
berada por las fuerzas externas es usada por 2! para producir movimiento, es decir,
se convierte en energfa cinética. Si 20(Q!) > 0 entonces una porcién de la energia
mecénica es convertida en energfa interna. Por otro lado si 20(2%) < 0 entonces la
energfa interna almacenada en Q¢ es liberada como trabajo en contra de las fuerzas
externas.

Asi pues, nuestro primer axioma no sélo plantea el balance de energia, también pos-
tula la existencia de un campo de enegia interna por unidad de masa e y establece
que las energias son aditivas.

Para obtener una ecuacién diferencial a partir de (1.27) y (1.28) primero necesi-
tamos definir ciertas cantidades termodinamicas para cuerpos continuos. Comen-
zaremos con la definicién de calor.

Cuando hablamos de calor contenido en un cuerpo nos referimos al valor prome-
dio de la energia asociada con la velocidad de las fluctuaciones de las moléculas o
atomos en el cuerpo. En particular, el calor es una energia que usualmente asoci-
amos a la temperatura.

Al deformar un cuerpo podemos afectar su temperatura y por lo tanto su calor
contenido. El proceso inverso también es valido, es decir, podemos deformar un
cuerpo aumentando su temperatura (por ejemplo, podria dilatarse).

En un cuerpo continuo se puede transferir calor a través de la superficie o por al-
guna fuente de calor distribuida en toda la masa del cuerpo. Cuando el calor se
produce o consume internamente, decimos que existe una fuente volumétrica de
calor. Mientras que si el calor se transmite por la superficie ya sea por contacto
fisico o por radiacién decimos que existe una fuente superficial de calor. Esto im-
plica que la razén a la que el calor es agregado a un conjunto Q! por unidad de
tiempo se puede descomponer en la contribucién volumétrica méas la contribucién
superficial.
Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 1.5.2. Dado un conjunto arbitrario Qt C I't suponemos la existen-
cia de dos campos escalares espaciales f : Q' — R y h : 00 — R tales que para
cada t > 0 la cantidad de calor transmitida a QU es

Q") = () + Q,(2°)
donde
Qb(Qt) = /Qt p(Z,t) f(Z,t)dVz
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es la contribucion volumétrica y

Q.() := / W@, 1)dS;
ont
la contribuion superficial.

En esta definicién la funcién f representa la fuente de suministro de calor por
unidad de volumen y unidad de masa, mientras que h es la fuente de transferencia
de calor por unidad de area.

Con un argumento similar al que nos llevé a (1.17) podemos demostrar que
h@,t) = —q(@,t) - (@)

donde ¢ es el campo vectorial de flujo de calor por unidad de area sobre un punto
Z € 00, También conocido como flujo de Fourier-Stokes, especifica la direccién
del flujo de calor y la magnitud de la razén de flujo a través de una unidad de area;
con ¢él podemos escribir

Q) = /Q P& Of (@, 6)dVs — /d N @, t) - 2@, 1)dSs (1.29)

Obsérvese que el signo negativo en esta ecuacion indica que, si el vector de flujo ¢
apunta hacia el interior de Q! entonces hay una contribucién positiva a la cantidad
de calor en la superficie.

En el caso de conservacién de la energia, los conceptos de calor y trabajo se colocan
en pie de igualdad pues

W(Q') = -Q(Q")
esto significa que el trabajo aplicado por las fuerzas externas es convertido en calor
y por lo tanto el trabajo es una forma de energia que definimos como sigue:

DEFINICION 1.5.3. Consideremos un conjunto arbitrario Qt C I't y un sistema
de fuerzas externas (t,b) dondet es el campo de traccion y b el campo de fuerzas de
cuerpo por unidad de masa. Definimos el trabajo o la energia mecdnica del sistema
(t,b) sobre Q como

W(Q) = / p(Z,t)b(Z,t) - (T, t)dVz + / t(z,t) - u(z,t)dSz
Qt ant

Como se menciono antes la energia que contiene un cuerpo continuo que no esta
asociada con la energia cinética se llama energia interna y representa la energia que
puede incrementarse por calor o por trabajo y que es capaz de liberarse en forma de
calor, trabajo o movimiento. A continuacién escribimos la definicién de la energia
interna de un cuerpo continuo, sin embargo hay que senalar que la existencia de un
campo de energia interna es axioméatico y por lo tanto esta definicién es parte de
la primera ley de la termodinamica.

DEFINICION 1.5.4. Dado un conjunto arbitrario Qf C It denotamos su energia
interna por £(QY) y suponemos la existencia de un campo de densidad de energia
interna por unidad de masa y unidad de volumen e(Z,t) € R tal que

Q) = /Q p(F,V)e(@, 1)dVs
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En vista de estas definiciones enunciamos la primera ley de la termodindmica

para un cuerpo continuo que nos proporcionara la ecuacién de balance de energia.

PosTULADO (Primera ley de la termodindmica). La razén de cambio de la en-
ergia cinética mds la energia interna es igual a la suma del trabajo aplicado y a la
cantidad de calor transferido al cuerpo (por unidad de tiempo), es decir

dE(QY)  K(Q)

= Q(0") + W(Qh)

dt dt
y en forma integral
d 1, 9 R _ _
— [ plet+slldll”)dVa= | pfdVi— q-ndSs+ [ pb-udVs+ t-idSs
dt Qt 2 Qt (’)QP Qt (’)Qf

(1.30)

Ahora procedemos a encontrar la forma diferencial del balance de energia. Si
agrupamos las integrales semejantes de (1.30) obtenemos

1 _ _
4 p<e+||ﬁ||2> de:/ (t-a’—q’-ﬁ)dsg+/ p(b-ud+f)dVz, (1.31)
dt Qt 2 aQt S‘lt

por los incisos a) y b) del teorema de Cauchy la integral de superficie es

/ (ﬂﬂ'—q*ﬂ)ng:/ (T@ — ) - 7dS;
ont

ont

y por el teorema de la divergencia de Gauss obtenemos
/ (']I‘ﬁ—(j’)-ﬁdS_:E:/ [vf-(w)—vf-(j}dvf,
Q! Qt

sustituimos esta ultima integral en (1.31)

1 . _ _
L <e + ||a|2> dvs = / [vw A(Tid) = V- g+ p(b- it + f)} dvs. (1.32)
dt Qt 2 Qt

Luego, a la integral del lado izquierdo podemos aplicarle el teorema del transporte
de Reynolds, obteniendo

d 1, B D 1 1o es
4 Qtp<6+z”“”>de—/m{pt [p(e+2|u|| )]+p(e+2|u||)v u}de

Si sustituimos esta ultima relacién en (1.32) y tomamos en cuenta que es vélida
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para cualquier conjunto Q! llegamos a la forma diferencial del balance de energfa:

D 1 1 - ~ - _
i [p (e + 2||ﬁ||2)} +p (e + 2|17||2) V¥l = V¥ (Tad)—V*-q+pb-i+pf (1.33)

Podemos trabajar esta ecuacién un poco mads si usamos la definicién del operador
% y que para cualquier campo espacial escalar F(Z,t) se cumple que

D - -
%+f(w.a)=ai+vm.(m)

ot
obteniendo asi el balance de energia
9 Lo & Lo - & [ -
5 |7 e+§||u|\ +V=|p e+§||u|\ | = V- [(Td) — q)+pb-u+pf (1.34)

Esta ecuacién, al igual que (1.8) y (1.21) se escribe con una derivada temporal méas
una divergencia y por lo tanto también es conocida como la forma conservativa del
balance de energia.

Observemos que (1.34) se puede expresar como la suma de dos ecuaciones; la
primera es la ecuacién de la energia mecdnica (1.25) y la segunda es una ecuacién
sélo para la energia interna con la siguiente forma

a - e ~
§+vw.(peﬁ)+vw.qzﬂr L VPd+ pf. (1.35)

También aparece una vez mas el término T : V¥, pero ahora es seguro afirmar
que corresponde a un incremento en la energia interna, pues podemos entender
correctamente la relacion

Ve (Td) = (VZ-T)- @+ T: V@ (1.36)

con la primera ley de la termodindmica. Sin pérdida de generalidad consideremos
un fluido con campo de fuerzas de cuerpo b = 0, es decir s6lo hay contribucién
a la fuerza y al trabajo total por la superficie. De acuerdo con la definicién de
trabajo y a (1.32), el término del lado izquierdo de (1.36) corresponde a la razén
de trabajo total por unidad de volumen del campo de traccién sobre un elemento
de fluido. Asf que (1.36) afirma que el trabajo total se puede escribir como la suma
de dos términos; de acuerdo con la ecuacién (1.23) el primero de éstos (V- T) - @
corresponde al incremento en la energia cinética del fluido. Por lo tanto la primera
ley de la termodindmica asegura que el resto de la razén del trabajo por unidad de
volumen T : V¥ corresponde a un incremento en la energfa interna. Debido a este
incremento el fluido se deforma y por lo tanto la contraccién T : V¥ es la razén
del trabajo de deformacion.

Por dltimo hay que destacar que (1.34) y (1.35) son ecuaciones completamente
distintas debido a T : V7.
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1.6. Ecuaciones constitutivas

La ecuacién de continuidad (1.8), la ecuacién de momento (1.21) y la ecuacién
de energia (1.34) forman el sistema de ecuaciones mas general que determina la
evolucién temporal de un medio continuo. Sin embargo dos cuerpos continuos con
la misma masa y geometria sujetos a un sistema de fuerzas idéntico responden dis-
tinto. Por ejemplo, bajo presion externa un sélido se deforma, mientras que un
fluido fluye ademés de tomar la forma del contenedor.

La estructura interna de la materia es responsable de este tipo de comportamiento,
pero como se discutié al principio s6lo nos importa el comportamiento global. Por
esta razdén necesitamos un conjunto de ecuaciones que reflejen a través de variables
macroscopicas este comportamiento microscopico.

Por otro lado notemos que tenemos un sistema de cinco ecuaciones diferenciales;
tres ecuaciones de momento, una de masa y una de energifa. El ntimero de vari-
ables independientes p, u;, ¢;, e y T;; es catorce (contando sélo las componentes
independientes de T). Claramente el sistema no es el adecuado para determinar
el movimiento de un fluido. Asi que existe la necesidad de definir un conjunto de
ecuaciones que nos relacione las variables macroscépicas : densidad p, velocidad 4 y
temperatura 6 con otras cantidades que aparecen en las ecuaciones de movimiento:
el tensor de estrés T, la distribucion de energia interna e y el flujo ¢.

De la teoria termodinamica sabemos que dada una cantidad de sustancia contenida
en un sistema, la temperatura 6, la densidad p y la presién p no son cantidades
independientes; estan conectadas por una relacién en forma general

f(p,p,9) =0

llamada ecuacion de estado. Su forma depende de las propiedades especiales de la
sustancia. Cualquier variable de esta relacion se puede expresar como funcién de las
otras dos resolviendo la ecuacién. Por ejemplo para un gas perfecto, la presion es de
origen puramente térmico; esta relacionada con la transferencia de momento por las
particulas involucradas en el movimiento térmico, y siempre debe ser proporcional
a la temperatura. Para un gas perfecto una buena aproximacién estd dada por la
ley de Boyle (véase [13, p. 8])

p=p(p,0) = Rpo,

donde R es una constante inversamente proporcional a la masa molar del gas.

En general el estado de una masa de fluido en equilibrio (mecdnico y térmico)
queda determinado por dos variables inicamente, la presion y el volumen especifico
(r= %) Todas las demaés posibles cantidades que describen el estado de un fluido
son funciones de estos dos pardmetros de estado.

Se puede considerar una ecuacién de estado con una forma mds general (véase [4],
35])

p =p(p,9) = peir(p) + pen(p, ),

donde la presion térmica py, es una funcién lineal de la temperatura, esto es

mas aun se asume que pg es una funciéon no decreciente de la densidad tal que
p(0) = 0. En esta ecuacién la presidn eldstica pe; es la misma para una densidad
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constante para cualquier valor de la temperatura, y se debe a fuerzas intermolecu-
lares de atraccién y repulsién. La presion térmica pyp, se atribuye a la transferencia
de momento por el movimiento de traslacién aleatorio de las moléculas.

Estas relaciones son ejemplos de ecuaciones constitutivas. Como podemos ver estas
ecuaciones toman en cuenta parametros microscopicos que describen el movimiento
de particulas individuales pues, como uno espera existe una diferencia sustancial
entre gases y liquidos debida a la distancia relativa de las moléculas (o 4tomos) en
ambos medios.

Debido a que nos conciernen los fluidos en movimiento, vamos a suponer la existen-
cia de un campo de temperatura absoluto 0(Z,t) > 0 para cadaz € Q' y t > 0. La
temperatura de un cuerpo continuo se entiende como una medida de la variacién
de las velocidades atémicas alrededor de un punto.

De esta misma forma para cada (Z,t) € Q' x [0,00) vamos a suponer que existe
un estado (de equlibrio termodindmico) definido por las variables : presién 5 p,
volumen especifico 7, entropia especifica S, ademads de las ya discutidas; energia
interna especifica e, densidad p, y temperatura 6.

Cada una de estas variables define un campo escalar sobre Q' x [0,00). Ademads
por la teoria termodinamica sabemos que para un medio dado sélo dos de estas
variables son independientes.

Por ejemplo, si para un medio sabemos que p es funcién de 7 = % y S, entonces

p=[f(r(x1),5@,1) y p=9gp1),51)

Hay que mencionar que una propiedad fundamental para cualquier medio es que,
para entropfa constante la presién es una funcién creciente de p (f, > 0), o
equivalentemente una funcién decreciente de 7 (g, < 0). Generalmente para
cualquier valor de S la funcién g es convexa respecto de 7, es decir, suponemos
que g--(7,5) > 0.

De estos parametros de estado la entropia requiere especial atencién, pues estd
relacionada con la direccién de los procesos termodindmicos. Mostraremos que ésta
cumple un principio extremo simple que expresa el hecho de que un cuerpo tiene
un limite sobre la razén a la que el calor puede ser absorbido; esto es, la segunda
ley de la termodinamica.

La relacién entre la entropia y la formulacion de la segunda ley de la termodinamica
siempre llevan a una discusion larga que culmina con relaciones matématicas sim-
ples, por esta razén omitiremos esta discusion y pasaremos directamente a la formu-
lacién matematica. Para un estudio detallado de la segunda ley de la termodinamica
se recomiendan [13] y [35].

Podemos introducir la entropia de un sistema durante un proceso reversible con la
primera ley de la termodindamica si buscamos un factor integrante tal que dQ sea
una diferencial total. Este factor es 671, asi que

Q

d
0 S

5Aunque en un fluido podemos diferenciar la clase de presién que actia en él, aqui nos referimos
a la presiéon termodindmica. Mas adelante precisaremos este punto.
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y la primera ley se reescribe como
de = 0dS — dW
Entonces, si consideramos dos estados A y B de un sistema, se infiere que

S(B)—S(A):/A %

siempre que la integral se tome sobre un proceso reversible de A hacia B. Sin
embargo si la integral se toma de A hacia B sobre un proceso irreversible ¢, se
cumple la desigualdad

B
S(B) - S(A) > / <
A 9

Para un sistema completamente aislado dQ = 0, entonces S(B) > S(A), es decir:
para cualquier transformacion en un sistema aislado la entropia del estado final
nunca puede ser menor que la del estado inicial.

La ecuacién (1.37) es un enunciado equivalente a la segunda ley de la termodindmica
llamado desigualdad de Clausius-Planck.

(1.37)

En forma diferencial podemos expresar la desigualdad de Clausius-Planck como
0dS > dQ (1.38)

esto significa que la segunda ley asegura la existencia de una cota superior para la
cantidad de calor transferido. Asi que para un cuerpo continuo debemos postular
la existencia de una cota £(Q") tal que

oY) < L)
donde £ depende de las propiedades del cuerpo y es consistente con (1.37).

DEFINICION 1.6.1. Supongamos la existencia de un campo escalar de densidad
de entropia por unidad de masa y unidad de volumen

S: Q! x [0,00) = R,

Denotamos la entropia de un conjunto Q por S(QY) y la definimos como
S(QY) = / p(Z,t)S(z,t)dVz (1.39)
Ot

Esta definicién integral de entropia (al igual que la definicién de energfa in-
terna) es posible debido a que es una cantidad extensiva, es decir, la entropia de
una coleccion de sistemas es igual a la suma de las entropias.

Finalmente usamos la ecuacién (1.38) para establecer la segunda ley de la ter-
modindmica para un continuo.

POSTULADO. La razén de produccion de entropia para cualquier conjunto Qf C
I't estd acotada inferiormente por el calor transferido por unidad de temperatura.
FEsto es

A [ pEDIGY [ @@ AG
G | s@ns ,t)dvxz/m S Lave /89 SUEY js (1.40)

6Estos procesos son sucesion de estados que no estan en equilibrio.
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Esta formulacién de la segunda ley se conoce como desigualdad de Clausius-
Dunheim. Si aplicamos el teorema del transporte de Reynolds al lado izquierdo de
la desigualdad y el teorema de la diveregencia al segundo término del lado derecho

obtenemos
DS pf s (q
AV > 0 R 7
/Qtthde”—/m[e v (9 Ve

concluimos que la forma diferencial de la desigualdad de Clausius-Dunheim es

DS of s, (‘7) (1.41)

para toda T € Q' y t > 0.

Por (1.41) concluimos lo siguiente: si p, S, e, 8 y ¢ son un conjunto de funciones
dadas, estas representaran un proceso fisico admisible si y solo si cumplen la de-
sigualdad de Clausius-Dunheim.

Esto significa que (1.41) restringe la forma de las ecuaciones constitutivas, es decir,
no podemos escogerlas arbitrariamente si queremos describir un proceso fisicamente
aceptable.

En particular, uno de los casos mas simples para satisfacer la desigualdad de
Clauisus-Dunheim y la ecuaciéon de la energia interna es la ley de Fourier para
el flujo de calor

q=—rV"0
Notemos también que esta desigualdad introduce nuevas variables, la entropia y
la temperatura, sin embargo el punto de las ecuaciones constitutivas es que no

todas las varibles de estado son independientes entre si. Por ejemplo si p y 6 son
independientes, caracterizamos el fluido con e(p, 8), p(p,d) y la entropia satisface

la relacién”
1 1
as— 1 (de—i—pd ())
0 p

Cabe destacar que para un proceso reversible en ausencia de calor, (1.41) afirma
que se satisface la ecuacién diferencial

p (%f + V%S ﬁ) =0. (1.42)

DEFINICION 1.6.2. Un proceso temodindmico es admisible si y solo si obedece la
desigualdad de Clausius-Dunheim localmente, ademds de tener un campo espacial
de temperatura finito, no negativo y tal que inf 0(Z,t) = 0.

"Esta es la primera ley de la termodindmica, simplemente se ha usado que W = —pdV'.
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1.6.1. Principio de material marco-invariante. Como se mencion6 al
principio de la seccién, la derivacién de las ecuaciones de movimiento no diferen-
cia entre los distintos tipos de sustancia, mientras que la desigualdad de Clausius-
Dunheim dice que una vez escogida una sustancia las ecuaciones constitutivas deben
ser consistentes entre si. Es decir (1.41) impone una restriccién sobre las ecuaciones
constitutivas como un conjunto, pero no nos dice nada sobre la forma de cada
ecuacion. Claramente el problema no esta resuelto pues necesitamos asegurar que
las ecuaciones que escogemos reflejen las propiedades materiales de una sustancia
(véase [10, p. 181].

Es evidente, por consideraciones fisicas, que las propiedades materiales no pueden
depender del movimiento de un observador y por lo tanto éstas deben ser invari-
antes ante cambios de sistemas de referencia. Por ejemplo la distancia relativa entre
dos puntos de un material debe ser la misma para todos los observadores, es decir,
es una cantidad objetiva, mientras que la velocidad es una cantidad que depende
del sistema de referencia.

La formalizacion de esta idea es conocida como el principio de objetividad o de ma-
terial marco-invariante, y postula que las cantidades requeridas en las ecuaciones
constitutivas deben ser las mismas en todos los marcos de referencia.

Este principio restringe la forma funcional de las ecuaciones constitutivas, como se
mostrard a continuacion.

Podemos escribir un cambio del sistema de referencia para un vector @(z,t) como
w(x,t) = A(t)d(z,t) +(t) Veel, t>0

para alguna matriz A(t) ortogonal. Esta transformacién define una rotacién maés
una traslacién de sistema de coordenadas, por lo que es conocido como movimiento
rigido. Notese que el tiempo es inalterado, es decir suponemos que la medicion del
instante en que ocurre un evento fisico es la misma en ambos sistemas.

Bajo este contexto un punto material Z/ € QY durante un movimiento @/(Z7,t)
resulta en 27 = @/(Z1,t). Sea m!(Z) : Q' — QY el movimiento rigido

mt(3) := & = A()Z + &(t)

Sean ¢(Z, t) un campo escalar y w(Z, t) un campo vectorial asociados con el movimiento
de un cuerpo continuo en su configuracién Qf. Més atin, consideremos g/(Z/,t) y
Z'1(Z1,t) los campos correspondientes bajo al transformacién de cuerpo rigido sobre
la configuracién QY.

DEFINICION 1.6.3. Los campos g(Z,t) y W(Z,t) se dicen objetivos o marco-
invariantes, si para cualquier m*(Z) : Q — QY se cumple que

gl(Z1,t)
wn(@nt) = A@)w(z,t)

I
=N
B)
=

para toda T € Q' yt > 0.

Para que un tensor de segundo orden P(Z, t) sea objetivo debe ocurrir que para
cualquier vector objetivo @, el vector b := Pd también es objetivo. La expresién
correspondiente en la configuracién QY es

b =Par (1.43)
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Como a y b son objetivos, cumplen que @/ = Ad y bl = Ab, sustituyendo en (1.43)
queda
Ab =P’ AG
por la definicién de b aseguramos que
(AP —P'A)G =0

esto debe cumplirse para cualquier vector objetivo @, por lo tanto un tensor de
segundo orden P(Z,t) es objetivo si y solo si

P'(21,t) = A(t)P(z, t)AT (1.44)

PosTuLADO (Principio de objetividad o material marco-invariante). El campo
de densidad de masa p(Z,t), la temperatura 0(Z,t), la densidad de energia interna
e(Z,t), la entropia S(z,t), el flujo de Fourier-Stokes q(Z,t) y el tensor de estrés
T(z,t) son campos objetivos.

Como t = Tn, donde 7 es la normal al cuerpo, ésta puede definirse en términos
de posiciones relativas a puntos del cuerpo. Entonces para que el tensor de estrés
sea objetivo la traccién debe ser un campo objetivo. La traccién es definida como
fuerza entre area y esta ultima también es objetiva. Por lo tanto la objetividad
del tensor de estrés es consecuencia de la objetividad de la fuerza. Debido a que
nuestra teoria es clasica esta ultima linea parece incorrecta pues por la segunda ley
de Newton, F = ma, y aunque la masa es objetiva la aceleracién no lo es, pues
depende del sistema de referencia en que es medida.

Si hacemos un cambio de coordenadas z/ = A(t)x + ¢(t) podemos calcular la regla

de transformacién para el campo de velocidades usando la definicién @’ = dd—it’
dz/ PUIEN
donde A; = % = dﬁf e; ® €;. Y entonces la regla de transformacién para la

aceleracion es

ar=AuT + 200+ Ad+ ¢
Luego, para que el campo vectorial @ sea objetivo se debe cumplir que d@/ = Ad,
esto ocurre si Ay = Ay, = O y ¢ = 0. Entonces asegurar que la fuerza es objetiva

es equivalente al hecho de que la segunda ley de Newton es véalida para todos los
sistemas de referencia inerciales.

La objetividad posee otro significado importante. Consideremos un sistema de
coordenadas ortogonal {e;} y un vector objetivo @ con reprensentacién en esta
base, por lo que w; = - ¢;. Entonces, de acuerdo con la definicién de objetividad

W= Aw = A(wlez) = w;Ae; = w;e;l

Observemos que la objetividad implica que el vector w tiene las mismas compo-
nentes sobre ambas bases {e;} y {e;/}. Asi aunque un vector objetivo se presente
diferente en diferentes sistemas de referencia, tiene la misma orientacién relativa
en el espacio fisico. De manera andloga un tensor objetivo preserva componentes
relativas a una base durante una transformacién entre sistemas de referencia.
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Por tltimo, si suponemos que e(p(Z,t),0(Z,t)), @(p(Z,t),0(z,t)) v T(p(z,t),0(Z,t))
son funciones dadas entonces de acuerdo con el principio de objetividad se debe
cumplir que

e(pr(Z1,t),01(zr,t)) = e(p(T,t),0(z,t)),
(j'(p/(i:/v t)’ 9/(3"\/’ t)) = A(j’(p(f, t)’ 9(/1‘\’ t))v
T(pr(z1,t),0/(Z1,t)) = AT(p(Z,t),0(z,t))AT.

Esto significa que el principio de objetividad restringe la forma funcional de las
ecuaciones constitutivas.

Es importante destacar que la nocién de variables objetivas abstrae la idea que
ciertas cantidades son intrinsecas del material e independientes del observador.
De hecho, por el postulado de objetividad aseguramos que p/ = p y 6/ = 0, que
concuerda con la observacion.

1.6.2. Estrés en un fluido. Las relaciones constitutivas no sélo conciernen
a las variables termodinamicas; también a las componentes del estrés, pues como
se mencioné anteriormente tenemos seis componentes de estrés que nos impiden
cerrar el sistema de ecuaciones de movimiento, entonces para obtener un sistema
adecuado discutiremos brevemente las componentes del tensor de estrés.

Las relaciones entre el tensor de estrés y otras variables como la velocidad y sus
derivadas se conocen como ecuaciones reoldgicas del fluido. La mas simple de éstas
supone que el campo escalar espacial de presién p(8(Z,t), p(Z,t)) es tal que

T = —pl, (1.46)

los fluidos con esta descripcién tienen una propiedad importante, el campo de
traccion siempre es paralelo a la normal en la superficie pues

t=Tn = —pln = —pn,

por lo tanto no hay fuerzas tangenciales. Esto implica que no hay ninguna clase
de rotacién en el fluido y tampoco efectos cortantes, por esto, son conocidos como
fluidos no viscosos.

Esta forma del tensor de estrés se conoce como ideal pues, en un fluido en reposo
sélo existen componentes de estrés normales a la superficie y el estrés no depende
de la orientacién de la superficie. En otras palabras, el estrés en un fluido no tiene
direccion preferencial. Un tensor con esta propiedad se conoce como isotrépico.

DEFINICION 1.6.4. Un tensor de sequndo orden T se llama isotrépico si el
conjunto de sus componentes es el mismo en todos los sistemas de coordenadas.

Es decir, las componentes de un tensor isotrépico no cambian ante la rotacién
del sistema de referencia y los tnicos tensores de segundo orden que cumplen esta
propiedad tienen una forma muy particular.

TEOREMA 1.6.1. Si T es un tensor de seqgundo orden isotrdpico, entonces T =
M. Donde 1 es la identidad en V2.

PRUEBA. Supongamos que T es un tensor isotrépico con componentes T;; sobre
una base {e;}. Definimos una nueva base {e;/} tal que las nuevas componentes son
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T}, y cumplen

T}y = Ta2, Ty = Taz, Tsy = Tn (1.47)
T}y = Ta3, Taz = Ta1, Tsy = Tio (1.48)
Th;, = T3z, T4y = Ti3, Tis = Toy (1.49)

La isotropia de T implica
Tyy =T, Thy = Ta2, Ts3 =T33
Asi por (1.47) concluimos que
Ty =Ta =Tsz = A
para algin escalar A\. Por un argumento similar obtenemos que
T12 = Tag = T31, To1 = T3z = T3 (1.50)

Consideremos una tercera base que cumpla e] = e, €5 = —eyq, €5 = es, aplicando
la regla de transformacién, encontramos que

Ty = —To1, T3y = —Ta2

y por isotropia
Tiy = Ti2, Ty =Ta

por lo tanto

T12 = —Ta1, T31 = —Ts2 (1.51)
para satisfacer (1.50) y (1.51) simultdneamente concluimos que

Tio =T =Ts1 = To1 = T3 =T13=0

por lo tanto T = Al O

Un modelo de un fluido con tal tensor de estrés, es muy restrictivo pues carece de
efectos producidos por la viscosidad. Podemos corregir esta descripcion si ademéds
de las fuerzas normales tomamos en cuenta fuerzas de friccién tangenciales o cor-
tantes. Tales fluidos se llaman viscosos.

Para estos fluidos agregamos la contribucién viscosa S que caracteriza el esfuerzo
cortante y corresponde a la parte no isotrépica del estrés. En este caso decimos que
el tensor de estrés obedece la ley de Stokes

T=S-pl, (1.52)

notemos que en general la traccidon no es paralela a la normal de la superficie.
Para obtener la forma del tensor S debemos identificar las fuentes de viscosidad en
un fluido. Con el fin de lograr esto utilizaremos los postulados de Stokes:

i) El tensor de viscosidad S depende linealmente del gradiente de velocidades
Yy

ii) El tensor de viscosidad S debe satisfacer el principio del material marco-
invariante.

De acuerdo con el primer postulado, el tensor S es una funcién lineal del gradiente
de velocidades V*1, sin embargo, este gradiente puede expresarse como la suma de
una parte simétrica mas una antisimétrica
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La parte simétrica representa la deformacién del fluido (denotada por ID(#)), mien-
tras que la parte antisimétrica (denotada por W(#)), estd relacionada con la rotacién
del fluido sin deformacién. Por lo tanto W(#) no puede generar estrés y en con-
clusion el estrés debe ser generado por

11 - _
D@p:iﬁﬂa+vwf.

Entonces el primer postulado de Stokes, afirma que existe una funcién lineal F tal
que

S = F(D(@)). (1.53)

Notemos que F toma un elemento D(@) € V2 y lo transforma en otro elemento
Se Vv

En general las funciones lineales F : V2 — V2 se llaman tensores tensores de cuarto
orden. A diferencia de los tensores de segundo orden, para determinar univocamente
la componente de un tensor de cuarto orden se necesitan especificar cuatro indices.
Esto implica que el primer postulado de Stokes se puede escribir como

Sij = FijraD() 11 (1.54)

En algunos textos como [1, p. 107], [21, p. 95] o [29, p. 81] sustituyen el segundo
postulado por dos hipétesis fundamentales: 1) el fluido es homogéneo, es decir el
tensor de estrés no depende explicitamente de T, y 2) el medio es isotrépico.

Esta segunda hipdtesis sostiene que el medio carece de direccion preferencial, esto
significa que la relacién entre el tensor de viscosidad y su argumento (el gradiente
de velocidades) debe ser invariante ante rotaciones, esto ocurre solo si el tensor
de cuarto orden F es isotropico. Sin embargo, es posible demostrar que estas dos
hipotesis son equivalentes al principio del material marco-invariante, como puede
verse en [33, p. 209]. Es decir el segundo postulado asegura que la funcién F es
isotrépica y el tensor de estrés no depende de la posicion.

Por lo tanto queda definir adecuadamente la isotropia para tensores de cuarto orden.

DEFINICION 1.6.5. Una funcién F : V2 = V2 se dice isotropica si satisface
AF(P)AT = F(APAT),
para todo P € V2 y toda matriz ortogonal A.
Es posible demostrar (véase [29, p. 82]) que los tensores de cuarto orden
isotrépicos deben tener la forma
Fijit = NijOni + pudindji + v0i10jk, (1.55)

donde A, 1y v son funciones escalares de las variables termodindmicas como 6 y p.
La simetria del tensor de estrés implica que S también debe ser simétrico y por lo
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tanto Fjx; debe ser simétrico en ij. De (1.55) vemos que esto ocurre si p = 7.
Combinando (1.54) y (1.55), obtenemos las componentes del tensor de viscosidad

Sij = Aéijélekl + 2,u6ik5jl]D)kl
= ADgxdij + 2uDy;
donde Dy, = tr [D(@)] = VZ - i. Entonces el tensor de estrés toma la forma
Tij = M(V® - @)6;; + 2uDy; — pdy; (1.56)

Los escalares A y u conocidos como coeficientes de viscosidad del fluido pueden
entenderse como sigue; tomemos la traza de (1.56)

Ty = 3A(V?® - @) + 2u(V® - @) — 3p

entonces la presién hidrostética ([1, p. 105]) es

p= —%(Tn + Too + Ts3) + (A + gu)vf -, (1.57)
de acuerdo con esta ecuaciéon podemos definir una presién promedio como
D= —%(Tu + Tog + Ts3), (1.58)
y por lo tanto escribimos
p—p= (A+§M)V§~ﬁ. (1.59)

Recordemos que V7 - esta relacionada con la razén de cambio de volumen y por lo
tanto la constante £ = A + % u relaciona el promedio de las componentes normales
del estrés con la razén de expansién del fluido por lo que se conoce como coeficiente
de viscosidad expansiva.

Por definicién un fluido® I'* es incompresible si el volumen de cualquier subconjunto
Q! es constante en el tiempo,

d d
— dVz =

—/JdVI:/JV’”~ﬁdVI:0

dt Jor dt Jq Q

por lo tanto la incompresibilidad es equivalente a V* - & = 0. Entonces, en este
caso (1.59) implica p = p, y por lo tanto para un fluido incompresible sélo podemos
definir una presion promedio o mecanica.

Esta presién mecdanica se puede definir formalmente y demostrar que es el promedio
aritmético de las componentes normales del estrés.

Cada componente del tensor de estrés se puede escribir como T;; = ¢; - €}, asi, un
pequeno elemento diferencial con forma de cubo con componente normal T;; > 0
experimenta una expansion en la superficie con normal €; mientras que si T;; < 0
experimenta una compresion sobre la superficie con la misma normal.

Para caracterizar la presiéon mecédnica podemos pensar en una esfera de radio r con
centro en T que estd sometida a un campo de presién y por lo tanto experimenta
una compresién (o expansién). El promedio de la funcién ¢ - 1 sobre la esfera,
proporciona una forma de cuantificar la compresion promedio sobre ésta. Con el
fin de obtener la presién en cada punto Z tomamos el limite de este promedio cuando
el radio de la esfera tiende a cero. Esto motiva la siguiente definicion:

8Ma4s correctamente, decimos que un campo vectorial @ es incompresible si VZ® - 4 = 0.
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DEFINICION 1.6.6. La presion mecdnica ejercida sobre un fluido Q¢ en el punto
Z al tiempo t > 0 se define como

1 _
= — 1'[[ . n
Pm TL}O 4mr2 /ST(E) ! ”dSU

donde S,.(Z) es la esfera de radio r con centro en T contenida en Q. Ya que esta
definicion es vdlida para cualquier instante, tambieén es conocida como presion
hidrodindmica.

Si hacemos el cambio de variables y = x + rn, dS, = r2dS, donde |[n|| =1 es
la normal a la esfera unitaria podemos escribir

1
= — lim — T d
P lim — /lnHl?? (z + rn)ndSy,

podemos intercambiar limite con integral debido a que el dominio de integracién es
independiente de 7 y a la continuidad de T, concluimos que

1
b= [ T, (1.60)
m =
[Inll=1
TEOREMA 1.6.2. La presion mecdnica coincide con la presion promedio.
PRUEBA. En la férmula (1.60) 1 es la normal a la esfera unitaria y por lo tanto
n = (cos ¢ cos @, cos ¢sin @, sin ¢) 7,
o€ [_7”, g], 0 € [—m, 7).

En términos de componentes podemos escribir

/1nwwm&=/ Ty (@)n;dS,
'f]:

[Inll=1
integramos cada término

s 71'/2 4 T
/ mTy1(z)mdS, = / / T11(cos ¢ cos 0)? cos pdpdf = %
[Inl|=1 —nJ—x/2

de forma similar

47T
/ 2 Tog(x)n2dS, = 322,
[Inl|=1

47T
/ n3Taz(x)n3dS, = T%
[Inl|=1

Las integrales con términos cruzados se anulan y no contribuyen a la suma, por lo
tanto

1
Pm = —g(Tu + T2 + Ts3)
O

Este resultado implica que el coeficiente de viscosidad expansiva esta rela-
cionado con un mecanismo de disipasién de energia mecdnica y entonces lo podemos
interpretar como un coeficiente de amortiguamiento.

En particular, para un fluido Newtoniano los coeficientes pu y & deben satisfacer

2
B20.6= At 220 (L61)
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como consecuecia de la desigualdad de Clausius-Dunheim y la ecuacion de la energia
interna (véase [16, p. 343]).

Con estas consideraciones nuestro tensor de estrés es

T =2u (]D)(ﬁ) - %(vf : 12’)}1) +E(VT @) — pl (1.62)

Hay que mencionar que la teoria de ecuaciones constitutivas es extensa; en este
trabajo solo se han presentado los resultados suficientes para convencer al lector de
que las ecuaciones (1.8), (1.21) y (1.34) suplementadas con ecuaciones constitutivas
apropiadas, forman un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales.
Para un estudio més profundo que revele la verdadera importancia de la teoria de
ecuaciones constitutivas se recomiendan los textos [11], [33] y [10].

Por dltimo mostramos explicitamente el sistema de ecuaciones de movimiento, cono-
cido como ecuaciones de Navier-Stokes.

Para escribir completamente el balance de momento necesitamos usar el resultado
(1.62) en (1.21), y por lo tanto calcular la divergencia del tensor de estrés. La
divergencia es un operador lineal asi que

Ve . T = uV? - (VZD) + puVe - (VED)T + AV (VT - @) — V),

donde se ha usado que D es la parte simétrica del gradiente de velocidades. Por la
definicién de divergencia de un campo tensorial

VZ . (VED) = 0 (9jus)e; = (9;0;ui)e; = (Auy)e; = A,
de igual forma V7 - (V¥@)T = V¥ (V? . 7). Esto implica que

V2T = pAd + (A + p)VE(VE - @) — V. (1.63)
Finalmente, la ecuacién de continuidad
pi+ V¥ (pi) = 0,
el balance de momento
(pid); + V- (pil @ @) = pAT+ (A + p)VE(V® - @) — VZp + pb,
el balance de energia

(PE)i + V7 - (pEid) = V* - (Tid) = V* -+ pb- i + pf,



1.6. ECUACIONES CONSTITUTIVAS 41

suplementado con (1.61), (1.62), la ley de Fourier ¢ = —xV?6, y una ecuacién de
estado p = (p(Z,t),0(,t)), forman el sistema de Navier-Stokes.

Para determinar la respuesta dindmica de un fluido, este sistema debe estar su-
plementado con un conjunto de condiciones iniciales y de frontera. En general
primero necesitamos una configuracion inicial del fluido para un tiempo fijo tg, sea
tal I = I'. En este conjunto se prescriben los valores iniciales de la densidad, el
campo de velocidades y el campo de temperatura:

1) p(l’,to) = po(fﬂ),

i) d(z,to) = to(z),

ili O(z,to) = Op(x) Vzel.
En un fluido, el conjunto AI'! se considera una superficie que separa permanente-
mente el fluido del resto del espacio fisico. Los fluidos viscosos tienen la propiedad
de adherirse a tal superficie. De a cuerdo con esto

iv) @(zZ,t) =0 Vt>0, 7€ ar?,

v) ¢-n=0 Vt>0, Teadl.
Las condiciones iniciales deben ser compatibles con las condiciones de frontera
cuando t = tg.
Es importante destacar que cada problema requiere de un conjunto especifico de
condiciones iniciales y de frontera, por ejemplo en el caso en que el conjunto I" se
extiende al infinito usualmente se necesitan imponer condiciones de convergencia
sobre los campos en cuestién, por ejemplo sobre el campo de velocidades cuando
[|lz|]| = 0.
Los problemas de valores iniciales se estudiaran en la siguiente seccion.






CAPITULO 2

Leyes de conservacion y sistemas
hiperbdlico-parabdlicos

Como vimos en el capitulo anterior, una caracteristica especial de la fisica del
continuo es que, una tipica ley de balance (en forma integral), puede reducirse a
ecuaciones de campo, expresadas por ecuaciones diferenciales parciales en forma de
divergencia. En dindmica de medios continuos éstas leyes de balance tienen distinta
estructura matematica, usualmente asociada al tipo de fenémeno que describen.
En este capitulo nos centraremos en el estudio basico de leyes de tipo hiperbdlico,
y comenzaremos a estudiar las ecuaciones que describen fenémenos en presencia
de viscosidad y conductividad térmica, es decir, mecanismos de difusién. Estas las
podemos clasificar como sistemas de ecuaciones hiperbdlico-parabdlicos.

2.1. Leyes de conservacion

Del capitulo anterior recordemos que el tensor de estrés en el caso hidrostético,
es
T = _pH7
donde p = p(Z,t) es el campo escalar de presién termodindmica. Si ademds
suponemos que las fuentes de calor volumétrica y superficial son nulas, asi como el
campo de fuerzas de cuerpo, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a

pt+ VT (pi) = 0,
(p) +V* - (pu@u) = -V, (2.1)
(pE); +V® - (pEd +pil) = 0,

donde E = %\u|2 + e. Este es el sistema de ecuaciones de Euler. Cabe destacar que
estd complementado por una ecuacién consitutiva, p = p(p,e), que es consistente
con la desigualdad de Clausius-Dunheim.

Debido a las suposiciones anteriores las ecuaciones de Euler modelan fluidos com-
presibles no viscosos y que no conducen el calor.

Hasta este punto, ya es obvio que las ecuaciones de movimiento que hemos estado
tratando, comparten ciertas similitudes entre si. Podemos evidenciar estas simili-
tudes para el sistema (2.1) com sigue:

Si = (uy,us,u3)’ y x = (x1,22,23)7 la ecuacién de continuidad es

pr + (pu1)z, + (pu2)z, + (pus)z, =0, (2.2)

donde el subindice z; denota la derivada parcial respecto a la i-ésima variable
espacial, para i = 1,2, 3.

43
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De la misma manera, la ecuacién de conservacion de la energia es
(PE): + (ur(pE + p)),, + (u2(pE +p)),, + (us(pE +p)),, =0.  (2.3)

Para la ecuacién de conservacién de momento en (2.1), es necesario identificar la
divergencia del tensor pi ® 4. Entonces,

pu% pULU2  pULUZ
[pi@d] = | pugur  pui  pugus
pU3UL  PUIU2 pu§

Por lo tanto, aplicando la definicién de divergencia tensorial, el campo vectorial
buscado es
(pui)a, + (puauz)z, + (purus)as,
VT (pi @) = | (pusur)e, + (pu3)z, + (puzus)s,
(pusun)e, + (pusuz)e, + (pu3)u,

Asi, la conservacion de momento queda queda expresada por el sistema

(pur)e + (pui +p)ay + (puruz)a, + (puiug)z, = 0
(puz)i + (pustr)ay + (pu3 + P)ay + (pusus)e, = 0 (2.4)
(puz)e + (pugur)s, + (pusus)e, + (pui +p)ay = 0

Ahora es evidente que cada componente de las ecuaciones de Euler tiene la forma
wy + V- F(w) =0, (2.5)
donde w es un campo escalar y F un campo vectorial definido como
F:w— (F(w), Fy(w), F3(w))
suficientemente diferenciable. La ecuacién diferencial parcial (2.5) es conocida como

ley de conservacion.

En general, supongamos que el estado de un sistema fi’sico queda determinado por
un campo vectorial u, esto es, si # € R? denota un punto en el espacio fisico y
t € [0,00) denota la variable temporal, entonces

(z,t) = u(z, ),

donde u = u(z,t) es conocido como el vector de densidades de variables de estado
y queda determinado por n componentes,

uy , ;
u(z,t) = v
Up (2, 1)

Por lo tanto, si Q es una regién regular y arbitraria de R? tenemos que
w(z,t) : Q x[0,00) = R™

Vamos a suponer que la imdgen de u(z,t) es un abierto de R™ y la denotaremos
como U, es decir, u € U C R™. La imdgen de u(x,t) es conocida como el conjunto
de variables de estado del sistema.
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Si cada componente ux (k = 0,1,..,n) representa la densidad de alguna cantidad
fisica conservada, entonces
/ u(z, t)dx
Q

es la cantidad total de variables de estado dentro de € al tiempo ¢ > 0.
Tipicamente un principio de balance afirma que la produccién (o pérdida) de las
cantidades uy en {2 estd balanceada por el flujo de éstas a través de 0f2. Este flujo
estard determinado por una funcién

F:UCR" - M(R",R%),
es decir, F := (f*(u), ..., f*(u)), donde M(R", R?) denota el espacio de las matrices

de orden n x d, f7(u) := (ff (u), ..., fﬂl(u)) € R", y ademés f7(u) € C*>(U) para
cada 1 < j <d.

Fisicamente esto significa que, si 7 € R? denota el vector normal exterior de 9,
entonces, la cantidad total de u que fluye a través de un elemento diferencial de

superficie, estd dada por —F (u)ndS. Donde el signo negativo indica que si se da la
produccién de u en 2, es porque el flujo estd dirigido hacia dentro de 2.

Como en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, podemos suponer que ademas
del flujo, la interaccién con algiin campo externo G(z,t) es la causa del incremento
de u en Q. De esta manera escribimos el principio de balance genérico en forma
integral

@), u(z,t)de = — /69 F(u)ndS, + /Q G(x,t)dx. (2.6)

Hay que destacar que el campo G representa las fuerzas de cuerpo (como la gravedad)
y las fuentes de calor en las ecuaciones de Navier-Stokes. Por esta razén es impor-
tante tomar en cuenta que la funcién G puede depender de u(z,t), es decir

G =G(z,t uz,1))

En ausencia de campos externos que interactian con el sistema, G = 0, por lo que
obtenemos la forma integral de la ley de conservacion

— u@wmzf/‘ﬂ@m&. (2.7)
dt Jo o0

Con el fin de obtener ecuaciones de campo locales a partir de la formulacién global
del principio de balance, dada en las ecuaciones (2.6) y(2.7), demostraremos el
siguiente teorema:

TEOREMA 2.1.1 (Teorema de Localizacién). Sea ® un campo escalar o vectorial
continuo sobre un conjunto abierto Q) € R™. Entonces dado xg € 2,

1
B(zo) = lim —— [ @
(o) ﬁ%vawwéédu

donde Bs es la bola cerrada de radio 6 > 0 centrada en xg. Por lo tanto, si

/CIJde =0
B

para cualquier bola cerrada B C 2, entonces & = 0.
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PRUEBA. Si definimos

1
I(S = ’@(.’L‘O) — W /BE (bde

b

entonces
1
I3 < ———— P(xg) — &(2)|dV, < sup |P(xg) — P(x
< oy, 0) — PV < sup @(r0) — o)
por lo tanto, la continuidad de & asegura que si § — 0 entonces I5 — 0. O

Asi pues, si aplicamos el teorema de la divergencia tensorial a la integral de
superficie en la ecuacién (2.6), y suponemos continuo el integrando, obtenemos la
forma diferencial (o de divergencia) de ésta ecuacién

u + V® - F(u) =G, (2.8)
y en el caso G = 0, obtenemos una ley de conservacién
up + V® - F(u) =0, (2.9)

o equivalentemente
d
up + ij(u)xj =0
j=1

Notese que el teorema de localizacién no es mas que un resultado elemental so-
bre funciones continuas que proporciona un procedimiento simple para obtener las
ecuaciones de campo locales. De hecho, en el capitulo anterior, la continuidad del
integrando (y por lo tanto, el teorema de localizacién) en cada principio de balance
fue esencial para obtener las ecuaciones de Navier-Stokes. Sin embargo, en este
capitulo es importante hacer explicito este resultado pues, como hemos visto, un
principio de balance es una relacién integral, y por lo tanto puede satisfacerse por
funciones que no son diferenciables, ni siquiera continuas. Asi pues, en este caso,
el teorema de localizacién no es aplicable y la forma local del principio de balance
no tiene sentido.

Como primer ejemplo de una ley de conservaciéon podemos escribir las ecuaciones
de Euler (2.1) dentro de este panorama. Las variables de estado del sistema de
Euler forman el vector

p
pul
u=| pus |;
pus
pE
de las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) vemos que la funcién de flujo es
puL pu2 pus
. pui +p puIUL pUIUS3
F(p, pii, pE) = pu s pus +p pugus
puLU3 pu2u3 pu3 +p

(PE+p)ur (pE+pluz  (pE + p)us

y el conjunto de variables de estado es

[ 1
U = {(p,pii,pE) ERxR3>xR:p >0, E—§||ﬁ\|2>0}
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Si hacemos un pequeno ajuste de notacién

P u1
puL U2
u = puU2 =: us y
pu3 Uy
pE Us
la funcién de flujo se reescribe como
u us U4
2
u3 uus Uy
U + p 2’LL1 ul
i — U2u3 Uz U3 ua
F(u) = w2 D X
U2Ug uU3Ug Uy
w TP

Ul ul
(us +p)72 (us +p)id (us +p)it
mientras que el conjunto de variables de estado ahora es

us 1 [ud+ud+u?
U:{ueR5:u1>0,u—2(2 ug 1) >0}
1 1

y en este caso F(u) € C2(U, M(R?, R3)).
Nétese que la ecuacién constitutiva p = p(p, e) también se debe modificar, quedando

us 1 /u? +ud +u?
p=p(u1,—(2§’4 :
uy 2 uj

Un caso particular de las ecuaciones de Euler ocurre cuando el movimiento se da
en una dimension espacial z. En este caso las ecuaciones de Euler se reducen al
sistema

pt+ (pu)y =0 (2.10)
(pu)i + (pu® +p)z =0 (2.11)
(PE)¢ + (w(pE +p))e =0 (2.12)
Las variables de estado para este sistema son
P (51
u=\| pu | =| uw |; (2.13)
pE us
como r € Ry u € R? la funcién de flujo esta dada por
Fluy=|( pu*+p |= Lip |, (2.14)
(PE +p)u (u + p) a2

y el conjunto de variables de estado es

1 2
U{ueR?’:u1>O,u3(u2) >0}
U1l 2 Uy
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Obsérvese que, si en la ecuacién (2.10) hacemos Ny = pr, v M, = —(pu),
entonces Ny = M,.. Esto nos asegura la existencia de una nueva variable y (médulo
una constante), definida como

vi= [ plenie

es decir, la ecuacién de conservacién de masa en una dimensién espacial expresa
que, la forma diferencial dy = pdxr — pudt es exacta. Entonces tenemos que dx =
7dy + udt, donde T es el volumen especifico. Tras aplicar este camio de variables,
la conservacion de masa se escribe como

Uy = Ty.
Ahora bien, dada otra ley de conservacion Oyu; + 0, f; = 0, la forma diferencial
widx — f;dt =0
puede reescribirse como
u;(udt + Tdy) — f;dt =0,
y asi la nueva forma de la ley de conservacién es
O (Tui) + Oy (fi — uu,) = 0.
Usando los resultados (2.13) y (2.14) tenemos que
fo—uuz = p,
fs—uuz = pu,

entonces, las ecuaciones de Euler toman la siguiente forma

Tt — Uy = 0,
Ei + (pu)y, = 0,

donde p = p(r,e) = p(t71,e).
Inmediatamente observamos que el sistema (2.15) estd escrito en forma de ley de
conservaciéon, con

T . —u
u=| u y Fu)=| pu | €C}URY),
E pE

las variables de estado y la funcién de flujo respectivamente.

Con el fin de entender el cambio de variable (z,t) — (y,t), pensemos que el flujo
en cuestién ocurre en un tubo a lo largo del eje x con seccién transversal unitaria.
Vamos a asignar el valor y = 0 a una seccién transversal en z¢ = z(0,t), y luego el
valor de y en cualquier otra seccién lo tomaremos igual en magnitud a la masa del
medio entre esta seccién transversal y la seccién en xg. El signo de y serd postivo
o negativo, dependiendo de si la seccién de referencia estd a la izquierda o a la
derecha, respectivamente, de la seccién en cuestion. Asi pues, la variable y cumple

z(y,t)
y:/ plE,1)de.

(0,)
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Aqui p es la densidad en el punto x al tiempo ¢, en otras palabras, la densidad

esta considerada como un campo escalar con descripcion espacial, también llamada
descripcién euleriana, mientras que y por depender de la seccién de referencia y el
tiempo, es una variable material, y es mejor conocida como variable lagrangiana.
Noétese que el jacobiano del mapeo (x,t) — (y,t), J = p, se anula en presencia de
vacio, pues si éste se encuentra contenido en alguna region del espacio, entonces
para esta region p = 0, y entonces el mapeo ya no es un cambio de variable valido.
En este caso el volumen especifico se reduce a una masa de Dirac, con norma
igual a la longitud del intervalo donde estd contenido el vacio. Las ecuaciones con
descripcién euleriana también estdn mal planteadas en este caso, pues no puede
definirse la velocidad y los flujos fo y f3 se vuelven singulares.
Las ecuaciones de movimiento en variable lagrangiana para dimensiones d > 2 son
muy complicadas (especialmente la ecuacién de conservacién de momento lineal
pues involucra segundas derivadas temporales), por esto no lidiaremos con ellas en
este trabajo, sin embargo el lector puede referirse a [16, p. 190] para una deduccién
completa de éstas ecuaciones. Hay que destacar, sin embargo, que las ecuaciones en
variable Lagrangiana para una dimension espacial son fundamentales para la teoria
de gases unidimensionales como veremos mas adelante.

Ahora vamos a suponer que la energia interna es una funcién de la entropia y el
volumen especifico, es decir, e = e(S, 7), entonces
et = esS; +erTy,

la primera ley de la termodindmica asegura que de = 6d.S — pd7. Esto implica que
es =0y e, = —p, por lo tanto

er = 0S; — pri,
que, por la primera ecuacién del sistema (2.15) resulta en
er = 05 — puy.
Asi, podemos reescribir la derivada temporal de la energia total como sigue
E, = e +uuy
= 0S5, — puy — upy
= 05, — (pu)y.
Con este resultado, la ecuacién de conservacién de energia en el sistema (2.15) se

puede reemplazar con 8S5; = 0, y como 6 > 0, las ecuaciones de Euler en forma
Lagrangiana se pueden escribir como

Tt —uy = 0, (2.16)
u+py, = 0, (2.17)
Sy = 0. (2.18)

Se sigue de la ecuacién (2.18) que, en ausencia de discontinuidades, si inicialmente
el campo de entropia especifico es constante, entonces éste permanece constante en
el medio para todo tiempo. Por lo tanto, si S la consideramos como una constante
dada, podemos omitir la ecuacién (2.18) y en este caso la ecuacion de estado,
p = g(7,5), depende unicamente del volumen especifico, es decir p = g(7).



50 2. LEYES DE CONSERVACION Y SISTEMAS HIPERBOLICO-PARABOLICOS

Un gas que satisface este modelo se conoce como isentrdpico.
Bajo éstas hipétesis, el sistema (2.16) — (2.18) se reduce a

Tt —uy = 0, (2.19)
u +p(r)y, = 0. (2.20)

Este sistema de ecuaciones es conocido como sistema p, y, como podemos ver es un
sistema de leyes de conservacién. En efecto, las variables de estado y la funcién de

flujo son
~(3). 5 mo-( )

respectivamente. En este caso F(u) € C2(R2,R2) y p : RT — R es una funcién
no-lineal dada con segunda derivada continua, tal que p’ < 0y p” > 0.

Asimismo, el sistema p puede puede entenderse como las ecuaciones que gobiernan
las oscilaciones longitudinales de una barra eldstica, pero en este caso p se escribe
como p = —o, donde o denota el estrés en la barra.

Por otro lado, en regiones simplemente conexas, la ecuacién (2.19), implica la e-
xistencia de una funcién ¢ tal que ¢, = 7y ¢, = u. Con la introduccién de esta
funcién, la ecuacién (2.20) se convierte en

Git +p(Dy)y = b1 + D' (Py)byy = 0,
debido a que p’ < 0, esta ecuacién es una ecuacién de onda no lineal, donde la
velocidad de propagacién, v/—p’, depende de ¢,,.
Aunque las ecuaciones de la dindmica de fluidos se convertiran en nuestro paradigma
de estudio, el lector puede referirse a [30], como una fuente de modelos que resultan
en leyes de conservacién.

2.2. Ley de conservacion escalar

La ecuacién diferencial parcial més simple (y no trivial) que representa una ley
de conservacion corresponde al caso en que d =n = 1, esto es

u + f(u), =0, (2.21)

donde f(u) es una funcién escalar de una variable, esta ecuacién representa una
una ley de conservacion escalar. Como f(u), = f'(u)u, (en el caso diferenciable),
podemos escribir (2.21) como

ug + a(u)ug, =0, (2.22)

donde a(u) := f'(u). Esta ecuacién afirma que, la solucién u es constante a lo largo
de las trayectorias tangentes al campo vectorial ¥ = (1,a(u)) pues, la derivada de
u en direccién de U es

Dyu=Vu-U=u;+alu)u=0

y por lo tanto, si @ = z(t), define tales trayectorias, entonces se cumple que

dz
i a(u).

Ipara un gas perfecto, la hipétesis S = const. yace en una ecuacién de estado de la forma
p(7) = k=7 donde ¥ > 1 y k > 0 son constantes.
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Supongamos que a(u) = ¢, con ¢ € R una constante. En este caso la ecuacién
(2.22) queda

ug +cuy = Vu- (1,¢) =0, (2.23)
donde se observa que el campo vectorial ¥ = (1,¢) es ortogonal al gradiente de wu.

Debido a que el gradiente de una funcién es ortogonal a las curvas de nivel de ésta,
se infiere que las curvas de nivel de la funcién u = u(z,t), son las rectas

x = ct + xo, (2.24)

sobre las cuales la funcién u es constante. Estas lineas rectas son conocidas como
caracteristicas. La derivada de la funcién u a lo largo de las caracteristicas es

d
au(ct + xo,t) = we(ct + xo, t) + cug(ct + o, t),

y por (2.23) concluimos que %u(ct + xg,t) = 0, es decir, obtenemos una ecuacién
diferencial ordinaria que implica que u es constante a lo largo de las caracteristicas.
Si queremos determinar la evolucién de la variable de estado u es natural considerar

el problema de Cauchy,
us +cu, = 0,
u(z,0) = wo(x),
donde u € R, ¢ € R es una constante distinta de cero, (z,t) € R x [0,00), y el
estado inicial ug es una funcién dada de z. Gracias a las observaciones geométricas
hechas en los parrafos anteriores, podemos resolver este problema como sigue:
Supongamos que queremos determinar el valor de u en el punto (z,t); tracemos
la recta con pendiente ¢, que pasa por este punto y que intersecta el eje X en el
punto (zp,0). Obsérvese que existe una unica recta para cada punto (x,t) que
seleccionemos.
Esta recta es una caracteristica, pues satisface el problema de valores iniciales
z(t) = e
z(0) = xo.
Como la solucién es constante a lo largo de ésta familia de rectas, el valor de la
solucién en el punto (z,t) debe ser el mismo que en el punto (zg,0), esto es
u(w,t) = u(zg,0) = uo(xo),
debido a que xy = x — ct, concluimos que la solucién al problema de Cauchy es
u(z,t) = up(z — ct), (2.25)

si ug € Cl(R)

La solucién (2.25) representa una onda viajera que se mueve con velocidad ¢. En
este caso, esto significa que los datos iniciales se propagan (sin cambiar su forma
en el espacio), a la derecha si ¢ > 0, y la izquierda si ¢ < 0.

Si consideramos que la velocidad es una funcién de x, es decir ¢ = ¢(z), entonces
la funcién de flujo es f(u) = c¢(z)u, y en este caso

ut + (c(x)u), =0,
esta ecuacién se puede escribir como

ug + c(z)uy, = — (z)u.
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De forma similar, si diferenciamos v = u(x(t),t) respecto del tiempo, obtenemos la
ecuacion diferencial ordinaria

w(z(t),t) = —ad (z(t))u, (2.26)

para resolver esta ecuacién necesitamos primero conocer la ecuacién para las ca-
racteristicas; ésta puede obtenerse si notamos que la ecuacién diferencial parcial en
cuestion se puede escribir como

—

a(x) -N=0
—d' (z)u

donde N es el vector normal a la superficie z = u(x,t), asi, defnimos las carac-
teristicas como aquellas curvas que satisfacen el problema de valores iniciales

w(t) = a(z),
z(0) = xo.

Con esta informacién procedemos a resolver la ecuacién (2.26) con la condicién
inicial u(x(0),0) = ug(z). En ambos casos (¢ = const. y ¢ = ¢(x)), bajo hipdtesis
razonables de regularidad sobre la condicién inical, se puede demostrar que el pro-
blema de Cauchy tiene una una solucién igualmente suave en el espacio R x (0, 00)
(véase [12], [18]).

En general, para resolver el problema de Cauchy para la ecuacién (2.22) con una
funcién de flujo no lineal, podemos usar la misma idea que en el caso lineal, es decir,
para calular la solucién u(z,t) en algin punto (z,t) dado, buscaremos una curva
que conecte este punto con otro (xg,0) en el eje X. Mds atin, si podemos repetir
este proceso para cualquier punto (z,t), = € R, ¢t > 0, entonces podemos calcular
u(z,t) en cualquier punto usando la condicién inicial u(zg,0) = ug(z). Este es el
conocido método de caracteristicas.

Supongamos que x = z(t) es la ecuacién de la curva caracteristica que pasa por el
punto (xg,0); esto significa que, a lo largo de la curva x = x(t) se observa siempre
el mismo valor inicial ug(zp). En otras palabras

u(x(t),t) = uo(xo)

para cada t > 0. Si derivamos esta relacién respecto del tiempo obtenemos

&u(x(t),t) = ug(x(t),t) + ¢ (t)uy (x(t), t). (2.27)
Por otro lado, la ecuacién (2.22) queda
ug(x(t),t) + aluo(zo))ug (x(t),t) =0
de esta forma, si restamos esta tltima relacién de la ecuacién (2.27) queda
[#() = aluo(20))] ua ((t),) = 0.

Suponiendo que ug(x(t),t) # 0, concluimos que

&(t) = a(uo(zo))- (2.28)
Como z(0) = zg, encontramos que
x(t) = a(uo(zo))t + xo. (2.29)

Obsérvese que, las caracteristicas son rectas con pendiente a(ug(xo)) = f'(uo(zo)),
y por lo tanto, distintos valores de xg dan, en general, distintas pendientes.
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Para finalizar, usamos (2.29) en u(z(t),t) = ug(xo) con el fin de derivar una formula
para la solucién u, obteniéndo

u(z,t) = up(x — f'(uo(x0))t). (2.30)
Aunque ésta férmula parece bastante satisfactoria podemos revelar su patologia

con un analisis un poco mds preciso; primero notemos que (2.30) es en realidad una
forma implicita de la solucién, pues

u(z,t) = up(z — a(u)t),

por lo tanto, si suponemos que ug es continuamente diferenciable podemos derivar
implicitamente respecto de x

ury = up(z—a(u)t)(l — ayugt),

= wuy(zo)(1 — ayuyt),

y siempre que 1 + a,ugt # 0, se satisface que

ug
= 2.31
Y 1+ ayuht’ ( )
un calculo similar nos lleva a
U (2.32)
Up = ———— . .
T+ agut

Ahora es evidente que la solucién (2.30) no es vélida para todo tiempo ¢ > 0, pues
si 14 ayuyt — 0, las derivadas se vuelven infinitas.
Para establecer un teorema de existencia y unicidad de una solucién continuamente
diferenciable para todo tiempo ¢ > 0, se deben imponer condiciones sobre la fucién
de flujo y la condicién inicial. Como un ejemplo vamos a demostrar la siguiente
proposicién:

PROPOSICION. Supongamos que f € C2(R), ug € C*(R) y uff” > 0. Entonces,
la formula

u(z,t) = ug(z — a(u)t)

define una tinica solucion u(z,t) del problema de valores iniciales en el semiplano
t > 0. Mds ain u(z,t) € CL(R x [0,00)).

PRUEBA. Por el andlisis anterior sabemos que u estd definida implicitamente
por la ecuacion
O(x,t,u) =u—ug(xz — f(u)t) =0.
Como ug y f’ son suaves, el teorema de la funcién implicita asegura que esta ultima
ecuacion define u como una funcién de (z,t) simpre y cuando se cumpla la condicién

D, (z,t,u) =1+tf"uy #0.

En consecuencia, si f”uf, > 0, se sigue que ®, # 0. Por lo tanto la solucién dada
por el método de caracteristicas es suave y definida para todo tiempo ¢ > 0. (I
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Cuando los signos de u(, y f” son distintos la conlcusién de esta proposicién
sigue siendo vélida para tiempos pequenos pero, si dejamos que el tiempo trans-
curra esperamos el rompimiento de la solucion diferenciable, de acuerdo con las
férmulas (2.31) y (2.32).

Con el fin de comprender mejor este punto vamos a analizar las rectas carac-
terfsticas. Segun la férmula (2.29), la pendiente de cada caracteristica depende
de la condicién inicial y de la derivada de la funcién de flujo, por lo tanto, en
el caso no lineal, las caracterisitcas pueden intersectarse entre si. Por ejemplo, si
suponemos que a’(u) = f”(u) > 0y uy(z) > 0, las caracteristicas se intersectardn
en el semieje t < 0, pues si #1 < xg, entonces u; = ug(x1) < ug(x2) = uz y en
consecuencia a(uy) < a(uz), es decir, la caracteristica que pasa por x; tiene menor
pendiente que la que pasa por x2, por lo que las caracteristicas divergen en el primer
cuadrante cartesiano y por lo tanto no hay instersecciéon en ¢ > 0. Por otro lado,
si up(z) < 0, para x1 < x2 se cumple ug > ug, lo que implica a(u1) > a(usz), esto
significa que la caracteristica que pasa por xs tiene menor pendiente que la que
pasa por x1, y por lo tanto la interseccion de las caracteristicas ocurre al tiempo
t = (xg—x1)/(a1 —az) > 0. Esto implica que en el punto de interseccién la solucién
u debe tomar ambos valores u; y usg, algo imposible para una funcion.

Este argumento geométrico coincide con la proposicién demostrada pues afirma que
si a(ug(z)) no es una funcién creciente de x, entonces no existe funcién diferenciable
que resuelva el problema de Cauchy para todo tiempo ¢ > 0.

De acuerdo con la discusion anterior el tiempo en el que la solucién se vuelve sin-
gular debe coincidir con el valor de ¢ > 0 para el que se cumple 1 + a,ujt = 0, este

es
1

t=——
auu67
de hecho, el primer tiempo que satisface esta relacién estd dado por el minimo valor
de la funcién (a,u))~1; puesto que, a,uf < 0, definimos el tiempo de rompimiento
t* > 0 como

1

d —1
t* = — [ inf — = 2.33
(m dxa(uo(ac))) inf(a,uf(z))’ (2:33)
para ug(z) € CY(R) y uf(x) funciones acotadas. En el caso en que a(ug(z)) es

una funcién creciente de x, simplemente definimos el tiempo de rompimiento como
t* = +oo0.

Supongamos un flujo de particulas a lo largo del eje x que se mueve con velocidad
constante. Si u(z,t) es el campo de velocidades y = = z(t) la trayectoria de una
particula, entonces la velocidad de la particula al tiempo t satisface la relacion
z(t) = u(z,t) = const. Asi, tenemos que

d
au(a:(t),t) = ug(x(t),t) + ug (x(t), t)x(t) = 0,
por lo que el campo de velocidades satisface la ecuacion diferencial
Ut + vy =0, (2.34)

conocida como ecuacion de Burgers. Esta, es una ley de conservacién cuya funcién

de flujo es f(u) = Lu?, y por lo tanto se puede escribir como

2
L o
ue + | Fu =0. (2.35)
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Vamos a aplicar el andlisis anterior al problema Cauchy para la ecuacién de Burgers,
dado como

u +uuy, = 0, (2.36)
endondez € R, t >0y
1, si <0
up(z) = l—z, si 0<z<1
0, si x>1

De acuerdo con el método de caracteristicas, la forma implicita de la solucién es
u(z,t) = uo(x — ut), para 0 <t < t*. Debido a que la condicién inicial ug(x) sélo
es decreciente en el intervalo 0 < x < 1, el tiempo de rompimiento es

-1
t* = — | inf wuy(x =1
<:1:€[O,1] 0( )>
Debido a que ug(xz) =1 — x en el intervalo 0 < z < 1, la solucién esta dada por
u(z,t) =1— (z — ut),

que resulta en
1—=x
1—t’

u(x,t) =

para 0 <t <t =1.
Si xg < 0 las rectas caracteristicas son x(t) = ¢ + xo; por otro lado, si g > 1, las
caracteristicas toman la forma z(t) = z¢. Entonces, la solucién dada por el método
de caracteristicas es

1, s 2<t,0<t<1
u(z,t) = =Z, si t<a<1,0<t<1 (2.38)
0, si x>1,0<t<1

Fisicamente, esta solucion es poco satisfactoria pues no dice nada acerca del flujo de
particulas después del tiempo de rompimiento, asi pues, surge la pregunta critica:
qué sucede después de t* = 17 Como se mencioné anteriormente, una ley de
conservacion en forma integral puede ser satisfecha por funciones discontinuas, en-
tonces, para intentar contestar esta pregunta estudiaremos la forma maés simple de
éste tipo de funciones; aquellas que son discontinuas a través de una curva suave
x = y(t) y que satisfacen la ecuacién diferencial, en el sentido ordinario, sobre cada
lado de la discontinuidad. Denotaremos por u; y u, los valores de u sobre los lados
izquierdo y derecho de & = y(t) respectivamente. Tomemos a y b en el eje x de tal
manera que la curva y intersecte el intervalo a < x < b en algin tiempo t.

La cantidad total de u al tiempo ¢, Z(t), en el intervalo [a, b], es

b Y b
I(t):/ u(x,t)dx:/ u(z,t)dz+/ u(zx, t)dz,
a a Yy
entonces

az (Y d ’ d
i /a ugdx + "”CTZ; +/y urdr — Urdi;a (2.39)
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donde usaremos la notacién s = % para la velocidad con la que se propaga la
discontinuidad. Ya que, se satisface la ecuacién (2.21) para < y y > y ponemos
uy = —fy en (2.39), obteniendo
dZ
2 = f(u@)) = flw) +ws = f(u(b)) + f(ur) — urs.
Por otro lado, la ley de conservacién escalar afirma que
b

&ty = fula) — ().

a
Combinando estos resultados concluimos que

s(ur —w) = f(ur) = f(w),
esta relacién se conoce como condicion de salto y se denota como

slu] = [f], (2.40)

donde [h] denota el salto de la funcién h a lo largo de la discontinuidad y.
Para aplicar este resultado a la ecuacién de Burgers primero notemos que el choque

de las caracteristicas ocurre en el punto (1, 1), por lo que la discontinuidad x = y(t)
debe partir de este punto; en vista de la solucién (2.38), se propone u; = 1y u, = 0.

De esta manera, la condicién de salto (2.40), con f(u) = 1u?, es
_0-1/2 1
0—-1 2’
esto implica que la curva de discontinuidad debe ser
t 1
)=+
y(t) =5 + 3
En consecuencia, definimos una solucion para t > 1 como
1, si z< i
u(x,t) = { 0, si x>t (2.41)

Este tipo de soluciones son conocidos como ondas de choque o simplemente choques.
Hay que destacar que no tiene sentido sustituir esta funcién en (2.36) para verificar
que es solucién; lo mejor que podemos decir es que, tanto u; como u,. son soluciones
triviales de (2.36) sobre las respectivas regiones abiertas que no contienen a la curva
y(t), es decir, no esta claro en que sentido (2.41) es solucién del problema alrededor
de una vecindad de la discontinuidad. Maés atin, no sabemos si esta solucién es inica,
y si es fisicamente aceptable. Por lo tanto es necesario introducir una definiciéon
més flexible de solucién.

Una vez més consideremos el problema

us+ f(u), = 0, (2.42)

u(z,0) = wuo(z), (2.43)

para € R y t > 0, suponiendo que u(x,t) es una solucién continuamente diferen-
ciable en R x [0, 00). Decimos que u es solucién clésica.

Sea C4(R x [0,00)) el conjunto de funciones, ¢, continuamente diferenciables en

R x [0,00) que se anulan fuera de un conjunto compacto para t > 0, mds precisa-
mente

Cy(R x [0,00)) = {¢ € C*(R x [0,00)) : s0p(¢) es compacto},
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Podemos pensar en estas funciones como aquellas en las que (sop(¢)N(t > 0) C R,
donde R es el rectangulo 0 < ¢t < 7T, a < x < b, de esta forma, ¢ = 0 fuera de R
y sobre las rectas t =T, x = a y x = b. Nos referimos a ¢ como fucion de prueba.
Multiplicamos la ecuacién diferencial (2.42) por ¢ e integramos sobre R x [0, 00).
Queda

/00o /R [ut + fa] pdxdt = //72 [us + fz] pdxdt = /ab /OT [ + f,] pdtda = 0.

Noétese que en la ultima integral se intercambio el orden de integracién, algo que
podemos hacer ya que ¢ es de soporte compacto y u, ¢ son continuamente diferen-
ciables.

Si integramos por partes cada término respecto de t, obtenemos

b T b T b T
/ / uzpdtdr / up| dr — / / u@idtdx
a 0 a 0 a 0

b b
= —/ uo(x)gb(l‘,())dﬂi—/ ud)tdtd'ra

/()T/abfx¢da:dt:/OTf¢bdt—/OT/abf%dxdt.

Finalmente obtenemos
// [ugs + f(u)p,] dedt + / ugpdr = 0. (2.44)
t>0 t=0

Por otro lado, supongamos que una funcién suave u satisface (2.44) para cualquier
funcién de prueba ¢. Siintegramos por partes una vez mas, pero en el orden reverso
llegamos a la relacién

/ / [ut + f] pdadt Jr/ [uo(x) — u(x,0)] p(z,0)dz =0, (2.45)
o JRr R
valida para cualquier funcién de prueba ¢. Escogemos ¢ = 0 para ¢ = 0; entonces
la segunda integral se anula y la arbitrariedad de ¢ implica

us+ f =0 en R x (0,00). (2.46)
Si ahora escogemos ¢ # 0, para t = 0, de (2.45) y (2.46) obtenemos

[ tuate) = ut.0)) oz 0 = .
R
Una vez maés, la arbitrariedad de ¢ implica
u(z,0) =ug(z) enR. (2.47)

En conclusién, lo que se ha demostrado es que: u € C1(R x [0,00)) es una solucion
del problema (2.42) —(2.43) si y solo si la ecuacidn (2.44) se satisface para cualquier
funcion de prueba ¢.
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Sin embargo, (2.44) es valida ain si u es simplemente una funcién medible
y acotada, por lo tanto constituye una formulacién integral o débil del problema
(2.42) — (2.43). Esto motiva la siguiente definicién:

DEFINICION 2.2.1. Una funcién u(z,t) medible y acotada se llama solucién
débil de la ecuacion uy + fr(u) = 0, sobre un abierto Q de R x [0,00), si para
cualquier ¢ € C(2)? se satisface la relacién

/ /Q lude + f(u) ] dadt = 0. (2.48)

Diremos que u es solucion débil del problema de valores iniciales (2.42) — (2.43)
con condicion inicial, ug, medible y acotada siempre que (2.44) sea vdlida para toda
¢ € C{(R x [0,00)).

De esta definicién y los célculos anteriores podemos concluir que: toda solucion
clasica del problema de valores iniciales es también una solucion débil.

Previamente, usamos la forma integral del principio de conservacién para construir
una onda discontinua (2.41) , que permitiera resolver el problema de Cauchy més
alla del tiempo de rompimiento; ahora veremos que este tipo de funciones son solu-
ciones débiles de la ecuacién (2.42).

Con este fin, consideremos una curva suave I', sobre la cual u posee una discon-
tinuidad de salto, es decir, u tiene limites bien definidos sobre ambos lados de I, y
u es suave en cualquier regién abierta que no contenga a I'. Sea P un punto en T,
y B una bola centrada en P. Vamos a suponer que en B, I" estd dada por = = x(¢).
Sean Bj y By los componentes de B que estdn determinados por I'. Sea ¢ € C}(B);
entonces (2.48) se escribe como

// [uds + fps] dadt = //31 [uds + fPa) dxdt—|—//B2 [uds + fps] dedt = 0.

Ya que u es continuamente diferenciable sobre cada B;, el teorema de la divergencia

Il (w6 + 0] dadt = Il [(u6): + ()] dodt = / ol-uds + ).

Debido a que ¢ = 0 sobre 9B, las integrales de linea s6lo son disntintas de cero
sobre I'. Por lo tanto, si u; = u(x(t) — 0,t), y u, = u(z(t) + 0,t), tenemos
Q2

¢ [—udx + fdt] = o [—widz + f(w;)dt]
831 Ql
Q2
¢[—udz + fdt] = - ¢ [—urdr + f(u,)dt].
632 Ql

Esto resulta en
[ e~ (1)dr) =
r
Como ¢ es arbitraria y s = dx/dt, concluimos que u es una solucién débil, sélo si

slu] = [f (u)].

2C1 = {¢ € CL(Q) : sop(¢) es compacto y sop(¢) C Q}
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Una vez mds obtuvimos la condicién (2.40), sin embargo, esta deduccién revela
el verdadero significado de esta condicién de salto, pues, asegura que la funcién u
descrita anteriormente serd solucién débil del problema si y solo si la discontinuidad
se propaga segun la ecuacion

do_ flu) = f(u),

dt Up — U
en otras palabras, esta condicién restringe severamente el tipo de discontinuidad
que puede tener una solucién débil. Hay que mencionar que en dindmica de gases,
(2.40) es conocida como condicidn de Rankine-Hugoniot.

Aun con la introduccién de soluciones generalizadas y la condicién de Rankine-
Hugoniot, es imposible asegurar la unicidad de la solucién al problema de valores
iniciales. Como ejemplo consideremos la ecuacién de Burgers y el problema de
Cauchy asociado con la siguiente condicién inicial

0, si >0,
we={ 0% 720 249)

De a cuerdo con la condicién de Rankine-Hugoniot, s = 1/2, y en consecuencia una
solucién discontinua de tipo onda de choque es

u(a, t) = {

Consideremos ahora la misma ley de conservacién pero con condicién inicial inver-
tida, es decir

0, si x> it,

1

1, si x <3t (2.50)

0, si =<0,
uo () = { 1, si z>0. (2.51)

Por el mismo argumento, una onda de choque que se propaga con la misma veloci-
dad, s = 1/2, dada por

0, si x< it
w (@, t) = { 1, si x> %t. (2.52)

Por otro lado, no es dificil probar que la funcién

0, si <0
ug(z,t) =4 7, si 0<ux<t, (2.53)
1, si z>t

es una solucién débil al problema con condicién inicial (2.51), y por lo tanto no
hay unicidad para el problema de Cauchy. Una solucién del tipo (2.53) se conoce
como onda de rarefaccion. Es interesante notar que us es una funcién continua,
esto corresponde al fenémeno inverso del tiempo de rompimiento, pues en este caso
la condicién inicial discontinua dio lugar a una solucién continua. Cabe destacar
que esta patologia es distintiva de ecuaciones no-lineales.

Recordemos que la ecuaciéon de Burgers modela un flujo unidimensional con ve-
locidad constante, por lo que la pérdida de unicidad da lugar a la pregunta: ;de
entre todas las soluciones al problema en cuestién, es posible elegir alguna que sea
fisicamente aceptable?, y si es asi, jla solucién es unica?
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2.2.1. El criterio de entropia. Anteriormente se demostré que la ecuacién
O(z,t,u) =u—up(z— f(u)t) =0

define implicitamente una solucién clédsica u del problema (2.42) — (2.43) para tiem-
pos pequenos. De acuerdo con el teorema de la funcién implicita

D, _ ug
D, 1+tulf’(u)’
si suponemos f” > 0y ugy > 0, entonces

uy 1 E

Uy < T’f”t = ﬂ < 7

0
donde E = 1/C' y C = inf f”. De acuerdo con el teorema del valor medio, para
cada z,a € R, a > 0 y cada ¢t > 0 podemos asegurar que

E
U’(x =+ a7t) - U(Z‘,t) = ux(x +€7t)a < 7a7

para alguna & apropiada entre 0 y a. Asi, podemos establecer la siguiente condicion
de entropia
u(x + a,t) — u(z,t) < E
a -t
Geométricamente, esta condiciéon implica que si fijamos ¢t > 0, y variamos x desde
—00 a 00, cualquier salto de u sélo puede ser decreciente, es decir, en direccién de
la discontinuidad. La condicién de entropia no involucra a las derivadas de u por
lo que también concuerda perfectamente con soluciones discontinuas. Si hacemos
T9 = x + a, x = x1, entonces para xs > x1, (2.54) es equivalente a

(2.54)

FE E
u(we, t) — 7:1:2 < wu(xy,t) — 71:1,

es decir, la funcién z — u(z,t) — £ es decreciente.
Si ahora tomamos un punto = en la discontinuidad, tal que x1 < = < x2, y dejamos

que x1 y T2 tiendan hacia x, obtenemos
up(x,t) < w(z,t), (2.55)

donde u,(z,t) = limy_,,+ u(y,t) y w(zr,t) = lim,_,, - u(y,t).
Si suponemos que f”(u) > 0 y escribimos la condicién de salto de la forma

_ f(ul> - f(ur> — f,(€>7

Up — Uy

donde u, < ¢ < u;, entonces obtenemos la desigualdad

I w) > s> f'(u). (2.56)
Esta desigualdad tiene la siguiente consecuencia: Si nos fijamos en alguna carac-
teristica que comienza en cualquier lado de la discontinuidad y la sequimos en di-
reccion creciente de t, entonces, ésta intersectard la discontinuidad. Esto quiere de-
cir que si las discontinuidades satisfacen la condicién (2.56), ninguna caracteristica
que tracemos en direccién decreciente de ¢ intersectard la curva de discontinuidad.

Esto puede entenderse como una condiciéon de causalidad: el choque queda deter-
minado por los datos iniciales y no por eventos futuros.
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Cabe mencionar que nos referimos a (2.54) y (2.56) como condiciones de en-
tropia, pues, asi como la variable termodinamica sélo experimenta cambios con
signo definidos, estas condiciones afirman que los saltos sélo pueden tener una di-
reccién. De hecho, la generalizacién de (2.56) para las ecuaciones de la dindmica
de fluidos compresibles requiere que cualquier material que cruce la discontinuidad
sufra un incremento de entropfa.

Las consideraciones anteriores nos llevan a considerar a las soluciones entrépicas
como aquellas soluciones fisicamente admisibles. Por lo tanto hacemos las siguientes
definiciones:

DEFINICION 2.2.2 (Condicién de entropia de Lax). Una onda de chogque propa-
gdndose con velocidad s, asociada a una ley de conservacion escalar, que satisface
la condicion de Rankine-Hugoniot, se dice que satisface la condicion de entropia de
Laz si

fur) < s < f'(w). (2.57)

En particular, la onda de choque (2.50) satisface la condicién de entropia de
Lax, en efecto
1
0=ur = flu) <s=g5<1l=f(w)=u,
mientras que (2.52), no lo hace
1
O:ul:f’(ul)<5:§<1:f/(ur):ur.

Cuando f es estrictamente convexa, f”(u) > 0, entonces (2.57) se reduce a pedir
que u, < u;. Una segunda condicién de entropia es

DEFINICION 2.2.3 (Condicién de entropia de Oleinik). Si f es estricatmente
convezxa, " >0, se dice que u es solucidn entrdopica si existe una constante E > 0
tal que para toda a > 0, t > 0, x € R, se satisface

u(x + a,t) — u(z,t) < E
a ot

Igual que antes, la solucién (2.50) satisface la condicién de entropia de Oleinik,

para demostrarlo analizamos los siguientes casos

(2.58)

i) Siz > it entonces = +a > 3t, entonces

u(x + a,t) — u(z,t)

=0<

1

27
el mismo resultado ocurre si x + a < %t.

i) Siz < %t, pero %t < x + a, entonces

u(z + a,t) —u(x,t) O—1<1

a a t
Por otro lado, ndtese que la funcién (2.52) no satisface la condicién de entropia
de Oleinik, algo que es de esperarse pues esta funcién no satisface el principio de
causalidad antes mencionado.

Para concluir esta seccién y contestar las preguntas hechas anteriormente, es im-
portante mencionar que si ug € L*(R) y f € C?(R), se puede demostrar que el
problema (2.42) — (2.43) estd bien planteado en el sentido de Hadamard, esto es: la
solucion existe, es tinica y depende continuamente de las condiciones iniciales. Mas
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aun, la solucién satisface la condicién de entropia de Oleinik (2.58) y ésta implica
la unicidad de la solucién. La demostracién se puede encontrar en [32, p. 266-281].

Notese que se introdujo la condicion ug € L°°, esto es, suponemos que la condicién
inicial ug es esencialmente acotada; més precisamente: Decimos que una funcién
f:Q — R (o C) estd esencialmente acotada si existe M tal que

|f(@)] < M,

en casi todo punto de Q3. El infimo de todos lo nimeros M que cumplen esta
propiedad se conoce como supremo esencial de f y se denota como

[1flloc = esssup]f].

Si definimos una relaciéon de equivalencia: f ~ g si f = g en casi todo punto,
entonces el espacio £°()) se vuelve un espacio de Banach respecto de la norma
[| - |loo- Sin embargo, para los propdsitos de este trabajo, es suficiente pensar en
éstas funciones como medibles y acotadas.

2.3. Sistemas hiperbdlicos de leyes de conservacién

En la seccién anterior vimos que la ley de conservacién escalar lineal, (2.23),
tiene por solucién una onda viajera de la forma u(x,t) = wo(x — ct). Para un
sistema de leyes de conservacién no lineal podemos proceder de forma inversa y
buscar soluciones en forma de onda viajera. Con este fin consideremos el sistema
cuasilineal de leyes de conservacion

d
Uy + Z D (u)ug,, =0, (2.59)
j=1

donde Dfi(u) : U — R™ " denota la matriz jacobiana de f7 con respecto de u.
Vamos a suponer una solucién diferenciable u del sistema (2.59) en forma de onda

viajera, a saber,
u(z,t) = d(x - k — st), (2.60)
donde u : R — R™, es una funcién continuamente diferenciable, k € R%\ {0} es la

direccién de propagacién de la onda, y s € R su velocidad. Sustituyendo (2.60) en
(2.59) obtenemos

d
=sil'(y) + Y r Df (@(y))ad (y) = 0, (2.61)
j=1
donde y = x - k — st. Si definimos la matriz

d
Au, k) == ZHijj(u), (2.62)

la ecuacién (2.61) sugiere que @ debe ser un vector propio de A(u,x) con valor
propio s. Esto significa que las velocidades de propagacién serdan reales si las raices
del polinomio caracteristico de la matriz A(u, k) son valores propios de ésta. Con
esto en mente, hacemos la siguienete defincién:

3En general decimos que una proposicién es véalida en casi todo punto, si el conjunto de puntos
donde no es vélida, tiene medida cero
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DEFINICION 2.3.1. Un sistema de leyes de conservacion
d
w3 Plu)e, =0 (263)
j=1

se dice hiperbélico en el estado u € U, si para todo k € R\ {0}, la matriz A(u, k)
definida en (2.62) es diagonalizable sobre R. En otras palabras, la matriz A(u, )
tiene n valores propios reales

Al(uaﬁ) S )\2(u7/€) § S )\n(ua ﬁ)a

con respectivos vectores propios {ri(u,k)},_, que forman una base de R™.

Si ademds todos los valores propios son distintos se dice que el sistema es estricta-
mente hiperbdlico en u. Si el sistema es hiperbdlico (estrictamente hiperbélico) para
todo estado u € U, entonces se dice que es hiperbdlico (estrictamente hiperbdlico)
en todo U. Los valores propios \;j(u, k) de un sistema hiperbdlico también son lla-
mados velocidades caracteristicas del sistema en el estado u € U en la direccion
k € R%\ {0}.

De acuerdo con esta definicién un sistema de leyes de conservacién sera hiperbo-
lico si podemos encontrar n ondas (o frentes) distintas que se propagan en la di-
reccion k del espacio fisico. Los valores propios de A(u, k) determinarén la velocidad
de propagacién de éstas ondas mientras que los vectores propios correspondientes
especificaran la direccién de la amplitud.
De acuerdo con la interpretacién, es razonable pensar que la nocién de hiper-
bolicidad es invariante ante ciertos cambios de coordenadas suficientemente suaves;
podemos demostrar esto como sigue:

TEOREMA 2.3.1. Sea u € U una solucion continuamente diferenciable del sis-
tema (2.63). Supongamos también que ® : R™ — R™ es un difeomorfismo suave
con inversa ®~1. Entonces el sistema (2.63) es hiperbdlico si y solo si v := ®(u)
satisface el sistema hiperbolico

d
v + ZBj(v)vxj =0, enR?x[0,00), (2.64)
j=1

donde
Bi(v) := D, ®(® 1 (v)) A (& (v)) D, @ (v),
con AJ(u) := D, f(u), para toda u € U, v € ®(U).
PRUEBA. Las derivadas de u en términos de la nueva varible son
u, = D, (v)uy,
D@~ (v)vy,.

Como u es una solucién continuamente diferenciable del sistema (2.63) se satisface
la siguiente ecuacién

Ug;

d
D (W) + Y 4@ )Dy@ (), =0,

El teorema de la funcién inversa asegura que [D,®~!(v)]~! = D, ®(®~1(v)), por lo
que si multiplicamos por la izquierda la tltima ecuacién por D, ®(®~1(v)), obten-
emos (2.64).
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Obsérvese que las matrices
d .
B(v,k) = Z kB’ (v)
j=1

y A(u, k) son similares, pues
B(v, k) = Dy ®(u)A(u, £)[Dy @ (u, )] 5

por lo tanto, si una es diagonalizable sobre R, la otra también. Nétese que los
valores propios de B(v, k) estdn dados por \;(®7*(v), k). En concusién el sistema
(2.63) es hiperbdlico, si y solo si el sistema (2.64) también lo es. O

Como un primer ejemplo de leyes de conservacién hiperbdlicas, consideremos
el sistema p, (2.19) — (2.20). Recordemos que p : RT™ — R es una funcién no-lineal
dada tal que p’ < 0y p” > 0. Dado que las variables de estado y la funcién de flujo

=(0) v ro=(h0)

respectivamente, la matriz Jacobiana del sistema es

= 0 -1
DF(u) = A(u) = ,
w=aw={ 0 o)
en consecuencia el polinomio caracterfstico es P(\) = A2 + p/(7), v los valores
caracteristicos son

Ai(r,u) = +y/=p(7)
Aa(myu) = —/=p'(7).

La hipétesis p’ > 0 asegura que \; > 0y Ay < 0, esto implica que el sistema es
estrictemante hiperbdlico.

Por medio del teorema 2.3.1 podemos probar la hiperbolicidad de las ecuaciones
de Euler en una dimensiéon a través de un sistema cuasilineal equivalente. Para
esto, vamos a expandir las derivadas que aparecen en la ecuacién (2.11) y vamos a
sustituir en ella la ecuacién de conservacién de masa p; = —(pu),, esto resulta en

ut—i—uum—i—&:O.
0

Aplicamos este mismo paso a la ecuacién (2.12) tomando en cuenta que F = %UQ +e
y obtenemos

Dy _ 0.

e + uey, +

De esta manera las ecuaciones de Euler se reescriben como

pr +upy + puy = 0,
Ug + wy + Pe 0, (2.65)
p
Pug

e + uey, + = 0,
0
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donde p; = popy + De€z = 0. Supongamos que la funcién de estado es p = p(p, e),
y que p satisface las siguientes hipdtesis

p > 0, (2.66)
P, > 0, (2.67)
pe > 0. (2.68)

La ley de conservacién cuasilineal descrita en (2.65) estd dada por las variables de
estado

p
v=1[ u
e
v la matriz
u p 0
B)=| & uw |,
0 2 u
p

que satisfacen la ecuacién v, + B(v)v, = 0. El polinomio caracteristico de B(v) es

o~ o~

(u = A)[(u— A)? —% — )]
= (= N[u-N?-,

P())

donde las hipétesis (2.66) — (2.68) justifican la notacién ¢? := ’ijf +D, > 0. Asi,

los valores propios de B(v) son

A = u+teg
)\2 = u,
A3 = u-—c,

por lo tanto el sistema (2.65) es estrictamente hiperbdlico.
Nétese que el mapeo

p p
u | = ou
¢ e+ 3u2)
es suave y ademads invertible pues tiene por matriz Jacobiana
1 0 O
U 1 0],

e+ %u2 pu p
por lo tanto, las ecuaciones de Euler en una dimensién espacial y el sistema cuasi-
lineal (2.65) son equivalentes en el caso de soluciones clésicas.
Podemos obtener otro sistema equivalente si suponemos que e = e(p, s) y usamos
la relacién de = 0ds + p%dp. En este caso podemos calcular las derivadas de la
energia interna y obtener

p
e = jpt+98ta
p

ey = %pz + 0s,.
0
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Después de sustituir estas relaciones en (2.65) y usar la conservacién de masa obte-
nemos
pt + upy + puy =0,
p
ug + uug + f =0, (2.69)
st +usy, =0

que es un sistema cuasilineal equivalente a (2.65) pues el mapeo

@ (p,u,8)" = (p, pu, pE),

es suave con Jacobiano |D®| = p26. Es decir, este sistema también es equivalente
(para soluciones clésicas) al sistema de Euler (2.10) —(2.12). La diferencia radica en
que el sistema (2.69) considera la entropfa como variable termodindmica indepen-
diente, esto es p = p(p, s) y por lo tanto las condiciones (2.66) — (2.68) se convierten
en: p >0, py = Y Ps = Pees = 0pe > 0.

Como un ultimo ejemplo tomemos la ley de conservacién cuasilineal, en variable
Euleriana, que describe un flujo isentrépico en una dimensién espacial dada por

Ut + Uty + Pole _ 0, (2.70)
p
donde se ha supuesto p = p(p). En este caso la matriz Jacobiana
u - p
A(pv u) = ( Pp U ) ’
P
tiene por polinomio caracteristico P(\) = (u — \)? — p/(p) = 0, en consecuencia,

el sistema (2.69) serd estrictamente hiperbdlico si p’(p) > 0. Para este sistema las
velocidades caracteristicas son

Moo= u—/p, (2.71)
Ao = u++p. (2.72)

Nétese que este sistema es un caso particular del sistema (2.65) si suponemos que
la energia interna es constante durante el proceso.

Ahora, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
up + Au, =0, (2.73)

x € R ¢t >0 ueR"y Ae R"™ es una matriz constante y estrictamente
hiperbdlica; esto implica la existencia de n vectores propios reales y distintos:

Para esta matriz, ademds de los vectores propios derechos, Ar; = Ajrj, podemos
definir los vectores propios izquierdos: como aquellos que son vecotres propios dere-
chos de la matriz traspuesta A”. Sabemos que una matriz y su traspuesta tienen
el mismo espectro, entonces

ATl = N\,
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que es equivalente a [;A = A;l;. Por su definicién los vectores izquierdos también
constituyen un base de R™. Adicionalmente, si normalizamos dichas bases se tiene

que
1 st =k,
lﬂ"“{ 0 si j#0
Si definimos las matrices

tenemos que RL = LR = I. Inmediatamente concluimos que
LAR = Diag[A1, ..., A2] := A.

Como es de esperarse, la introducimos de la nueva variable Lu =: v, nos permite re-
ducir el sistema (2.73) a un sistema desacoplado; en efecto, si aplicamos el operador
L a la ecuacién (2.73) obtenemos

ve + Avg =0,
es decir
O + X\jOyv; =0, para j=1,..,n. (2.74)

Por los resultados de la seccién anterior, podemos resolver cada una de las ecua-
ciones (2.74) por el método de caracteristicas, pues, v; es constante a lo largo de
las rectas de la forma

T (t) = /\]’t + Zoj;, (275)
para cada j = 1,...,n. Esto significa que ahora es posible resolver el problema de

Cauchy: 4
us + Auy = 0,

u(z,0) = ug(x)
en (z,t) € R x [0,00). Para esto observemos que, cada v; estd dada por

’Uj(l‘,t) = Uoj(l’ - )\jt) == (LUO)j(SC - Ajt) = lj . Uo(SC - )\jf),

(2.76)

donde se ha puesto vy := Lug. Entonces la solucién al problema de Cauchy (2.76)
toma la forma
n n
u(z,t) = Ru(x,t) = Zvj(m,t)rj = Z(lj ~up(z — A\jt))rj.
j=1 Jj=1

Nétemos que, los valores propios A; representan las velocidades de propagacién de
las ondas v;, asi pues, el nombre de velocidades caracteristicas queda justificado.
Podemos hacer una definicién similar en el caso en que la matriz A depdende de la
solucién u, es decir, para el caso no lineal.

DEFINICION 2.3.2. Considérese el sistema de leyes de conservacion
ur+ F(u), =0, u(x,t)elU, xR, t>0, (2.77)

donde U es un subconjunto abierto y conero de R™ y F : U — R™ es un mapeo
suave. Una j—caracteristica, j = 1, ...,n, del sistema (2.77), asociada a la solucion
cldsica u, es una funcion x = xz(t) continuamente diferenciable, cuya grdfica estd
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contenida en el dominio de u, que es una curva integral de la ecuacion diferencial
ordinaria

v _ Aj(u(z, t))

dt ] ) )
para A\; un valor propio de la matriz Jacobiana DF(u) := A(u).

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones ordinarias asegura que,
por cada punto (zg,to) en el dominio de una solucién clasica de (2.77) pasa una
Unica curva de cada familia caracteristica.

De la defincién se infiere que un sistema estrictamente hiperbolico de leyes de
conservacion posee exactamente n curvas caracteristicas por cada punto (ac, t) en el
espacio-tiempo.

De acuerdo con lo anterior, una de las principales diferencias entre sistemas de leyes
de conservacion hiperbdlicos lineales y no lineales es que, en los primeros, todas las
ondas de una misma familia se propagan con velocidad constante; mientras que
en los tltimos, las velocidades caracteristicas varian con la amplitud de la onda.
Esto motiva las siguientes nociones sobre linealidad y no-linealidad para familias
de ondas.

DEFINICION 2.3.3. Sea r; vector propio de A asociado al valor propio A;, nos
referimos al par (\j,r;) como j—campo caracteristico.
Para cada j =1,...,n, decimos que el j—campo caracteristico del sistema (2.77) es
genuinamente no-lineal si

VEAi(u) - 1j(u) #0, YueU (2.78)
y linealmente degenerado cuando
VA (u) - 1j(u) =0, VueU. (2.79)

Como se puede notar, (2.78) y (2.79), estan relacionados con la derivada de A;
en direccién de 7;, por esto es claro que, un j—campo caracteristico es linealmente
degenerado si y sélo si la j—velocidad caracteristica, Aj;, es constante a lo largo de
las curvas integrales del campo vectorial r;(u).

Por definicién una curva integral del campo vectorial r;(u), es una solucién v(s) de
la ecuacién diferencial v'(s) = r;(v(s)). Esto implica que el j—campo caracteristico
es genuinamente no-lineal si A\; es mondtona a lo largo de las curvas s — v(s).

En vista de esta definicién, cuando n = 1, es decir, en el caso de la ley de con-
servacién escalar (2.21), A(u) = a(u) = f'(u) es la tinica velocidad caracteristica,
mientras que la direccién caracteristica asociada es r(u) = 1, esto significa que ésta
ecuacién es genuinamente no-lineal si y solo si f”/(u) # 0 para toda u € U, es decir,
f es estrictamente céncava o estrictamente convexa. Por otra parte, es linealmente
degenerada si y sélo si, f”/ = 0 para toda u € U, lo que implica que la ecuacién es
lineal.

Consideremos una vez mds el sistema p, (2.19) —(2.20). Como vimos anteriormente,
los valores propios de la matriz A(7, u) son

M(ru)=+v=p ¥ Aelru) = -1
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Los vectores propios asociados son

(@) v (e )

respectivamente. Si calculamos los gradientes respecto de las variables (7,u) de los
valores propios, obtenemos

N _p
V)\l = ( 2\/0_17/ > y V)\Q = < QVO—P/ >

17

C " (1)

1 ram . = — = — . n
Sip' <0y p” >0 aseguramos que VAj - 71 W Viy-rg #0ye
consecuencia, los campos caracteristicos del sistema p son genuinamente no-lineales.
Para las nociones de no-linealidad genuina y degeneracion lineal tenemos el siguiente

teorema:

TEOREMA 2.3.2. Sea u una solucion cldsica del sistema (2.77) y ® : R" — R"
un difeomeorfismo suave. La v = ®(u) satisface el sistema cuasilineal

v + B(v)v, =0, (2.80)

donde B(v) = D,®(® 1(v))A(®(v))[Du®(®~1(v))]~t. Entonces el j—campo
caracteristico del sistema (2.77) es genuinamente no-lineal (linealmente degenerado)
sty solo si el j—campo caracteristico del sistema (2.80) es genuinamente no-lineal
(linealmente degenerado).

PRrRUEBA. Basandonos en los cdlculos hechos durante la demostracion del teo-
rema 2.3.1 tenemos lo siguiente: Si A;(u) es valor propio de A(u) y r;(u) es el vector
propio respectivo, entonces

75 (v) = Dy®(2 7 (v))r; (27 (v)

es vector porpio de la matriz B(v), con valor propio A;(®~!(v). Entonces, la regla
de la cadena afirma que

D@1 (v) - 75 = Dy\j(u) Dy @ (0) D (@ (v))r (27 (v)). (2.81)

El teorema de la funcién inversa asegura que [D,® 1 (v)]™! = D, ®(®~1(v)), por
lo tanto

DyA(@7H(v)) - 75 = Dukj(u) - m(27 (v)),

en consecuencia, si el j—campo caractristico del sistema (2.77) posee la propiedad
de no-linealidad genuina, entonces el j—campo del sistema (2.80) también la tiene
y viceversa. La degeneracién lineal también es consecuencia de (2.81), se omiten
los detalles. (]

Por medio de este resultado podemos estudiar los campos caracteristicos de las
ecuaciones de Euler usando el sistema equivalente (2.69), con las hipétesis usuales:
p=p(p,s), p, >0, ps > 0. Adicionalmente anadimos la hipdtesis

Do > 0, (2.82)

que es equivalente a la condicién de convexidad de Bethe ([2, p. 3] y a la segunda
hipétesis de Weyl [34, p.105].
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Tomando en cuenta que p, = p,ps + PsSa, la matriz Jacobiana del sistema (2.69)
es

u p 0
Alpus)= | =2 u 2 |, (2.83)
0 0 wu

que tiene por polinomio caracteristico P(A) = (u—\)[(u — X)? —p,]. De éste vemos
que los valores propios son

A= ut /Py,
)\2 = u,
)\3 = u-— \/]Tp

Los vectores propios respectivos son, a su vez,

p Ps p
r = Pp y To = 0 , Ty = —\/Pp . (284)
0 —Dp 0

Luego, los gradientes de los valores propios son
(VPp)p 0 —(\/Pp)p
VA = 1 , Va=|[ 1], V= 1 . (2.85)
(\/pip)s 0 _(\/]Tp)s
Inmediatamente se observa que,

V/\Q Ty = 0,

para todo (p,u,s), es decir, el 2—campo caracteristico es linealmente degenerado.
Mientras que,

PPpp
VA -r = + P, >0
2./Dp P

PPpp
V)\g'ng—( +\/p)<0.
2,/Pp P
Por lo tanto, los 1 y 3—campos caracteristicos son genuinamente no-lineales bajos
las hipétesis establecidas. Por el teorema 2.3.2, las mismas conclusiones son validas
para las ecuaciones de Euler (2.10) — (2.12) y el sistema (2.65).

2.4. Ondas de choque admisibles

Como vimos en la seccién 2.2, cuando la funcién f’(ug(x)) no es una funcién
creciente de x, el problema de Cauchy para la ley de conservacién (2.21) no tiene una
solucién continuamente diferenciable para todo ¢ > 0, de hecho, la region maxima
de existencia de la solucién clasica es la banda R x [0,¢*), donde t* es el tiempo de
rompimiento dado por

= (inf Cch’(uo(x)))l.

En el caso de sistemas de leyes de conservacién mas complicados, también se puede
demostrar el rompimiento de la solucién clésica; por ejemplo, si consideramos el
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problema de Cauchy de una ecuacién escalar de la forma

d
ug + w)=0, zeRY t>0,
: ;fk( ) (2.86)

u(z,0) = uo(x),

donde las funciones escalares fr, k = 1,...,d, son suaves y son las componente de
una funcién vectorial f con d entradas, se puede demostrar el siguiente teoremas:

TEOREMA 2.4.1. Supdngase que ug, definida sobre R%, es acotada y Lipschitz
continua. Sea

d
p=ess it S 1 (uo(y))uon (9): (2.87)
yeR 3

Entonces, existe una solucion cldsica del problema (2.86) sobre el mdximo intervalo
[0,T*), donde T* = oo cuando >0 yT* = —u~! cuando p < 0. Mas atin, si ug
es de clase C*, también lo es u.

La demostracién de este teorema queda fuera de los propédsitos de este trabajo,
sin embargo el lector puede encontrarla en el capitulo VI del libro de Dafermos.
En este mismo, pueden encontrarse teoremas similares para sistemas mas generales,
en los capitulos V' y VII. Lo importante es reconocer que el tiempo de existencia
de la solucion cléasica es generalmente finito, y por lo tanto el estudio de soluciones
débiles es imperativo.

Al igual que en la seccién anterior, definimos el concepto de solucién débil, para un
sistema de leyes de conservacion general.

DEFINICION 2.4.1. Consideremos el problema de Cauchy para un sistema ge-
neral de leyes de conservacion

d
up + fj(u)zj =0,
! ; : (2.88)

u(z,0) = up(x),

sobre (x,t) € R? x [0,00), u € U C R” y f7 : U — R". Una funcién u €
LR x [0,00);U) (medible y acotada) es una solucion débil del problema (2.88)
si se satisface

0o d
/0 /Rd u- o+ J; F(u) - ¢y, dadt + /Rd o(x,0) - up(z)dx = 0, (2.89)

para toda funcion de prueba phi € C°(R% x R, R™).

Al igual que en la seccién (2.2) consideraremos soluciones u continuamente
diferenciables por pedazos del problema (2.88) de hecho, vamos a suponer que esta
funcién tiene una discontinuidad orientable descrita por el conjunto

Y= {(z,t) eR x R" : U(z,t) =0},
con vector normal 7 = (ny,...,ng,n¢)’. Suponemos que ¥ es una funcién suave,
asf, las componentes espacial, i, = (n1,...,nq)7, y temporal, 7, estan dadas por
. Ve N v,

Np = —F/—,, =
VIIVEE| + w2 VIIVEE[2 + 7
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En este caso, para cada (z,t) € X, definimos

. - h“l ,t + EA 3
. A~
up - - 11111 u((x, t) - GTL).

Bajo estas hipotesis, podemos obtener las condiciones de Rankine-Hugoniot para
el sistema (2.88), a saber

d
Aulu) + Y AL @) =0, (wt) € X (2.90)
j=1

la tinica dificultad en la derivaciéon de esta férmula yace en el incremento de la
dimension, por esta razén omitimos los detalles, sin embargo una derivacién com-
pleta, en el caso de una dimensién espacial se puede encontrar en [12, p. 571].
Para el caso d = 1, la discontinuidad ¥ es una curva suave C; si ademés suponemos
que ésta es la grafica de alguna funcién y(¢) : [0,00) — R, queda

Y=C=A{(z,t):z=y(t)}.
Asi, el vector normal estd dado por
1
n=—(1,—y9
vive
En consecuencia (2.90) se reduce a
[f (w)] = s[u], (2.91)

donde s = gy es la velocidad de propagacién de la discontinuidad. Aqui, se ha
puesto f! = f como la funcién de flujo sobre U C R™ y que toma valores en R,
esto significa que la condicién (2.91) es una relacién vectorial.
Debido a que la existencia de una onda de choque de la forma

. u, < st,
u(z,t) = { w T > st (2.92)

estd sujeta a la identidad f(u;) — f(ur) = s(u; — u,), podemos fijar un estado con-
stante ug y determinar el conjunto de estados u € U, que satisfacen las condiciones
de Rankine-Hugoniot. Esta observacién motiva la siguiente definicion:

DEFINICION 2.4.2. Dado un estado constante ug € U, definimos el conjunto de
Hugoniot de ug como

H(uo) :={ueU: f(u) — f(uo) = s(u — up) para una constante s = s(u,ug)} .

Se puede demostrar que el conjunto de Hugoniot de un estado ug € U consiste
en la unién de n curvas suaves H;(ug) (j = 1,...n), en alguna vecindad de uy (véase
[12, p. 584]), en donde cada una de éstas posee un conjunto de propiedades que
determinan la estructura de H(ug), entre éstas encontramos:

i) Sugdngase que para alguna j = 1,...,n el par (\;,r;) es linealmente de-
generado. Entonces para cada ug € U

s(u,up) = Aj(u) = Aj(ug) Yuo € Hj(uo).

i) s(u,up) = M + O(|u — ug|?), cuando u — ug con u € H(ug).
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Si consideramos un choque de la forma (2.92) tal que u, € H;(w) y ademads
suponemos que el j—campo caracteristico (A;,r;) es linealmente degenerado, la
propiedad @) asegura que las caracteristicas a la izquierda y a la derecha son pa-
ralelas a la linea de discontinuidad. Fisicamente, esto significa que no hay flujo de
particulas a través de la discontinuidad x = st. A esta linea se le conoce como
j—discontinuidad de contacto. En gases, por ejemplo, una discontinuidad de con-
tacto puede separar diferentes partes de un mismo gas o separar dos gases diferentes.
Por otro lado, si el campo (Aj,7;) es genuinamente no lineal tenemos que

Aj(ur) < Aj(u) 6 Ajur) < Aj(uy).

En vista de la propiedad i), cuando u, estd suficientemente cerca de u; se debe
satisfacer
Aj(up) < s < Aj(w), (2.93)

Aj(ur) < s < Aj(ur). (2.94)
El significado de la desigualdad (2.93) es que la j—caracteristica proveniente del lado
izquierdo alcanza a la j—caracteristica que proviene del lado derecho y colisionan
en la discontinuidad. Asi, la ”informacién” del pasado que se propaga a lo largo de
la j—caracteristica se pierde dentro del choque. En contraste, las ondas de choque
que satisfacen la desigualdad (2.94) se convierten en fuentes de nueva ”informacién”
que después se propaga hacia el futuro a lo largo de las j—caracteristicas.
Anslogamente al caso escalar, tenemos la siguiente definicién de solucién admisible:

DEFINICION 2.4.3. Supongamos que el campo (A;,rj) es genuinamente no-
lineal. Decimos que el par (uj,u,) es admisible si existe una onda de choque con
velocidad s que une el estado izquierdo u; con el estado derecho w, (o simplemente
ur € Hj(w)) y satisface la condicion de entropia de Laz, que es

Aj(ur) < s < Aj(w).

Si (ug, ur) es admisible, decimos que la solucion de la forma (2.92) es una j—onda
de choque o simplemente un j— choque.

2.4.1. Criterio de Entropia. La condicién de entropia de Lax, no es el tinico
criterio viable para determinar la solucién que es fisicamente razonable de entre las
posibles soluciones débiles del problema. El siguiente criterio, puede pensarse como
una extensién de la segunda ley de la termodindmica que es generalizada para
incluir otros sistemas que no sean mecanicos o térmicos.

La clave de este criterio de entropia es preguntarse ;bajo que condiciones un sistema
de la forma

ug + fz(u) =0, (2.95)
implica la existencia de una ley de conservacién adicional?; esto es, una ecuacién
de la forma

U, +F, =0, (2.96)

donde U = U(u) y F = F(u) son funciones reales.
Si llevamos a cabo las derivadas en la ecuacién (2.96) obtenemos

DUu; + DFu, = 0.

Esta misma relacién puede obtenerse de la ley de conservacion original escrita en
la forma
Ut + Dfuit = Oa
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si ésta la multiplicamos por DU y requerimos que
DUDf = DF.

DEFINICION 2.4.4. Un par de entropia/flujo de entropia para la ley de conser-
vacion (2.95), es un par de funciones (U, F), con U : R® - R, F : R" = R, que
satisfacen

DF =DUDY. (2.97)

La funciéon U recibe el nombre de entropia matematica, en analogia con las
ecuaciones de gases unidimensionales, donde la ecuacién S; puede derivarse formal-
mente. De los cédlculos anteriores y esta definicién, se sigue que, si u es solucién
clésica de (2.95), entonces

Ui(u) + Fp(u) = 0.

DEFINICION 2.4.5. Una solucidn débil de (2.95) satisface la condicion de en-
tropia (matemdtica) si existe un par de entropia/flujo de entropia donde el mapeo
u > U(u) es convezro y es tal que

//t>O(U(“)¢’t + F(u)¢,)dxdt <0,

para toda funcion de prueba no-negativa ¢.

Si u es una funcién de soporte compacto que satisface la desigualdad
Ur(u) + Fo(u) <0,

y suponemos que F(0) = 0, entonces al integrar respecto de x obtenemos

/ Uydz < 0,
R

/de
R

es una funcién decreciente en el tiempo.

La relacién (2.97) es un sistema de n ecuaciones diferenciales parciales para las can-
tidades U y F'. Por lo que si, n > 2, usualmente el sistema estara sobredeterminado
y no tiene soluciones. Sin embargo, hay casos importantes en los que existe una
solucién no trivial.

En el caso de sistemas genuinamente no lineales se puede demostrar que la condicién
de Lax y la condicién de entropia son equivalentes para choques débiles, esto es,
para choques en los que u; — u,. es suficientemente pequeno. Nos referimos a u; — u,
como la amplitud del choque.

lo que implica que la cantidad

2.4.2. Criterio del perfil viscoso. Consideremos las ecuaciones de movimiento
de un fluido viscoso, conductor del calor en coordenadas Eulerianas. Estas son

pt+ (pu)x =0,
(pu)t + (pu2 + p)m =UUgg,

o (£+0)] + (2 44)] st ..

donde se introdujo la entalpia ¢ = e + %. Suponemos que los coeficientes de vis-

(2.98)

cosidad y conductividad térmica u y k respectivamente son constantes positivas.
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Aunque la parte izquierda de este sistema corresponde a las ecuaciones de Euler y
por lo tanto, esta escrita en forma de ley de conservacién, el lado derecho involu-
cra derivadas de segundo orden, en consecuencia, el sistema no se puede llamar
hiperbdlico. Si tomamos como variables independientes p, v y 6, podemos escribir
(2.98) en la forma genérica

ug + f(u)e = (B(u)uz)z, (2.99)
donde
0 0 0
Bu)={(0 u 0 |. (2.100)
0 pu w

Un sistema de la forma (2.99) se llama parabdlico si los valores propios de la ma-
triz B(u) (sobre los complejos) tienen parte real no-negativa. De esta manera, el
sistema (2.98) es parabdlico pues por (2.100), los valores propios de B(u) son: 0, u
y K.

Con esta nocién establecida, notamos que los sistemas hiperbdlicos de leyes de con-
servacién usualmente surgen de fenémenos fisicos que ignoran mecanismos disipa-
tivos (y dispersivos). En modelos que se apegan mds a la realidad, estos mecanismos
dejan sentir su presencia en las ecuaciones mediante derivadas de 6rdenes superiores
que son multiplicadas por pequenios coeficientes de viscosidad. La consistencia del
modelo demanda que ambos conjuntos de ecuaciones estén cerca en algin sentido y
que las soluciones del modelo viscoso, en el limite cuando los coeficientes de viscosi-
dad tienden a cero, converjan a las soluciones del sistema de leyes de conservacion.
La idea es obtener la existencia de soluciones del sistema hiperbdlico como limite
de soluciones de algun sistema parabdlico, cuando los coeficientes de viscosidad
tienden a cero. Esta técnica se conoce como método de viscosidad.

Asi pues, consideraremos el sistema de leyes de conservacion

ug + fr(u) =0 (2.101)
como el ”1imite”* del sistema perturbado
ut + fu(u) = €(B(u)uz)s (2.102)

cuando € — 0.
Vamos a buscar soluciones de la forma

u(z,t) = U(m_ft). (2.103)

Sustituyendo en (2.102) obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(B{U)U") = f(U) —sU', (2.104)

r—
€

st Equivalentemente se

donde la derivada se toma respecto de la variable £ :=
puede escribir
BUU' = f(U) — sU +c, (2.105)
con ¢ una constante de integraciéon. Pero si queremos que las soluciones de esta
ecuacién converjan a la onda de choque dada cuando ¢ — 0, entonces debemos
pedir
lim U(&) =Uy, lim U(&) =U,. (2.106)

£——00 §—+o0

4Por lfmite nos referimos a soluciones débiles de (2.101) que son admisibles si y solo si son
limites puntuales en casi todo punto de sucesiones de soluciones u€ que son localmente acotadas.
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Aplicando estas condiciones de frontera obtenemos
BO)U' = f(U) = f(w) = s(U —w) = f(U) = fluy) = s(U —ur). (2107

De este resultado se infiere que tanto u; como w, deben ser puntos de equilibrio del
sistema (2.105). Nétese que el lado derecho de (2.107) se anula sobre el conjunto de
estados U que pueden unirse con u; mediante una onda de choque con velocidad s;
este conjunto contiene, en particular, el estado u,.. En general, decimos que el estado
u; estd conectado con el estado w,, por un perfil de choque viscoso (o simplemente
perfil viscoso), si existe un arco suave que une u; con u,, que es un subconjunto
invariante respecto del flujo de la ecuacién diferencial (2.107) y adicionalmente el
flujo esta dirigido desde u; hacia w,..

DEFINICION 2.4.6. Decimos que una solucion discontinua de la forma (2.92)
admite un perfil viscoso U, si U es una solucién de la ecuacion diferencial (2.105)
que satisface las condiciones de frontera (2.106).

Notese que, geométricamente, el perfil U es una érbita heteroclinica que une el
estado u; con u,.
De esta manera, la existencia del limite (en casi todo punto) de uf(x,t) cuando
€ — 0, como una funcién localmente acotada, queda asegurada si el perfil viscoso
U existe y es una funcion acotada con limites u; y u, cuando £ — +oo0.

DEFINICION 2.4.7 (Criterio de Viscosidad). Decimos que la discontinuidad
(up,ur; ) satisface el criterio de viscosidad, si existe un perfil viscoso U que satis-
face la definicion 2.4.6 para los valores de u;, u, y s.

Hay que destacar que el limite de u€ es una funcién de la forma (2.92), donde
los estados u; y u, satisfacen las condiciones de Rankine-Hugniot.
Debido a que el criterio de viscosidad implica el criterio de entropia, usualmente
se considera como una condicién suficiente de admisibilidad de soluciones débiles
([30, p. 221)).
Esta forma de abordar los sistemas hiperbdélicos de leyes de conservacién (es decir,
buscar la érbita que une los puntos de equilibrio u; y u,) se debe a Weyl ([34]),
sin embargo la nocién de peril viscoso fue introducida en dindmica de gases por
Rankine ([27]) y por Rayleigh ([28]), mientras que la forma general de la ecuacién
diferencial del perfil viscoso (2.107) se debe a Gelfand ([14]).
El criterio de viscosidad da lugar a cuestiones importantes sobre la convergencia y
la mera existencia del perfil viscoso, pues podriamos preguntarnos jcémo depende
el limite u de la matriz B(u)?, es decir, jpuede existir mas de un perfil viscoso cuyo
limite sea u? En el caso de un choque débil®, se puede demostrar la existencia de un
perfil viscoso que converge a una onda de choque admisible, como puede verse en
[30]. En el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, Gilbarg ([15]) demostré la ex-
istencia de un tnico perfil viscoso para el caso unidimensional, independientemente
de la amplitud de la onda de choque, un resultado que se discutird con precisién en
el siguiente capitulo.

5Esto significa que los estados u; y u, estdn suficientemente cerca, esto es, la amplitud del
choque satisface |u; — ur| < §, para § > 0, suficientemente pequefio.



CAPITULO 3

Existencia y unicidad de un perfil viscoso

Consideremos un fluido unidimensional en ausencia de un campo de fuerzas de
cuerpo y una fuente de calor volumétrica. Supongamos que el estado del fluido
queda determinado por el campo de temperatura 6, el volumen especifico 7 = %
y el campo de velocidad u € R. Esto significa que los campos de presién, energia
interna y entropia son funciones de 7 y 8 y estdn relacionados por la primera ley
de la termodindmica

0dS = de + pdr.

Para un fluido unidimensional el tensor de estrés es
T = 2pu, + Mug — py
y por lo tanto las ecuaciones de Navier-Stokes son

(P)e+ (pu)s = 0, (3.1)

(pu)e + (pu®)e = (A +20)tsz — Pa, (32)

(PE)¢ + (pEu), (A +2p) (wug) s — (pu)s + K0z (33)

Como se hizo para las ecuaciones de Euler, la conservacién de masa implica que
la forma diferencial dy = pdx — pudt es exacta, entonces podemos introducir la
variable lagrangiana y(z,t) = [ “ p(&,t)d¢ y la conservacién de masa se expresa

como 7; = uy. En esta representacién cada ley de conservacién dada se escribe
como

(Tui)e + (fi —uwi)y =0,
donde u; es la variable de estado y f; es la componente de la funcién de flujo. Cada
ecuacién del sistema (3.1) — (3.3) se puede escribir en forma lagrangiana si tomamos
como funciones de flujo

f2 = pu® = (A +2p)uy +p,
fs = pEBu— (A 2p)uu, + pu — kb,.
Asi (3.1) — (3.3) es equivalente a
Tt—uy = 0, (3.4)
Uy
Ut tpy = [(A + 2/1)*} ; (3.5)
T 1y
0
E, + (pu), = [(A + zu)% + n:] : (3.6)
y

De aqui en adelante, por simplicidad, haremos la identificacién A + 2u — p.

7
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Es evidente que ambos sistemas (3.1) — (3.3) y (3.4) — (3.6) pueden escribirse
como
we+ Fu)s = (Buju,), (3.7)
donde z € R, u, f € R3, B € R**3 tienen segundas derivadas continuas.
Si buscamos una solucién de (3.7) en forma de onda viajera que se mueve con
velocidad s a saber, u = U(x — st), con £ = x — st se debe cumplir

fe(U) = sUg = (B(U)Ug), (3-8)

Si el fluido en cuestién adquiere estados constantes Uy, Uy en x = co y £ = —00
respectivamente, debemos suplementar el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias (3.8) con las condiciones

lim U(&) = Uy, lim U(¢) = Us. (3.9)

£——o0 {—+o0

Como vimos en el capitulo anterior, una solucién con esta naturaleza se conoce
como perfil viscoso.
En este capitulo consideraremos un fluido con la descripcién anterior y demostrare-
mos la existencia y la unicidad de un perfil viscoso para el sistema (3.1) — (3.3) con
las condiciones (3.9) siguiendo la prueba de Gilbarg ([15]).
Para las ecuaciones de Euler (en ausencia de viscosidad y conduccién de calor) la
solucién debe ser una onda discontinua con la siguiente forma

| Uy, si xz<st
(@) = { Uy, si z>st (3.10)
donde Uy y U; satisfacen las condiciones de Rankine-Hugoniot
[f ()] = s [u]. (3.11)

Es de esperarse entonces que una solucién viscosa converja a una soluciéon discon-
tinua dada por (3.10) y (3.11). Bajo un conjunto de hipdtesis termodindmicas
propuestas inicialmente por Weyl ([34]), Gilbarg demostré que para cada solucién
discontinua de esta forma, existe un tnico perfil viscoso.

El problema de la convergencia se atendera en el siguiente capitulo, comenzaremos
aplicando (3.8) y(3.9) a nuestro sistema en cuestion.

Una solucién de tipo onda viajera para el sistema de Navier-Stokes (3.4) — (3.6)
significa suponer que el volumen especifico, la velocidad y la temperatura tienen la
forma

~

T(y,t) =7(y —st), u(y,t) =uly —st), 0(y,t) =0(y — st) (3.12)
y por lo tanto la condicién (3.8) es
—8?5 - ag = 0, (313)
—slg + D¢ = [Muf} ; (3.14)
e

-~ PR ﬁﬁg é\g

—sEe + (pu)e = p bR (3.15)
13
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Las condiciones de Rankine-Hugoniot son

s(ri—710) = —(u1 —up),
s(ur —up) = p1— Do,
s(Ex — Eyp) = piur — Polo.

Fisicamente una onda viajera U(y — st) es una onda que al propagarse no cambia
su forma, si en esta hacemos s = 0 obtenemos una onda estacionaria, por lo tanto si
utlizamos un sistema de referencia que se mueva con la onda, cualquier onda viajera
con velocidad s la podemos ver como una onda estacionaria. Por esto hacemos el
cambio de variables
(yvt) — (5 =Y - Stvt)7

entonces, por la regla de la cadena las derivadas de alguna funcién de estado v
cambian por

Vg > —SUg + Uy,
Uy — Vg

Por lo tanto una onda viajera es una solucién estacionaria del sistema

Tt — STg —Usg = 0, (316)
u
U — SUg +Ppg = [/Jf}g ) (3.17)
U 0
E, — sE¢ + (pu)e = [u: + nf} . (3.18)
3

Asi pues, el sistema a tratar es (3.13) — (3.15).
De acuerdo con (3.8) podemos obtener primeras integrales del sistema en cuestién
si integramos de —oo a £ y aplicamos las condiciones de frontera (3.9)

B(uug = f(u) = f(Uo) — s(u—Uo),

de forma similar se puede hacer para la condicién U;. La integracién en nuestro
sistema da

78(’7’77’01) — (U*UOl) = 0, (319)
U
—s(u—1up1) +p—po1 = uf, (3.20)
uY, 0
—s(E — Eo1) + pu — poruor = MTE + "075~ (3.21)

aqui el subindice 01 indica que (3.19) — (3.21) es vélido para ambos estados limite.
Debido a que la variable lagrangiana estd definida como y = [* p(¢,t)d¢, el flujo
de masa pu es una constante igual a —s, por ello el sistema (3.19) — (3.21) se puede
reescribir como

pu = ¢,
Uu,
i +p—p— = e,
-
0
puE +pu— pmt — g = oy
T T

para cp, c2 y ¢3 constantes.
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La ecuacién (3.16) implica que podemos definir una variable espacial Euleriana

como r = ng(w)dw, asl z¢ = 7; por la regla de la cadena y el teorema de la
funcién inversa, siempre que 7 # 0 obtenemos

pu = cq, (3.22)
pu’ +p—pu, = ca, (3.23)
puE + pu — puu, — kO, = c3. (3.24)

Este ultimo sistema corresponde a las primeras integrales de (3.1) — (3.3) cuando
el fluido se encuentra en un estado estacionario, es decir p; = u; = E; = 0.

Aunque en el siguiente andlisis usaremos el sistema (3.22) — (3.24), hay que destacar
que el sistema (3.19) — (3.21) tiene una ventaja importante; si sustitutimos (3.19)

en (3.20) queda
1

PTo = =2 [52(7'*7’01)4#7*1001] ; (3.25)
aplicando esta iltima ecuacién en (3.21) obtenemos
K0y = —s [E — Eo1 + (7 — 7o1) (po1 + su)] . (3.26)

Esto implica que las ecuaciones (3.25) y (3.26) forman un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden para 7 y 6, y escrito de esta forma es
evidente que sus unicos puntos de equilibrio son los estados Uy y Uy (este hecho,
serd 1til durante nuesto desarrollo). Més atin, esto signfica que el perfil viscoso
representa una orbita heteroclinica que conecta los dos puntos de equilibrio.

Ahora, nos dedicaremos a estudiar las ecuaciones (3.22) — (3.24), pues encierran las
propiedades necesarias para demostrar la existencia del perfil viscoso.
De (3.22) se tiene que u = ¢17, por lo tanto (3.23) se escribe como

2
Aar+p—plat)s = co,
ésta la manipulamos como sigue

:u(clT)a: = C%T +p—c2

C2 p
= C% (T2+2).
4

Si renombramos las constantes ¢; = b, 3 = a obtenemos
1

1
pre =3 [b*(T —a)+p]. (3.27)
Por otro lado (3.22) en (3.24) da
3
kO, = 72+¥7’—03+cle
il

N"Qw N"»—Qw

2c C 2 C 2
2 2 2 2

03 C2 2 02 C3Cq
= -1 T— 3 —&——2———&—016.
261 C1
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2
Ca

Sic= 2 — 5%, concluimos que
C1 C1
b? 9
KO, =1b e—E(T—a) —c|. (3.28)
Finalmente, como el problema es unidimensional es seguro escribir
do b2
Ko = b [e - 5(7 —a)? - c] = L(7,0), (3.29)
dr 1,
P = % [b°(T — a) + p| := M(7,0). (3.30)

De acuerdo con estas ecuaciones, los puntos de equilibrio Uy, U; deben satisfacer
las condiciones de choque

po+ b1 = pi+b*n =ba, (3.31)
b? b?
€0 — 5(7'0 —a)? = e - 5(71 —a)’=c. (3-32)

Hay que destacar que el sistema (3.29) — (3.30) es idéntico a (3.25) — (3.26), sin
M(r,0) L(7,0)
I
equilibrio en términos de 7 y 6, por esto, de aqui en adelante nos referiremos a

los estados de equilibrio como los puntos Zy = (79,60), Z1 = (11,01), por tanto el
dominio de defincién serd el conjunto de puntos Z = (7,6) y nos dirigiremos a él
como el plano Z.

embargo, el campo vectorial V(7,0) = ( ) determina los puntos de

3.1. Las hipétesis de Weyl

A continuacién estudiaremos un conjunto de hipdtesis termodindmicas consi-
deradas por Weyl, con éstas, deduciremos una serie de propiedades geométricas
para el plano Z y las funciones L(T,6), M(7,0) que serdn suficientes para probar
la existencia, unicidad y el comportamiento limite de un perfil viscoso.

La clase general de fluidos considerados por Weyl estd caracterizada por las si-
guientes condiciones:

I. En un proceso infinitesimal adiabdtico (i.e. con entropia S = const.) el
incremento de presion produce compresion, es decir

d
<T> <0
dp S=const

II. La razon de variacion de compresion —Z—; disminuye durante el proceso

d2
<27) >0
d P/ s=const

III. En el proceso continuo de compresion adiabdtica se puede elevar la presion
arbitrariamente alto.

IV. El estado termodinamico Z queda especificado unicamente por la presion
y el volumen especifico, y los puntos (7,p) que representan los posibles
estados Z en un diagrama (7,p) forman una regidn conveza.

V. Usamos la relacion de = 0dS — pdr.
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Por la hipétesis IV, la entropfa es una funcién de p y 7, S = S(p, 7). El proceso
adiabatico de compresién esta definido por

Spdp + Srdr = 0.
Debido a que la diferencial en V es exacta, podemos escribir
0(Spdp + Srdr) — pdr =0,
esto es equivalente a la relacion

(0Sp)r = (057 — p)p,

S 0, — 5,0, = 1.

Asi, S, y S; no pueden anularse simultdneamente y, para satisfacer I se requiere
que

dr S.

—=-=L <0,

dp Sr
es decir, S, y Sr deben tener el mismo signo.
Con el fin de suplementar el signo de S, y S, establecemos explicitamente una
hipétesis complementaria para I de naturaleza altamente plausible:

Ta. El calentamiento de una cantidad determinada de fluido a volumen cons-
tante, resulta en un aumento de su presion y temperatura.

Analiticamente esto significa que S, > 0y Sp > 0. La primera de estas relaciones
implica S; > 0, mientras que la segunda asegura

_ S

So 0,

>0,

es decir 6, > 0.

Noétese que la hipétesis IV establece el plano 3(7,p) como el conjunto de posibles
estados termodindamicos, a diferencia del plano Z, que los determina con los pares
(1,0). Para aplicar la condiciones de Weyl al plano Z consideremos el mapeo

(r,p) = (7,0),

definido por (7,0) := (7,0(r,p)). Este mapeo claramente es continuo y ademds
es biyectivo, pues, si (11,p1) y (72,p2) tienen la misma imagen (7,6), entonces
TL =T = To, y como 6, > 0 en el plano convexo (7,6), 6(r,p) es una funcién
creciente de p, entonces p; = ps. En consecuencia el mapeo es un homeomorfismo
y por lo tanto la imdgen Z(7,6) es simplemente conexa.

Las hipétesis I y II tienen un significado un poco mas profundo. Para comprenderlo
vamos a usar la ecuaciones de Euler en variable Lagrangiana, es decir, ponemos
k=X = p =0 en las ecuaciones (3.4) — (3.6). Como vimos en el capitulo anterior,
si suponemos que e = e(S, 7), las ecuaciones de Euler toman la forma (2.16) — (2.18);
en estas coordenadas la matriz Jacobiana de la funcién de flujo es

0 -1 0

Pr 0 ps ’
0 0 0
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con polinomio caracterfstico P(A) = A(A2 4+ Ap,) = 0. Este nos da como valores
propios
A= vV —Pr, >\2:07 >‘3:7\/7p7'-

Entonces, para asegurar que el sistema (2.16) — (2.18) es hiperbélico debemos re-
querir que p, < 0, siendo ésta la primera hipotesis de Weyl. Més atn,

Crr = —Pr > 07

por lo tanto ésta suposicion es equivalente a la convexidad de la ecuacién de estado.
Por otro lado, los vectores propios asociados a Aq, A2, A3, son

T
—-Pp
U1 = (]-a_)‘lvO)Ta Vg = <07Tal> , U3 = (17>‘1a0)T7
Ps
respectivamente. Debido a que Ay = 0 la segunda familia caracteristica es lineal-
mente degenerada, mientras que para la primera familia tenemos que

9 1 —Drr

5.V P =5 o) 70,

de forma similar VA3(U) - vs # 0. Es decir, la segunda hipétesis de Weyl asegura
que la primera y tercera familias caracteristicas son genuinamente no lineales.
Como se discutié en el capitulo anterior, esto significa que todas las ondas en
la primera o tercera familia tienen velocidades caracteristicas que dependen de
la amplitud de la onda; mientras que, para la segunda familia, las velocidades
caracteristicas son constantes y todas las ondas se propagan con velocidad fija.
Asi pues, las hipdtesis de Weyl, mas alla de ser suposiciones fisicamente plausibles,
aseguran que las ecuaciones en cuestion, poseen la estructura matemaética discutida
en el capitulo anterior.

V)\l(U> sV =

3.1.1. La relacién de Hugoniot. Si permitimos discontinuidades de salto
en un fluido unidimensional y especializamos las condiciones de Rankine-Hugoniot
al caso de las ecuaciones de Euler (con descripcién Euleriana) obtenemos las condi-
ciones de salto:

—s[pu] + [pu® + p] =0,

u? u?
—s [[)Qere] + [(pp2+pe+p> u] =0,

donde s es la velocidad de la discontinuidad. Por conveniencia, como se hizo al prin-
cipio del capitulo, denotaremos con los subindices (0) y (1) los estados a la izquierda
y a la derecha de la discontinuidad respectivamente. Introducimos también las ve-
locidades relativas

(3.33)

v, =s—u;, 1=0,1.

De esta manera, en el sistema de referencia donde la discontinuidad esta en reposo,
las condiciones (3.33) se leen:

Polo = pivi =m, (3.34)
Povg + Po p1vi + p1, (3.35)

v3 v?
m | — 4+ eg + poTo = m 5+61 +pi71 | . (3.36)

2
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De acuerdo con la desigualdad de Clausius-Dunheim, la entropia del sistema sélo
puede incrementarse, por lo tanto, las condiciones de salto para la entropia son

Como se menciond en el capitulo anterior, distinguimos dos tipos de discontinuidades:
las discontinuidades de contacto (m = 0) y las ondas de choque (m # 0). Consid-
eremos éstas ultimas.
Nétese que, si usamos la entalpia, i = e + pr, en la relacién (3.36), obtenemos
2 2

’UO . Ul .

— +ig == +1 3.38

2 "0 T (3.38)

Luego, si usamos (3.34) y (3.35), obtenemos

70(po — p1) = vo(v1 — vo),
71(po — p1) = v1(v1 — o)
y por lo tanto, sumando estas ecuaciones, obtenemos
(10 +71)(p1 — po) = v§ — 7. (3.39)
Aplicando esta dltima relacién en (3.38), queda

(p1 —po) (0 +11)/2 = i1 — do,

0, como ¢ = e + pT,
(7'0—7'1)(])1 +p0)/2:61—60. (340)
Como (3.40) sélo involucra cantidades termodindmicas, es particularmente titil.
Esta relacion fue estudiada inicialmente por Hugoniot y es conocida como relacion
de Hugomniot.
Definimos la funcidn de Hugoniot, con centro en (79, pg) como
(1 —70)(P + Po)

H(r,p) = e(r,p) = e(r0,po) + 35— (3.41)

Si (70,p0) estd fijo, la gafica de los puntos (7,p) que satisfacen H(r,p) = 0, es
la curva de Hugoniot. Esta caracteriza todos los pares de valores (7,p) que son
compatibles con (79, pg) a través de la discontinuidad de choque!. La funcién de
Hugoniot posee un conjunto de propiedades importantes y es muy util para deter-
minar transiciones de choque, como puede verse en [8].

La diferencial de H, es
1 1
dH = de + §(p+po)d7' - 5(7'0 — 7)dp,
si usamos V, podemos escribir

1 1
dH = 6dS + §(p0 —p)dr + 5(7’ — 79)dp

o equivalentemente

dr :=2(dH — 0dS) = (po — p)dt + (1 — 79)dp, (3.42)

IN6tese que esta definicién corresponde al conjunto de Hugoniot definido en 2.4.2, simplemente
estd especializado al caso de la dindmica de gases unidimensional.
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de donde se infiere que a lo largo de cualquier rayo? que pasa por Zy, dr = 0, es
decir, dr es una diferencial exacta, y se cumple que

dH = 0dS. (3.43)

Ahora, por la hipétesis III, podemos considerar la adiabatica, S = Sy, que pasa
por Z, y seguirla para presiones mayores que pg. A lo largo de la adiabdtica, dr es
positiva si el incremento dp es positivo,

dr dl

- R=(ro—7)+ (p —po)dp >0 para p> po. (3.44)
En efecto, por la hipétesis 1T
dR d’r
i (p—po)dTp >0 para p > po,
y como R se anula para p = pg, debe ser positiva para p > pg, esto es
P dQT
R= / (p —po)%dp > 0. (3.45)
Po

Por otro lado, si consideramos la pendiente de la recta que une (79, po) con el punto
(7. p),

P —Do
s = ,
TO — T
podemos escribir
dr = (10 — 7)%ds, (3.46)
lo que implica
ds _ R(ro—71)*>0
dp 0 '

De esto concluimos que s = s(p) es una funcién monétona creciente. Més adn, si
To > T, se tiene

s — P —Po > P —Po

T0 — T T0

por lo tanto, si p — oo (hipétesis III), s — co.
Esto significa, que sobre la curva de Hugoniot, H(Zy,Z) =0, conp > pg y 70 > T,
el coeficiente direccional, s = p — pg/m9 — 7, se incrementa desde un valor mg hasta
oo. En donde m denota la derivada adiabédtica —dp/dr y my es su valor en el punto
Zy. Con esto en mente, enunciamos el siguiente teorema:

TEOREMA 3.1.1. [34, p. 112]. El contorno de Hugoniot, H(Zy,Z) = 0 es
una curva simple sobre la cual s = (p — po)/(170 — T) crece mondtonamente desde
mo = 7(‘%5:50 en Zy hacia +0o cuando Z se mueve por la rama superior, p > po,
T <70

)

Noétese ademds, que 7(p) es una funcién mondtona decreciente de p.

2Si consideramos la recta que pasa por el punto Zy, en el plano 3, entonces escribimos p =
po + al 'y 7 = 10 + bl, donde el vector (a,b) # (0,0) determina la direccién de la recta; si ademds
retringimos [ > 0 obtenemos una media recta o el rayo que pasa por Zp.
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Para completar la prueba de este teorema se necesita parametrizar la curva de
Hugoniot, sin embargo, este resultado se puede encontrar en [34, p. 112].

En lo que sigue, consideramos un rayo en la regiéon 7 > 0, p > 0, a saber,
p=po+at, T=T7y+ bt.

A lo largo de este rayo tenemos que

as as oS )

s’ oS’ 8S’b_ 9%S 9 %8 b 62Sb2
%—apa‘i‘ﬁ —%U/"‘ apaTG/ +% .

Para continuar con nuestro estudio del contorno de Hugoniot, haremos uso de los
siguientes lemas:

LEMA 3.1.1. Si S’ = 0 para cierto valor de t, entonces dS'/dt < 0 para el
mismo valor.

PRUEBA. De la hipétesis tenemos que aS, + bS; = 0, de donde podemos
sustituir el valor de a en dS’/dt para obtener

s’ o (52 ,S: )
— = Spob (sp) —28,.b 5t S b2,

multiplicando esta identidad por 53 y dividiendo entre b obtenemos

2 ’
(i) O 5,82~ 25,05.5, + 5.5,

Por otro lado, por las hipétesis I y II, ademads de la regla de la cadena, podemos

asegurar que
__Prdp_d [ dr\_d (5,
d?pdr  dt dp) dt S, )

Si calculamos la derivada del cociente, ésta tultima desigualdad se puede reescribir

€como s d(—5,)
— T — — p
Sp dt Sr dt

<0,
de donde se obtiene que
SppSZ = 28,:5:5p + 8- 52 <0
y por la identidad anterior, se sigue que dS’/dt < 0. (]
LEMA 3.1.2. Si S’ <0 parat =0, entonces S’ < 0 para t > 0.

PRUEBA. Primero supongamos que S’ < 0 para ¢t = 0. Por contradiccién: Si
S’ cambia de signo para algun valor de ¢, entonces, debe existir ¢t = #; tal que
S’ = 0 para este valor. Conforme S’ < 0, se acerca a t = t, ésta funcién comienza
a ascender, en sus valores, en una vecindad de ¢ = t1, lo que implica que, en esta
vecindad, dS’/dt > 0. En consecuencia, tenemos que S’ = 0y dS’/dt > 0, para el
valor t = t1, que es una contradiccién al lema 3.1.1.
Para el caso S’ = 0 para t = 0, tenemos que dS’/dt < 0 para t = 0; en consecuencia
los valores de S’ se vuelven negativos para valores t > 0, y como se observa en el
argumento anterior, S’ s6lo puede permanecer negativo. Esto prueba la afirmacién.

O
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Ahora procedemos a probar el siguiente teorema:

TEOREMA 3.1.2. ([34, p. 110]). Para cualesquiera dos estados Zy, Z1, unidos
por la relacion de Hugoniot H(Zy, Z1) = 0, se satisfacen las siguientes desigualdades

(p1 — po)(To — 11) > 0, (3.47)
(1 —po) +mo(11 —70) >0, (p1 —po) +ma(m1 —70) <O. (3.48)

PRUEBA. Consideremos el rayo que pasa por los puntos Zy y Zi, donde a =
p1—poy b= 7T — 79y los puntos en cuestion satisfacen la relacién de Hugoniot,
H(Zy,Zp) = 0. Supongamos que a > 0y b > 0; entonces, las hipdtesis I y Ia
aseguran que S’ > 0 y en consecuencia S es mondtona creciente sobre el segmento
ZyZ,. Por otro lado, si integramos la identidad (3.43), a lo largo de este segmento,

se obtiene que
Zy

H(Zy, Zp) :/ 0dS =0,
Zy

lo que es imposible si S’ > 0. De esta misma manera, descartamos la posibilidad
a <0,b<0. Esto prueba la desigualdad (3.47).

Luego, supongamos que S’ < 0 para t = 0, entonces por el lema 3.1.2, S’ serfa ne-
gativo para todos los valores de t > 0, por lo tanto, S, serfa una funcién monétona
decreciente de t, conforme Z se mueve en el segmento desde Z; hasta Z;. Esto,
una vez més serfa una contradiccién a la identidad (3.43) integrada desde Z hasta
Z1. En consecuencia, para Zj se satisface que

a(Sy)o + b(S:)o > 0,

que es la primera de la desigualdades en (3.48). La segunda desigualdad, es conse-
cuencia de intercambiar los papeles de Zy y Z7 y proceder andlogamente. ([

Los argumentos anteriores muestran que: mientras Z se mueve a lo largo del
rayo, desde Zy hasta Z;, S’ comineza con un valor positivo (desigualdad (3.48));
debido a la relacién (3.43) y a que Zy y Z; satisfacen H(Zy, Zy) = 0, S’, debe cam-
biar de signo antes de que el punto Z, alcance al punto Z;. Luego, S’ permanece
negativo desde el momento en que se anula por primera vez. Por la relacién (3.43),
este comportamiento es el mismo para dH/dt, lo que implica que, H, inicialmente
crece mondtonamente hasta un maximo positivo y desputies decrece, pasando, du-
rante el descenso por el valor cero en el punto Z;. De aqui, podemos concluir el
siguiente corolario:

COROLARIO 3.1.1. Sobre el rayo que pasa desde el punto Zy hasta Z1, el punto
Z = Zy, es el unico ademds de Zy, para el que se satisface la relacion de Hugoniot,
H(Zy, Zo) = 0.

Supongamos 7y > 71. Si combinamos las desigualdades (3.48) obtenemos
P1—Po

mo < b2 = < mq (349)
To — T1
que también se puede escribir como
pPoCo < ‘bl < pic1, (350)

donde ¢; denota la velocidad del sonido en el estado i = 0,1 y estd dada como

dp 2 dp 2 2
L = 2% = 72m; = ¢ 3.51
d[) S=cte T dt | s=cte Tm € ( )
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De esta manera, las relaciones (3.50) y (3.51) afirman que: la velocidad del flujo en
el estado (0), relativa al frente de choque, es supersdnica, mientras que en el estado
(1) es subsdnica.

De acuerdo con la desigualdad (3.47), alguna de las desigualdades p; > po, 70 > 71
0 po > p1, T1 > T, se satisface para dos estados distintos Zy y Z7, que satisfacen
la relacién de Hugoniot. Con el fin de determinar la desigualdad correcta, con-
sideremos una vez mas la curva adiabatica S = const sobre la que p se incrementa
mondtonamente desde py hasta +o0o mientras que s = (p—pg)/(70—7) se incrementa
desde mg hasta +o00. Por las identidades (3.42) y (3.44), sobre la curva adiabdtica,
se cumple que

1 1
dH = —=dr=—-Rd
2% T T
y en consecuencia, la desigualdad (3.45) implica que
LEMA 3.1.3. H(Z1,Zy) es negativo sobre la curva adiabdtica S = const.

De hecho, combinando lo anterior con la desigualdad (3.44) obtenemos la si-
guiente férmula explicita para H(Z4, Zy) sobre cualquier punto Z 4 sobre la curva

adiabatica
1 [Pa 1 pa 1 [PA dR
(Za, Zo) 2/}90 p=—5R0p pA)pO 2/170 (pa p)dp
1/PA d27'
=—5 (p —po)(pa —p)—5—dp <0
2 Jp, d2p

donde se usé integracion por partes y la integral se toma a lo largo de la curva
adiabética. Con este resultado podemos demostrar el siguiente teorema

TEOREMA 3.1.3. Para cualesquiera dos estados Zy y Z1 que satisfacen la relacion
de Hugoniot se tiene que:

a) Sip1 > po, T0 > T1, entonces S1 > Sp.
b) Sip; < po, To < T1, entonces S; < Sp.

PRUEBA. Comencemos por el inciso a). Consideremos el rayo R desde Zj hasta
Zy; éste, tiene como pendiente s = (p1 —po) /(70 — 1), cuyo valor se encuentra entre
mg vy +00, y por lo tanto R se intersecta con la curva adiabatica en algiin punto
Z4 = (pa,7a), donde, de acuerdo con el lema 3.1.3,
Za 1 PA
H= 0dS = —— Rdp < 0.
Zo Po
Luego, por el teorema 3.1.2, existe un punto Z’ donde se alcanza el méximo valor
de H, antes de alcanzar el punto Z; para el que se cumple
Zy
H(Zy,Zy) = 0dS =0,
Zg
y por lo tanto, esto ocurre antes de alcanzar el punto Z4. En consecuencia, el
valor S1, en el punto Z; de la curva de Hugoniot es més grande que su valor en Sy
en Zy. Esto prueba el inciso a), obviamente, el otro caso admisible resulta en la
desigualdad invertida, lo que nos lleva a conlcuir b). ([

De esta manera, la desigualdad (3.37), s6lo se satisface si py > poy 70 > 71 ¥
por lo tanto, éste es el unico arreglo posible. Por simplicidad nos referimos a esta
configuracién como Z; > Zj.
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Algunas de las afirmaciones anteriores son importantes para el anglisis poste-
rior, por lo que nos permitimos destacarlas en el siguiente corolario, consecuencia
de los resultados anteriores:

COROLARIO 3.1.2. Supongamos dos estados distintos Zy y Z1 que satisfacen la
relacion de Hugoniot tales que p1 > po y 70 > T1.
i) El rayo que pasa por Zy y por Zi con pendiente b*> = (p1 — po)/(10 — 1)
intersecta la adiabdtica S = Sy en el punto Z4, donde Z1 cae entre Zy y
Z4a.
ii) La pendiente, b2, de este rayo, satisface la desigualdad (3.49).

Para mas detalles sobre estos resultados referimos al lector a consultar [34].
Mientras que, para profundizar en las propiedades de la relacién de Hugoniot se
recomienda [8].

Concluimos esta seccién con la demostracién del siguiente teorema, que es crucial
para demostrar la existencia y la unicidad del perfil viscoso.

TEOREMA 3.1.4 (Weyl;1944). Los tunicos puntos de equilibrio del sistema de
ecuaciones diferenciales (3.29) — (3.30) son Zy y Z3.

PRUEBA. Supongamos que existe otro punto de equilibrio ademés de Zy y Z1,
sea tal Zy. Entonces, se deben satisfacer las condiciones de choque

b*10 4 po = b*11 4 p1 = b*12 4+ p2 = b%a

b2 2 2

b
ey — 5(7'0 —a)=e — 5(71 —a)?=e;— 5(7’2 —a)?

La primera de éstas condiciones asegura que Zy, Z; y Z2 son colineales en una
recta con pendiente —b?, donde podemos asumir la configuracién Zy < Z; < Zs.
Luego, la segunda condicién de choque demanda que Z = Z; y Z = Z5 cumplan la
relacién de Hugoniot, que es H(Z, Zy) = 0; ésta es una contradiccién al corolario
3.1.1, que asegura que no puede haber méas de un punto en el rayo que pasa por Zj
que satisface la relacién de Hugoniot. Por lo tanto Zy y Z; son los unicos puntos
de equilibrio de las ecuaciones del perfil viscoso. O

3.2. Propiedades geométricas del plano Z

Como se mencioné anteriormente, las hipétesis de Weyl estan desarrolladas
para el plano 3(7,p), sin embargo, al principio de la seccién 3.1 se demostré que
el mapeo (7,0) = (7,0(7,p)), es un homeomorfismo y en consecuencia los planos
3(r,p) y Z(t,0) son topoldgicamente equivalentes. Mds atin, el cuadrante 7 > 0,
f > 0, forma una region simplemente conexa.

De esta manera, las hipotesis de Weyl permiten deducir un conjunto de propiedades
geométricas para las funciones M (7, 6) y L(7,0) (definidas en (3.29) y (3.30)), cuyo
dominio es el plano Z. Estas las enunciamos a continuacién:

(A) Ly >0, My > 0.

(B) Ewzisten dos curvas L y M, sobre las cuales se cumple L(1,0) = 0 y

M(7,0) = 0, respectivamente, y que se intersectan en dos puntos, Zy =
(10,60), Z1 = (11,61), (10 > 71); (70,60) y (71,61) son las unicas solu-
ciones simultdneas de L(,0) =0 y M(7,0) = 0.

(C) Ly >0 sobre L para 1 <1 < 79.
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L. _ M, Ly o M,
(D) = <4f en Zo; 7= > 4F en Zi.

Procedemos a demostrar las propiedades (A)-(D):

PrUEBA. Como antes, Zy = (79,po) v Z1 = (71,p1) seréan pntos que satisfacen
la relacién de Hugoniot, es decir, H(Zy, Z1) =, tales que py > pg y 71 < 7p. Las
fuciones L(7,6) y M(7,0) estdn definidas en (3.29) y (3.30) através del mapeo
(1,p) = (7,0), es decir

L(7,0) = L(7,p(7,0)), M(1,0) = M(7,p(1,0)).
De (3.30) y la hipétesis Ia se sigue que

Do (Ta 0)

>0,

Yy
Lg(T, 9) = beg(T,H) = b@S@(T,@) > 0,

donde b > 0. Esto demuestra (A).

Para la propiedad (B), recordemos que (9,p9) ¥ (71,p1) son los inicos puntos de
equilibrio del sistema (3.29)—(3.30), por el teorema 3.1.4 y por lo tanto Zy = (79, 6p)
y Z1 = (11,01) son las tnicas soluciones simultdneas de L(7,0) = 0, M(7,6) = 0.
Luego, en el plano 3(7,p) la relacién M (7,0) = 0 corresponde a

M(r,p) = % Fb(r—a) =0, (3.52)

donde a, estd dada por las condiciones (3.31), esto es
_ po1 + b*101 POt
e

que sustituyendo en (3.52) resulta en
7 P — Po1
M(7,p) =b(T —701) + —
Por lo tanto, los puntos que satisfacen la relacién M (r,p) = 0, forman la recta
que pasa por (79,p0) y (71,p1). Debido a esto, y a que el plano 3(7,p) es convexo,

concluimos que, en el plano Z(7,6), el conjunto de puntos

+ 701,

=0.

M(r,0) = M(r,p(r,0)) = 0,
debe consistir en una sola curva.
Por otro lado, denotemos por £ el conjunto de puntos (7, p) que satisface la relacién
L(t,p) =0y L el subconjunto de £ que pasa por Z;. Observemos que

1
ELP(Tvp) = ep(Tvp) = GSP(T7p) > 07
esto implica que, Z—f = —%, estd bien definida y por lo tanto la curva £ se puede
P

representar por una funcién p = I(7). Entonces, para cada (7,p) € L, la pendiente
de L es

dl(r) e-(7,p) — b*(1 — a) 0S.(t,p) —p—b*(1 — a)

dr ep(T,p) N 0S,(T,p) ’
donde se usé V. En particular, en el punto Zi, el corolario 3.1.2 asegura que la
pendiente de L es
di(7)
dr

dp

=— =— -2 < 0.
A dr ™ < <

Zy
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En consecuencia, al incrementarse 7, £ entra en la regién que se encuentra por
debajo de la recta ]\7(7’, p) = 0 y por encima de la curva adiabdtica S = Sy una
vez que pasa por Zi; llamaremos a esta regiéon D. Como la curva S = Sy es
monoétona decreciente, la regién D es convexa. Luego, como D queda por debajo
de Z/W\(T, p) = 0, se tiene que

p+bi(r—a) <0 V(r,p) €D,
entonces, para puntos en D se cumple que

di(t)  p+b*(t—a)—06S;

dr 63, <0

Asf pues, | = I(7) es una funcién monétona decreciente de 7 en D y por lo tanto £
no puede terminar en D, necesariamente tiene que intersectar a M(7,p) = 0 en Z
o intersectar la adiabatica S = Sy. Sin embargo, sobre la curva S = Sy, tenemos

1\ dL de
-] — = — —b* (1 —a)
b) drls=s, drls=s,

=-—p—b(r—a)>0 paraTs<T<TH
y en consecuencia L(7,p) # 0 sobre S = Sy, entre Zy y Z;. Esto significa que £
no puede pasar por la curva adiabatica, S = Sy, y por lo tanto debe pasar por Zj.

De esta manera, hemos probado que £ es una curva que pasa por Zy y por Zi,
concluyéndo asi, la demostracién para la propiedad (B).

Seguimos con la propiedad (C). De (3.29) y la hipdtesis V , se tiene que
L.(7,0) =b[e-(7,0) —b* (1 —a)] =b[0S-(7,0) —p — b*(T — a)] .

Una vez més, V y Ia aseguran® que S,(7,0) = py(7,0) > 0. En consecuencia,
tenemos que

Lo(7,0) = b[0pe(7,0) —p— b* (1 —a)] >0

sobre £ para 71 < 7 < 79. Por lo tanto se satisface la propiedad (C).

Para (D), la regla de la cadena asegura que

M, L, | M, -
M(ﬂ 0) — E(T»H) = E(ﬁ?) fp(T»P) Op(7, )
y por lo tanto
M. L, 9
T _ T - —m)O(Z;
Mg <T7 9) LG (T’ 9) (b ml)e( 'L)

en los puntos Z; con i = 0,1. Asi pues, el corolario 3.1.2 asegura que
2 2
(b — mo)e(Zo) >0 vy (b — m1)9(Z1) <0,
de donde se sigue (D). O
30Obsérvese que no es necesaria esta relacién pues al principio de la seccién 3.1 vimos que las

hipétesis I y V implicaban que S, y Sr deberian tener el mismo signo, mientras que Ia aseguraba
que Sp > 0. Sin embargo, el argumento es usado en [15, p. 273]



92 3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE UN PERFIL VISCOSO

De la condicién A) y el teorema de la funcién implicita concluimos que £ y
M se pueden representar por funciones continuamente diferenciables, § = I(7),
0 = m(7), respectivamente. Mds ain, las derivadas de estas funciones cumplen las
ecuaciones diferenciales

L,

9/ = l/(T) = —fe, (353)
M,

0 =m'(r) = 57 (3.54)

sobre las respectivas curvas. Asi, A) y C) implican I'(1) < 0, esto significa que I(7)
es una funciéon mondtona decreciente de 7 en el intervalo 7 < 7 < 73 y por lo tanto
01 > 0o.

Las relaciones (3.52) y (3.53) aplicadas a D) en el punto Z, nos dan

L M.
7 ——— T
Z(T()) Lg < ) m (To)

esto resulta en

I'(10) > m'(7o) (3.55)
Luego, la continuidad de las derivadas asegura que si tomamos € > 0 suficientemente
pequena, podemos encontrar una J-vecindad alrededor de 7 tal que la desigualdad
(3.35) es vélida para todo 7 € [rg — 6,79 + d], es decir para tales T se cumple la
desigualdad diferencial

I'(t) >m/(1) (3.56)

Por B) sabemos que 79 > 71, por esto, integramos (3.55) de 7 a 79

/TTO ' (w)dw > /TTO m/ (w)dw

I(10) = U(7) > m(m0) — m(7)
aqui I(19) = 6y = m(ry); para todo 7 € [r9 — J,79 + 6] podemos asegurar la
desigualdad

entonces

m(r) > I(1) (3.57)

Supongamos ahora que (3.56) no se cumple para algtin 7 fuera de la §-vecindad, i.e.
m(7) < (7). Para que esto suceda, debe ocurrir que las curvas £, M se intersecten
en algtin otro punto distinto de Zy, sin embargo, B) asegura que el tdnico punto
para el que ocurre esto es Zy, asi pues, (3.56) es valida para todo 71 < 7 < 7.
Debido a que en el plano 3(7,p), la regién D antes descrita es convexa, podemos
asegurar que la regién, acotada por las curvas £ y M en el plano Z(r,6), entre
los puntos Z; y Zy, es simplemente conexa. Esta regién contenida en Z(7,0) la
denotaremos R (véase figura 2).

Por (A), L(7,0) y M(r,0) son funciones crecientes de 6; por un lado L(7,0) se
anula sobre £, si fijamos 7 € (11, 70) e integramos Ly > 0, respecto de 0, desde un
punto 6" € (0, 61), tal que L(¢',7) = 0 hasta 6 € (¢, 61), obtenemos que

L(t,0) — L(7,0") > 0. (3.58)

Por otro lado, si tomamos 6" € (6y,6,) tal que M(7,0") = 0, e integramos desde
0 € (0y,0;1) hasta 6, tomando en cuenta que en este caso ¢ > 6, obtenemos que

M(7,0') — M(r,6) > 0. (3.59)
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== D

FIGURA 3.1. Configuracién de la regién R en el plano Z.

En conlusién, de las desigualdades (3.58) y (3.59) se sigue que L(7,0) > 0y
M(7,0) < 0 sobre R.

Obsérvese que el argumento anterior supone que, la recta que pasa por los puntos
(r,U1(1)) y (r,m(7)), para 7 € (11, 70), estd contenida, en la regién R. En principio,
no podemos asegurar esto, pues de la discusién anterior, sélo sabemos que la region
R es simplemente conexa, sin embargo, podemos demostrar el siguiente lema que
justifica el argumento anterior:

LEMA 3.2.1. Sean I = (1) y m = m(7) dos funciones reales positivas, tales
que, para cada T € (11,79), m(7) > I(7); denotemos por R la regidn contenida entre
las grdficas de estas funciones. Entonces, para cada 7+ € (71,79), el segmento de
recta que pasa por los puntos P = (1x,l(7%)) y Q = (7%, m(7%)), estd contenido en
la region R.

PRUEBA. Denotemos (%) = 6, y m(7%) = 6,. Debido a que I(7) y m(7) son
funciones, la regién R, se puede caracterizar, como el conjunto de puntos (7, 8) tales
que, para cada T € (11,70), {(T) < 8 < m(7).

Consideremos el segmento de recta que pasa por Py Q; cada punto de este segmento
se puede escribir como

(t%,0, +t(0; —0,)) paraalgin 0<t < 1.

Por hipétesis, 8, — 0, > 0, lo que implica que 6, < 0, +t(6, — 0,) := z. Por otro
lado, tenemos la desigualdad

2 = 2 < |(1 = 00| + tl0y] < (1= D)10,] + 1[0,
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de donde se obtiene que z < 6,4, lo que nos permite concluir que, el segmento de
recta entre los puntos Py @) esta contenido en la regiéon R. Este pequeno resultado
justifica las desigualdades (3.58) y (3.59). O

El teorema 3.1.4 asegura que los tnicos puntos de equilibrio del sistema (3.29) —
(3.30) son los puntos Zy y Z;. Se demostrara que el primero de éstos es un nodo
inestable, mientras que el segundo es un punto silla del sistema (3.29)-(3.30).

Debido a que el sistema
0 ( L(7,0)
(2= ( wloo) (3.60)
“w

es no-lineal, para determinar la naturaleza de los puntos de equilibrio necesitamos
calcular la matriz Jacobiana del campo vectorial V (7,0) = (w, @) y definir

los sistemas linearizados en cada punto de equilibrio P.
Entonces, la matriz Jacobiana del campo vectorial V' es

Lo _ Lrke L,y _ Lk,

2 2
DVZ(m_ﬂﬂe J\/E—_J\?MT>’

3 w2 u w2

de donde se sigue que el sistema linearizado alrededor de un punto de equilibrio P
asociado al sistema (3.60), es
).(5)
p \ Y2

L
(4)-(z
Ya o
Para asegurar que alrededor de los puntos de equilibrio, el sistema (3.60) tiene la

misma estructura cualitativa que el sistema lineal asociado, usaremos el teorema de
Grobman-Hartman. Para esto, tenemos que asegurar que el espectro de la matriz

_( L¢/k L;/k
A= < Mg/p M /p )P (3:61)

S
* Liz [y

es hiperbdlico ¢. El polinomio caracteristico de A estd dado por la ecuacién

Lo/k L:/k
™ P
— L9<M_/\>_)\<M_/\)_M9[’T
KO\ p 1 jurs
Lo M.\ LgM. ML,
_ )\2—)\<9—|—>+9—9
K i Kl K

ey (Lo, Mo\ (MeLo\ (My Loy
K m K My L

4Esto significa que si A es un valor propio de la matriz complejificada Ac entonces Re(\) # 0.
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Entonces, el discriminante de la ecuacién P(A) = 0 es

M, L¢\>  MyLy (M, L.
b —4ac = <+9) 40 9(—)

TR kp \ My Lo
M\> ML Lo\° 4

= <T> y2— <9> — —(LgM; — MgL,)
I 11k K pufs
M.\? ML Lo\> 4

= <> e el Y <9> + —MyL,
I [k K it
M, Lg\° 4

= ( - “’) + = MyL,.
7 K UK

y como My, L. > 0, por las condiciones (A) y (C), éste siempre es mayor que cero.
Esto significa que las raices del polinomio caracteristico de A son reales.
Luego, tenemos los siguientes casos:

i) En 7y, % — é—g < 0, entonces v/b? — 4ac > —b, y por lo tanto

—b+ Vb% — dac > 0,

(3.62)
—b—/b% —4ac < 0.
ii) En Zj, IAV/[—Ig — f—g > 0, entonces v/b? — 4ac < —b y en consecuencia
—b+/b% — 4dac > 0,
(3.63)

—b— \/b? —4ac > 0.

Las desigualdades (3.62) aseguran que el polinomio caracteristico del sistema lineal
alrededor del punto de equilibrio Z; tiene dos raices reales con signos distintos.
Mientras que, las desigualdades (3.63), aseguran que el polinomio caracteristico
para el sistema alrededor de Zj tiene dos raices reales del mismo signo. En am-
bos casos, los puntos de equilibrio son hiperbdlicos y por lo tanto, el teorema de
Grobman-Hartman (véase [26, p. 120]) nos asegura el siguiente resultado:

TEOREMA 3.2.1. Los puntos de equilibrio de la ecuacion diferencial (3.60) son
el nodo inestable Zy y el punto silla Z.

3.3. Existencia

Para probar la existencia del perfil viscoso asociado a la ecuacién (3.60), te-
nemos que encontrar una curva integral ¢(x) de este sistema de ecuaciones di-
ferenciales, tal que

Jm o) =Z,  lim p(z) =2, (3.64)
asegurando asi, que se satisfacen las condiciones de choque (3.31) y (3.32).
Sin embargo, notemos que el sistema (3.60) es un sistema auténomo de ecuaciones
diferenciales ordinarias, y por esta razon, si ¢(z) es una solucién de éste, sobre
el intervalo (a, 3), entonces para cualquier constante h € R, la funcién ¢(z) =
(x4 h), es solucién en el intervalo (o — h, 5 — h). En efecto, si ¢(x) satisface el
sistema auténomo

¢'(x) = V(p(z)) (3.65)
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entonces de ¢'(z) = ¢'(x + h) y (3.65), se sigue que

¢'(x) = ¢'(z + h) = V(e(z + h)) = V(d(2)),
es decir, ¢ es solucién (3.65). En nuestro caso, z, toma valores en (—oo, o), por lo
que si ¢(z) es un perfil viscoso, entonces ¢(x +h) también lo es. Por esta razén, de-
cimos que una curva integral del sistema en cuestién se representa paramétricamente
por mds de una solucién. Por lo tanto, ¢(x) y ¢(z + h) son distintas soluciones
del sistema (3.65), pero representan la misma curva paramétrica®. Asi pues, ambas

soluciones las consideraremos equivalentes y diremos que un perfil viscoso queda
parametrizado si se escoge una solucion particular.

Como queremos demostrar la existencia de una curva ¢(x) que une ambos estados,
Zy 'y Zy, de tal forma que, si z tiende a 400 entonces p(z) tiende a Z7, podemos
aprovechar la naturaleza del punto de equilibrio Z;; esto es, debido a que Z; es un
punto silla, sabemos que existen dos curvas integrales que convergen a Z; cuando
x — +oo y dos curvas que convergen a Z; cuando x — —oo, estos pares corre-
sponden a las raices negativas y a las raices positivas del polinomio caracteristico,
respectivamente. De hecho, en el caso de las curvas que convergen a Z;, para
x creciente, sabemos que ambas tienen la misma pendiente cerca de Zi, pero se
aproximan a éste desde distintas direcciones. Podemos calcular la pendiente de es-
tas curvas de la siguiente manera: En una vecindad de Z; la direccién de las curvas
estd dada por los vectores propios de la matriz Jacobiana en Z;, esto quiere decir
que si w = (wy,ws)T, es tal vector propio, entonces , la pendiente de las curvas
en cuestién serd m = wo/wy. Luego, por definicién de valor propio (), y por la
relacién (3.61), se tiene que

L L,
Zwy + Twy = My,
K K

My M

—wy + —wy = Aws,
i

si dividimos la primera de estas ecuaciones por w; y la segunda por ws, obtenemos

Ly L,
L m= A,
K K

My 1 M,

767_’_7:)\’

pomoop

respectivamente. Despejando la pendiente m de ambas ecuaciones e igualando,
obtenemos la identidad

=L, (M, —p))
o Lg — A& o Mg

y en particular, para A < 0 en Z; (curvas integrales convergentes), las propiedades
(A) y (C) aseguran que esta pendiente es negativa. De la ecuacién diferencial
(3.53) y la identidad (3.66) se infiere que la curva £, con pendiente I’(7) satisface
la desigualdad

m , (3.66)

L —L
'(nN=-"<——"—-<0 3.67
( ) L@ L.g — AR ’ ( )
5Como un ejemplo simple de este fenémeno, podemos considerar el sistema ¢} = ¢2, ¢h = —¢1,

que tiene como soluciones ¢1 = sin(z + ¢), ¢2(x) = cos(z +¢), 0 < ¢ < 27, —00 < & < +00.
Sin embargo, cada solucién de esta familia representa la misma curva, que es la circunferencia
$+g3=1.
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para todo 73 < 7 < 79 y en particular en una vecindad de Z;. Esto significa que:
una de las curvas integrales que converge al punto Zy, se acerca a éste desde la
region R.

De esta manera, un buen candidato al perfil viscoso en cuestién, es la curva integral
que converge a Z; desde la regién R; a esta solucién la denotaremos por o(x).
A continuacidn, se establecerd que @(z) es, en efecto, un perfil viscoso para las
ecuaciones (3.1) — (3.3). Por lo anterior, sélo resta demostrar que ¢(x) pasa por el
punto Zy cuando x tiende a —oo.

Con este fin, notemos que cualquier curva integral del sistema (3.60) que pasa por
un punto P de la curva M, tiene por vector tangente a

v(P) = (0, L(P)/k);

debido a que L(7,0) > 0 sobre R (véase desigualdad (3.58)) se infiere el siguiente
resultado:

RESULTADO 1. Cualquier curva integral del sistema (3.60) que pasa por algin
punto P € M tiene tangente vertical en P y estd dirigida hacia afuera de la region
R para valores de x crecientes.

Por otro lado, si una integral intersecta a la curva £ en algin punto @, ésta
tendra como tangente al vector horizontal

v(Q) = (M(Q)/ 1, 0);
por esto y por la desigualdad (3.59) se sigue que:

RESULTADO 2. Cualquier curva integral del sistema (3.60) que pasa por algin
punto QQ € L tiene tangente horizontal en Q y estd dirigida hacia afuera de la region
R para valores de x crecientes.

Esto significa que, para valores decrecientes de x, cualquier curva integral del
sistema (3.60) que pasa por M o L estd dirigida hacia dentro de la regién R.

Por las desigualdades (3.58) y (3.59), sabemos que en la regién R todas las curvas
integrales tienen pendiente negativa, mas atin, para valores decrecientes de x estas
trayectorias se mueven hacia la direccién en que 7 crece y 6 decrece; esto nos lleva
a concluir que:

RESULTADO 3. En la region R, las curvas integrales del sistema (3.60) son
monotonas decrecientes si los valores de x decrecen.

Consideremos ahora, la curva integral ¢(z) para valores decrecientes de z. En
vista de los Resultados 1 y 2, ¢(x) no puede intersectar las curvas £ y M, por lo
tanto no puede salir de la regién R; por el Resultado 3, ¢(z) es mondtona y no
puede acumularse en un ciclo limite en R o regresar a Z;, en consecuencia, solo
puede terminar en un punto de equilibrio cuando x tiende a —oo, y como los tinicos
puntos de equilibrio son Zy y Z7, se infiere que

lim o(x) = Zo.
Tr—r— 00

En conclusién, la curva integral, ¢(z), que converge a Z; cuando x — 400,
desde la regién R, es también una curva integral inestable que converge al nodo Z
cuando x — —oo. Asi pues, ¢(z) es un perfil viscoso de las ecuaciones (3.1) — (3.3)

(figura 3.2).
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>
T

FIGURA 3.2. Esta figura representa la curva del perfil viscoso, (), para
valores crecientes de x en la region R. Por los resultados 1 y 2, cualquier otra
curva que no converge a ambos puntos de equilibrio, Zo y Z1, necesariamente,
debe dejar la region R.

3.4. Unicidad

Para demostrar que la tinica curva integral del sistema (3.60), que une el punto
Zy con el punto Z; es el perfil viscoso ¢(x), necesitaremos el siguiente teorema
elemental de ecuaciones diferenciales ordinarias:

TEOREMA 3.4.1. Consideremos el sistema auténomo (3.65), donde el campo
vectorial V(o) es continuamente diferenciable sobre un dominio D. Entonces, por

cada punto (©V,¢Y) € D, pasa una y sélo una trayectoria (curva integral) del
sistema (3.65).

PRUEBA. Supongamos, por el contrario, que hay dos trayectorias distintas
(o1(2), p2(2)) v (1(2), $2()), que pasan por el punto (¢f, ¢3), esto es,

e1(zo) =) = d1(z1) v p2(z0) = ¥ = da(z1),

donde xg # x1. Entonces, como cualquier traslacion en la variable galileana de una
solucién del sistema (3.65) también es solucién de éste, se sigue que las funciones

®1(z) = @i(r—x1+20),
Qy(z) = o — 21 + 20),
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también son una solucién del sistema (3.65). Obsérvese que se satisfacen las condi-
ciones
®1(21) = p1(z0) = 9] = (1),
0

Pa(x1) = p2(20) = 3 = P2(21).
De esta manera, el teorema de existencia y unicidad para problemas con valores ini-
ciales asegura que ®1(x) = ¢1(x) y P2(z) = ¢2(x). En consecuencia, (¢1(x), pa(x))
y (¢1(x), p2(x)) representan la misma trayectoria pero con distintas parametriza-
ciones. (]

Procedemos a probar la unicidad del perfil viscoso ¢(z) por medio de un ar-

gumento de contradicién. Supongamos la existencia de otro perfil viscoso, ¢(x).
Necesariamente, ¢(z), debe ser la segunda curva integral del sistema (3.60) que
converge al punto de equilibrio Z; cuando x — 400, pues éste es un punto silla.
Como ¢(z), converge a Zy cuando x — —oo, ambas curvas, p(z) y ¢(x), encierran
una regién simplemente conexa del plano, que llamaremos G.
Una de las curvas integrales que convergen a Z; cuando z — —oo, debe entrar a
la regiéon G. Esta curva, C, no puede terminar en GG, pues no hay mas puntos de
equilibrio ademaés de Zy y Z71; no puede acercarse asintéticamente a un ciclo limite
contenido en G, pues por el criterio del punto critico®, esto implicarfa la existencia
de un punto de equilibrio contenido en la regién que encierra tal ciclo limite. Por
lo tanto, C debe intersectar a alguna de las curvas ¢(z) o ¢(x), violando asi, la
unicidad dada por el teorema 3.4.1. Esta contradiccién concluye la unicidad del
perfil viscoso ¢(x).

Asi pues, combinando estos resultados con los de la seccién 3.3, se ha demostrado
el siguiente teorema:

TEOREMA 3.4.2 (Gilbarg; 1951). Sean Zy = (19,00) y Z1 = (11,01) estados fijos
de un fluido que satisface las condiciones de choque (3.31) y (3.32); entonces para
cualquier coeficiente de viscosidad p = p(7,0), y de conduccion térmica k = k(T,0)
eriste un unico perfil viscoso que une el estado Zy con el estado Zy.

Hay que destacar que este perfil viscoso es una heteroclina del sistema (3.60),
entre el punto silla Z; y el nodo inestable Zy; ésta la podemos visualizar en la figura
3.3.

3.5. Comportamiento limite cuando 4 -0y x — 0

Como se mencioné en la seccién 2.4.2, el problema de la existencia de un perfil
viscoso, para un sistema de ecuaciones hiperbdlico-parabdlico, viene motivado por
la necesidad de encontrar soluciones fisicamente admisibles a sistemas hiperbdlicos
de leyes de conservaciéon. Sin embargo, hay que destacar que este problema, para
las ecuaciones de Navier-Stokes unidimensionales, no es exactamente el mismo que
el de un sistema descrito por la ecuacién (2.102), pues en este caso, el perfil vis-
coso (dado en la ecuacién (2.103)), se construye usando el hecho de que el tensor
de viscosidad B(u) es independiente de €, el pardmetro que suponemos, se puede
hacer arbitrariamente pequeno; claramente este no es el caso de las ecuaciones de

SEl criterio del punto critico afirma que: una trayectoria cerrada de un sistema de la forma
(3.65) tiene en su interior un punto de equilibrio. La contraposicién de este teorema es claramente
un criterio de no-existencia de orbitas periddicas (véase [19]).
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FIGURA 3.3. Debido a que los planos Z y 3 son topolégicamente equivalentes,
esta figura representa (cualitativamente) el plano fase del sistema (3.60) alrededor
de los puntos de equilibrio Zy y Z1, en cualquier descripcién, (7,p) é (7,6).

Navier-Stokes (véase ecuacién (2.100)). Por otro lado, si el modelo de un fluido uni-
dimensional, viscoso y conductor del calor, planteado al principio de este capitulo,
es fisicamente aceptable, entonces es de esperarse que: cuando la viscosidad (u) y
el coeficiente de conduccién térmica (k) tienden a cero, el perfil viscoso converge
puntualmente a una onda de choque admisible. Por lo tanto, en esta seccién se
demostrara que, en efecto, el perfil viscoso de la ecuaciones (3.1) — (3.3), converge
a una solucién discontinua y admisible de las ecuaciones de Euler.

TEOREMA 3.5.1 (Gilbarg,1951). Sean Zy = (19,00) y Z1 = (11,01) los estados
inicial y final de una onda de choque, U, U = Zy, si —co < x < &, yU = Z, si
€ <z < +oo. Entonces, la familia correspondiente de perfiles viscosos, o(x; K, 1),
parametrizada apropiadamente, se acerca a esta onda de choque cuando Kk — 0 y
u — 0 independientemente; esto es,

lim (s k) =

k—0,u—0

Zy, st —oo<x<E
Zy, st E<x<+00

siendo la convergencia uniforme en x, sobre cada intervalo cerrado que no contiene
a la discontinuidad x = €.

PRUEBA. Sea € > 0, consideremos los discos de radio € alrededor de los puntos
de equilibrio Zy y Z;. Denotemos por R(e), la subregién contenida en R que se
encuentra fuera de los discos de radio €. Para cualquier curva integral contenida en
R, consideremos el sistema (3.60), y tomemos la diferencia

d@ —7) L(r,0) n |M(T,0)]|

b

dx K I

donde se usé la desigualdad (3.59); por esta misma y por (3.58), podemos asegurar
que
@ —r)

> 0.
dx
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M4s atn, podemos asegurar la existencia de una constante C(¢), tal que
L(r.0) , [M(r.0)
K

> C(e), V(7,0) € R(e).

De esta manera, si definimos 1 = max(k, ), obtenemos que
(o — C
d@-1) > Cle) (3.68)
dx n
Luego, consideremos el perfil viscoso ¢(x; k, i), y designemos por (7as, 0rr) y (Tim, Om.),
los puntos de ¢(x; &, 1), que intersectan a los discos alrededor de Z; y Zj, respec-
tivamente, con @(xo; K, 1) = (Tm, 0m) v p(z1; 8, 1) = (Tar, Onr)-
Si integramos la desigualdad (3.68) desde z1 hasta x(, obtenemos

C(e
Onr — O — (Tar — Ti) > 7(7)(331 — Zo),
que se puede reescribir como
w1 = w0 < == A{0n — Tar = (O — 7))} (3.69)

C(e)
Luego, para x¢p < x < x1, tenemos las siguientes desigualdades, que son consecuen-
cia de la configuracién de la regién R (figura 3.1),

To > Tm > T(X3K,0) > Tar > T
O < O < O(z55,1) < Op < 0.

Usando estas iltimas desigualdades en (3.69), se tiene que

;mfxogCﬁ)wanwfwmfnﬁ}<6%5w17%44b7ﬁ} (3.70)
Asf pues, dados € > 0, § > 0y ¢(x; K, ), tomando
0C (¢)

=max(k, u) < ,
U (K, 1) e —

donde |z1—1x¢| < 0, aseguramos que se satisfacen simultdneamente las desigualdades
IT(@; 5, 1) — 70| > € O(ask, 1) — O] > €,

cuando los valores de ¢(z;, &, 1) caen dentro de la regién R(e). Podemos visualizar

esta convergencia en la figura 3.4. Obsérvese que la invariancia galileana de los

perfiles viscosos, permite parametrizar ¢(x; s, i), de tal manera que los intervalos

(29, x1), contengan el punto z = . En consecuencia, la convergencia es uniforme
fuera de cualquier intervalo abierto que no contenga a x = &. ([
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FIGURA 3.4. Cuando los valores de z, se encuentran dentro de la vecindad
(zo,x1), podemos asegurar que los puntos de ¢(z; K, u) quedan dentro de la vecin-
dad de radio € > 0.



Conclusiones

Como hemos visto, si fijamos dos estados de densidad, velocidad y temperatura,
Zy v Z1, que satisfacen las condiciones de Rankine-hugoniot, entonces existe una
y s6lo una solucién a las ecuaciones de Navier-Stokes unidimensionales, que toma
estos valores en +00, es decir, existe un unico perfil viscoso. Ademas, si los valores
de la viscosidad A y la conductividad térmica k, son arbitrariamente pequenos,
esta solucién se comporta como una onda de choque admisible de las ecuaciones
de Euler. Por lo tanto, los teoremas 3.4.2 y 3.5.1 nos asegura que: Dada una onda
de choque admisible de las ecuaciones de Euler, existe un unico perfil viscoso para
las ecuaciones de Navier-Stokes que alcanza estos estados en +oo, de tal forma
que cuando la viscosidad y la conductividad térmica tienden a cero, recuperamos la
onda de choque original. Esto no soélo significa que podemos construir una solucién
viscosa para las ecuaciones de Navier-Stokes unidimensionales dada una onda de
choque, sino que también nos permite construir ondas de choque admisibles para
las ecuaciones de Euler, pues segin los teoremas 3.4.2 y 3.5.1, ésta relacién entre
las ondas de choque admisibles y los perfiles viscosos es biunivoca.
Hay que destacar que, aunque los trabajos de Weyl y Gilbarg son independientes,
el estudio de la prueba de existencia y unicidad de éste ultimo es incompleto sin
los resultados de Weyl. De hecho podemos asegurar que Weyl en [34] ya tenia una
idea del tipo de argumento que se necesitaba para la demostracién de existencia y
unicidad como se menciona en [34, p. 122]. Mds ain la figura 3.3 de este trabajo
estd basada en el mismo plano fase que aparece en [34, p. 121] (y con el que
Weyl predice el comportamiento del perfil viscoso), con la diferencia que Gilbarg
reconoce y demuestra que el comportamiento cualitativo aqui presentado funciona
para ambos planos Z(7,0) y 3(7,p), como puede verse en [15, p. 271]. Por esta
razén, concluimos este trabajo proponiendo que el teorema 3.4.2 se reconozca como
teorema de Gilbarg- Weyl.
Finalmente, cabe destacar también que, a pesar de que en esta tesis (asi como en el
articulo original de Gilbarg [15]) se construye el perfil viscoso para las ecuaciones de
Navier-Stokes en una dimensién espacial, la demostraciéon es valida también para
el sistema en varias dimensiones espaciales: haciendo una rotacién de coordenadas,
por invariancia de las ecuaciones de conservacion de masa, momento y energia,
se puede (sin pérdida de generalidad) asociar la direccién normal del frente plano
(onda de choque) con la variable z, siendo las variables zo y x3 transversales a
la direcciéon de propagacién. De esta forma se establecen las ecuaciones del perfil
como un sistema dindmico en la variable x;.
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