Temas Selectos de Ecuaciones Diferenciales
Espacios de Sobolev y Ecuaciones Diferenciales

Parciales de Tipo Eliptico
Semestre 2024-2

Tarea 1: Espacios de Hilbert y teoria de distribuciones

1. Sea (H, (, )) un espacio de Hilbert sobre C. Sea A: D4 C H — H un operador acotado, D4 denso en H.

(a) Demuestra que para cualesquiera u,v € D4,
(Au,v) = i [(A(u +v),u+v) — (Alu—v),u—v) + i{A(u+ ), u+iv) — i(A(u — ), u — w)} .

(b) Demuestra que si (Au,u) € R para todo u € D4 entonces (Au,v) = (u, Av) para u,v € Dy (usar la
identidad del paralelogramo).

(¢) Si H es un espacio de Hilbert sobre R y (Au,u) > 0, prueba que esto no implica que la forma bilineal
a(u,v) = (Au,v) es simétrica. Sugerencia: Encuentra un contraejemplo en RZ.

2. Sea (H,{(, )) un espacio de Hilbert sobre R. Sean {¢,}52; una base ortonormal de H y A, una sucesién
de nimeros reales tales que 0 < Ay < Ay < ... <\, = 00 si n — 00. Se define el operador
A:DyC H— H,
A@n = An@ny

con dominio
o0 oo
Dy = {u = Zangpn €H: Z)\iai < oo}.
n=1 n=1

Se definen las funciones
<n = Pn — ﬂn‘pn+1a neN,

1/2
donde (3, ( An ) .

/\n+1

Demuestra que:
(a) D4 es denso en H.
(b) A: Dy C H — H es fuertemente positivo.

(c¢) El espacio de energia es

Hy = {u: iancpn € H: i)\nai < oo}.
n=1 n=1

(d) {Cn}nzy € Da.
(e) {¢n}22; es una base de Hy.
(f) {A¢,}55 no es una base de H si Y oo | At < oo.



3. Teorema de Necas. Sean (H, (, Yg)y (V,{, )v) dos espacios de Hilbert en R. Sea a(-,-): H xV = R
una forma bilineal con la propiedad de que existen constantes positivas «, 3,y > 0 tales que

la(u,v)| < aflullg|lv|v, Yue H, YvevV,

Bllolly < sup 2e?) Voev,
ullar < sup L&, vuc
Seb Tollv
v#£0

Sean h € H* y £ € V* arbitrarios. Demuestra que existen tnicas soluciones u € H y v € V a las ecuaciones
a(u,w) = l(w), VweV,
a(z,v) = h(z), Vze H.
4. Teorema de Aubin-Nitsche. Sean (H, (, )u) y (V,{(, }v) dos espacios de Hilbert en R tales que VC H
y V denso en H. Sea a(-,-) : V x V — R una forma bilineal. Suponemos que af(-,-) es V-eliptica y continua,

es decir, existen «, 8 > 0 tales que
la(u, v)| < afullvvllv,

2
Bllully: < la(u, u)l,
para cualesquiera u,v € V. Sea f € H arbitrario. Sea V,, C V' un subespacio vectorial de dimensién finita.
SiueV yu, €V, son las soluciones tnicas a

a(u,v)=<f,v)H, VUGM
a(unavn) = <f7 Un)Ha an S V’ru
demuestra que

1
U—Uu <allu—u sup ¢ —— Inf —
=l < alfu =l sup { a1, = onl .

donde, para cada g € H, ¢, € V es la tnica solucién de
a(v,¢) = {g,v)g, YveV.
5. Aproximaciones de 6.

(a) Sea B, = B,-(0) C R™. Sea xp, la funcién caracteristica de la bola B,:

(2) 1, € B,,
x =
XBr 0 otro caso
Prueba que
’ XB / n
1 L= D' (R™).
0t | By en DI(RY)

|B,.| es el volumen de la bola de radio r en R™.

(b) Sea n. =nc(z), x € R™, el alisador de Friedrichs:

1) = Zon(lel/fe),

n(z) = {CeXp (p=). lal<1,

0, |z| > 1,
donde C' > 0 es tal que fRn Ne dx = 1. Demuestra que
lim n. =9, en D'(R").

e—0t



(¢) Sea ¥ = ¥(z,t) la solucién fundamental de la ecuacién del calor:

1
U(z,t) = Wexp(—|w|2/4t)7 T ER™E>0,

0, otro caso

Para cada t > 0 fijo, ¥ define una distribucién en D'(R™) que denotamos por ¥(:,t). Demuestra que

lim ¥(-,t) =0 D'(R™).
Jm (1) =6, en D'(R")
6. Sea
efmz/(élt)
u(z,t) = H(t) zeR, teER,

IV

donde H = H(t) es la funcién de Heaviside en ¢ € R. Evalda, en sentido de distribuciones, u; — ty..

7. Demostracién alternativa de que F(1) = §. Vamos a dar por hecho la cerradura del espacio de
distribuciones temperadas: si £, € S’(R) es tal que (£, ) — (£, ) cuando n — oo, entonces £ € S'(R). (La
demostracién es parecida a la vista en clase para distribuciones en D’'(R).)

(a) Demuestra que si £, — £ en S; entonces F({,) — F({) en S;

(b) Sea ¢, = {5, € S.,, donde
1, |z| <n,
f@) = { a

0, otro caso.
Evalia F(¢,,).
(¢c) Demuestra que ¢, — 1 en S..

(d) Prueba que F(£,) — ¢ en S{ y concluye.

8. Célculo del inverso del laplaciano en R?. Sean z € R?, ¢ e R3 y

K() = #

(a) Demuestra que K es una distribucién temperada en Sé(IR3 ).

—

(b) Demuestra que K(z) = Koo(z) + Ka(x) donde Ko, es acotada y Ky € L2(R?) es tal que (K(z))(§) =

-~

IA((f) (Sugerencia: Escribe K = Ko, + Ko donde Kecel'y Ky € L2)

(c) Prueba que para cualquier matriz ortogonal O € R3*3 con OTO = I, se tiene que K (Oz) = K(x)
para todo = € R3. (Sugerencia: Considera (K, ) = [ K@ d¢, para cualquier p € S;.)

(d) Demuestra que K(x/\) = AK () para cualquier A > 0 y concluye que

donde C es una constante (es decir, K es la solucién fundamental del laplaciano en R3.) Calcula la
constante C' considerando (K, ¢), con ¢ = el e s,

Total: 80 pts.



