Ecuaciones Diferenciales Parciales. Tarea 4.

1. Sea
1, >0,
g(r) = {

0, x<0.
Demuestra que la solucién al problema de Cauchy,

Up — Ugy = 0, reR,t>0,
u(z,0) =g(z), z€eR,

esta dada por

u(z,t) = % (1 + qﬁ(:c/\/g)) ,

o(s) = % /O e dt.

La funcién ¢ se conoce como la funcion de error.

donde

2. Encuentra una férmula explicita para la solucién (escrita como una convolucién) al si-
guiente problema:
Up + U = Ugy + 2Uyg, reR, t>0,

u(z,0) = sinz, r e R

Demuestra que para cada = € R, fijo, u(x,t) — 0 si t — +00. (Sugerencia: Encuentra un
cambio de variables de la forma u = ve®®*5* de modo que el problema se reduzca a resolver
la ecuacién del calor. Recuerda que

1 2
_ —x? /4t _
/R\I/(x,t) dx = A1 /Re dr =1,

para cada t > 0.)

3. Considera la ecuacién del calor en un intervalo:
Up — Ugy = 0, x €[0,1], t > 0. (1)
Sea u; = uy(x,t) la solucién a (1) con los siguientes datos iniciales y de frontera:

uy(z,0) = z,

ul(O,t) = 1,
Ul(l, t) =t.
Sea uy = ug(x,t) la solucién a (1) con los siguientes datos iniciales y de frontera:
ug(z,0) = 2z,
UQ(O, t) = 27

Explica porqué u(x,t) < us(z,t) para todo (x,t) € [0,1] x [0, +00).
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4. Sea 0 C R", abierto, acotado, con frontera suave. Supongamos que f € C(Q), g €
C(O0x[0,T]),conT > 0.Siu € C?*(Qx (0, T])NC(Q x[0,T]) es una solucién del problema,

w—Au=-e"" en Qx (0,7T],
u(-,0) = f, en €,
u=g, sobre 092 x (0,7,

demuestra que
—M <u<TeM4+ M, en Q x (0,7T],

donde

M e i d s , '
maX{mgX!fl, s |g|}

5. Sea 2 C R" acotado, abierto, con ) suave. Demuestra que si existe una soluciéon u €
C?*(Q2 x [0,T)) con T > 0 fijo, de la solucién a la ecuacién del calor no homogénea con
condiciones iniciales y de Neumann,

u— Au=h(z,t), z€Q,T>t>0,
u(z,0) = f(z), =z€Q,
_ Ou

Vu-n—%

= g(t), xed, T >t>0,
entonces es Unica. (Sugerencia: Aplica el método de energia.)

Total: 50 pts.



