Ecuaciones Diferenciales Parciales. Tarea 1.

1. Considera el siguiente problema:

utcu,=f, 0<x <R, t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, 0<z <R,
donde ¢ > 0 es constante, R > 0, y f = f(z,t) es una funcién conocida.

(a) Demuestra el lema de Gronwall: sea n = n(t) una funcién no negativa, n > 0, conti-
nuamente diferenciable en ¢ € [0, T], que satisface la desigualdad

D < oltm(r) + (o),

donde ¢ = ¢(t) y ¥ = (t) son funciones no negativas, integrables en [0, T]. Entonces,

o0 <o | 65 ) (w0 + | (s) ),

para todo t € [0,T].

(b) Demuestra la siguiente estimacién de estabilidad:

R t rR
/ u(z,t)? dr < et/ / f(z,8)*dzds.
0 0 Jo

(Sugerencia: Multiplica la ecuacién por u. Usa el hecho que ¢ > 0 y la desigualdad
2uf < u?+ f? para obtener

d (" 2 f 2 f 2
— u(z,t) dr < flz,t)*de + u(z,t)” du.
dt Jo 0 0

Aplica el lema de Gronwall.)

2. Escribe una férmula explicita para la solucién de la ecuacion de transporte con decai-
miento,

u +a-Vu+cu =0, zreRYd>1,t>0,
u(z,0) = f(x), z e RY,
donde a € R? es un vector constante, ¢ € R es constante, y Vu = (g, ..., u,,) € R Aqui

f:R? — R es de clase C'. Comprueba que la respuesta es, en efecto, solucién del problema.

3. Encuentra una solucién a la ecuacién
TUy + Yyu, = 2u,

con datos iniciales u(z,0) = z? para todo x > 0. ;Es tinica? Si no lo es, encuentra una familia
infinita de soluciones de clase C*.



4. Demuestra que la familia de soluciones
u=oar+(1—a)y,
para cada o € R genera a todas las soluciones de clase C* del problema de Cauchy

TUz + YUy = U,
u(z,x) = x, r e R.

(Sugerencia: Suponiendo que existe otra solucién w = w(x,y) de clase C!' que no pertenece a
la familia, sea v = w — u, donde u es cualquier elemento de la familia. Aplica los argumentos
del problema inverso para ecuaciones cuasi-lineales y concluye.)

5. Encuentra una solucion a la ecuacion
Tuy + yu, = 4u,
tal que u = 1 sobre la circunferencia x? + 3? = 1. {Es tinica? Explica tu respuesta.

6. Considera la ecuacién lineal de primer orden

YUz + zu, =0,
con datos

u(z,0) = f(z),

u(0,y) = g(y)-

f v g son conocidas, de clase C! y satisfacen f(0) = ¢(0). Determina las curvas caracteristicas
y prueba que cualquier solucién es constante a lo largo de las caracteristicas. Usa este hecho
para dar una férmula explicita para la solucién general en las regiones (i) x = 4y, (ii)
y? — 2% >0,y (iii) 22 — y* > 0. Verifica que la solucién satisface, en efecto, la ecuacién y las
condiciones iniciales, y que es continua en todo el plano.

7. Resuelve el problema con valores iniciales,

Uy + v, = 1,

u(z,0) = —3x.
Encuentra las curvas caracteristicas (haz un dibujo) y da una férmula explicita para la
solucién. La solucién encontrada, jexiste para todo (z,t) € R x [0, +00)?

8. Resuelve la ecuacion lineal
TUy — YUy = U,

con condicién inicial u(x,0) = f(z), donde f es una funcién de clase C'. ;Dénde estd definida
la solucién? Clasifica el conjunto de funciones f para las cuales existe una solucion global de
clase C! al problema.



9. Encuentra la solucion a la siguiente ecuacion cuasi-lineal de primer orden

4
Uy + Uy = U,

con datos iniciales u(x,0) = z?. Resuelve el sistema caracteristico asociado. Discute la in-
vertibilidad del mapeo (s,§) — (z,y), y la regién de existencia de la solucién encontrada.

10. Considera la ecuacién
Uy + YUy = T,

y la curva inicial Z = {(Z,9)(¢) = (£,£) : € > 0}. Determina si para los siguientes datos
iniciales existe una tinica solucién de clase C!, o no hay solucién diferenciable, o bien existe
una infinidad de soluciones de clase C*:

(a) u = 2¢ sobre 7.
(b) u =& sobre Z.
(¢) u = sin((7/2)¢) sobre Z.
11. Considera el problema de Cauchy:
Yyu, + ruy =0,
u(et, et) = 1¢2, £ eR.
Demuestra que no existe solucién de clase C'! en ninguna vecindad del punto (1,1,0). (Suge-

rencia: ;Se cumple la condicién de colinealidad de (a,b,¢)" y (2,4, f/)" en un solo punto?
iSe cumple la condicién de transversalidad?)

12. Considera el siguiente problema de Cauchy:
Ully + Uy = 1,
U(g - 5275) - 57

para todo £ € R. jExiste alguna solucién de clase C'* en una vecindad del punto (2/9,1/3,1/3)?
Explica tu respuesta.

13. Resuelve la ecuacién completamente no lineal,
Ty + YUy + Uyptly — u = 0,
con condicién u(z, —x) = 1. ;jEs la solucién tnica? {Es global?

14. Considera la ecuacién de Burgers

u + (3u?), =0, (1)
con condicién inicial
1, z<-1
0, —1<z<0
’O —_— frg ’ - - ’
ulz,0) =uol@) =9, o L7
0, z>1.

Encuentra la tinica solucion entrépica a este problema.



15. Considera el siguiente problema:

pt+ (p(1—p)). =0, reR, t>0,

0, =<0,
p(z,0)=4¢1, 0<z<1,
0, ~>1.

Encuentra una solucién débil y entrépica para todo tiempo ¢ > 0. Escribe la solucion explici-
tamente. ;jPorqué es entrépica? (Sugerencia: Dado que la funcién de flujo es concava, las
discontinuidades de p(0,z) en z = 0 y en x = 1 dan lugar a una onda de choque y a una
onda de rarefaccién, respectivamente. Observa que el factor integrante de una ecuacién de la
forma y/(t) + ay(t) = f es u(t) = exp([ "a(s) ds). Tendrds que resolver una ecuacién de esta
forma para la segunda onda de choque que se genera.) Interpreta la respuesta en términos
de flujo de trafico.

16. Trafico vehicular en un tunel. Un modelo més realista para el flujo vehicular dentro de
un tunel esta descrito por la siguiente funcién de flujo:

Plmax, 0<p<p,
Qp) =
p)\ log (pmaX/P>, Pc < P < Pmax;

donde

. umaX
log(pmaX/pC) '

Observa que @ es continua también en el valor de densidad critica p, := pmaxe”“™>/*. Si p <
pe los conductores tienen la libertad de conducir a la velocidad maxima .. Supongamos
que la entrada del tinel estd localizada en x = 0 y que los automdviles esperan (con densidad
maxima puax) a la apertura del tinel a tiempo ¢ = 0. De este modo, la condicién inicial es

pm&x? x<07
,0) =
Pl 0) {0, 2> 0.

(a) Determina la densidad y la velocidad de los automéviles para ¢ > 0. Dibuja las graficas
como funcién del tiempo.

(b) Determina la trayectoria de un auto que inicialmente se encuentra en la posicién
xr = x9 < 0y calcula el tiempo que le toma llegar a la entrada del tunel. Dibuja su
trayectoria en el plano (x,t).

Total: 160 pts.



