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1. Escribe la formulacién débil (o variacional) del problema eliptico:

(14 2*)u” — 2u’ = sin(27x), z € (0,1)
u(0) =u(l) =0,

en el espacio H}(Q2) con Q = (0,1) C R. Demuestra que éste problema tiene una
tinica solucién débil u € HJ(0,1). (Sugerencia: Para demostrar que la forma bilineal
asociada satisface las hipotesis del teorema de Lax-Milgram puedes suponer como cierta
la desigualdad de Poincare en HJ(0,1):

1
HUHLQ(O,I) S ;HUIHLQ(O,I)a V u e H&(O, 1)

La constante C' = 1/7 es 6ptima y la desigualdad se puede demostrar usando series de
Fourier.)

2. Sea ) C R, abierto, acotado, con 92 € C*. Sea o > 0. Se define

a(u,v) ::/QVU-Vvdx+/qudxjta/m%(u)%(v)d&g,

parau,v € H'(Q), y donde v : H(2) — L*(99Q) es el operador de traza. Si f € L*(),
demuestra que existe una tnica solucién u € H*(2) tal que

a(u,v) = (f,v) e,

para todo v € H'(Q). Si ademds u es suficientemente regular, interpreta a u como
solucién de un problema eliptico con condiciones de frontera en 0.

3. Formulacion débil para la ecuacion biarmonica. Sea {2 C R™ abierto, acotado. Sea
f € L*(Q) y considera el siguiente problema eliptico con valores de frontera:

A%u = f, en(,
1
u:O,@zo, sobre 0f2, @
on

donde A*u =37, - 9707u es el operador biarménico.

(a) Encuentra la forma bilineal a(-,-) : HZ(Q) x HZ(Q) — R asociada al problema

(1).



(b) Demuestra que existe una tnica solucién débil v € HZ(2) del problema (1) que
satisface

a(u,v) = (f,v) e,

para todo v € HZ(Q) y que, ademds, minimiza el funcional
1
Jv] = —/ |Av|? dzx —/fvdx
2 Ja Q
sobre HZ(Q)

(c) Suponiendo, ademds, que u € H*(2) demuestra que u es solucién de A?u = f en
sentido de distribuciones. Finalmente, suponiendo que u € C*(2), demuestra que
u es solucién clasica del problema (1).

4. Problema del obstdculo. Sea € C R™ abierto, acotado, con 92 € C1. Sea ¥ € H?() tal
que ¥ < 0 sobre 99 (es decir, 7o(¥) < 0 a.e. sobre 952, donde v : H'(2) — L?(99)
es el operador de traza.) Se define el conjunto

K:={veH}Q) :v>Tae. enQ}.
(a) Demuestra que K es un subconjunto cerrado y convexo de Hg(€2).
(b) Demuestra que existe un tnico elemento u € K tal que

J[u] = min J[v], Jv] = %/Q|VU|2 dx —/vadx,

vek
con f € L*(Q).
(¢) Suponiendo que u es suficientemente regular, demuestra que u satisface
u>WV, enf),
—Au=f, en {xeQ: ulx)>¥()},
u =0, sobre 0.
Nota: este problema modela el comportamiento de una membrana elédstica, fija sobre
09, y expandida sobre un obstaculo W. La regién de contacto C = {z € Q : u(z) =

U(x)} es desconocida, y en el dominio Q\C (también desconocido), u satisface una
ecuacion diferencial. Este es un ejemplo de un problema eliptico con frontera libre.

5. Sea €2 C R", acotado y abierto. Sea el operador uniformemente eliptico
Lu=— Z(aij(x)uxi)xj + c(x)u.
i3
Demuestra la existencia de una constante > 0 tal que: si ¢(x) > —p para todo = € €,

entonces la forma bilineal correspondiente, a(-,-) : HJ(2) x H}(Q) — R, satisface las
hipétesis del teorema de Lax-Milgram, y concluye que el problema

Lu=f, enf,
u =0, sobredf?,

tiene una solucién tnica en Hj ().



6. Problema mizto. Sea 2 C R™ abierto, acotado, con 992 € C'. Considera el siguiente
problema:

—Au=f, en Q,
u =20, sobre I'y,
@ =0, sobre I'y
on ’ ’

donde f € L3(2), 90 =T, UTy, Ty NTy = @, y, ademds, |T'y| > 0.
(a) Demuestra que la desigualdad de Poincaré es valida en el espacio
V={veH(Q) : vpr, =0}
Aqui vjr, = 0 significa que para v € H'(2), se tiene que vo(v) € L*(9N) satisface
Yo(v) =0 a.e. en 'y C 0.

(b) Demuestra que existe una tnica solucién débil, u € V, al problema

a(u,v) = / Vu-Vudr = (f,v)120),
Q

para todo v € V. (Observa que la condicién de Dirichlet en I'y (esencial) estd implici-
ta en la definicién del espacio de trabajo )V, mientras que la condicion de Neumann
sobre T'y (natural) se satisface autométicamente.)

(c) Demuestra que si la solucién débil estd en v € H*(Q) NV entonces —Au = f
en sentido de distribuciones y a.e. en 2, y que, ademads, vo(u) = 0 sobre I'y y
1 (u) = 0,u = 0 sobre I'y.

7. Condicion de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi. Verifica directamente la condicién de
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi para el problema de Stokes. (Sugerencia: Demuestra
que existe una constante uniforme C' > 0 tal que

1
sup

_1 / pdive > Ollpllr2),
veHL(Q)" [0l @) Jo

para todo p € L§(Q) = {p € L*(Q) : [,pdx = 0}.)

8. Sea Q C R™ un dominio abierto, acotado, con 90 € C'. Estudia la solvabilidad en
sentido débil (en H}()) del problema

—Au = u+f, en (),
u =0, sobre 0f),

donde X € R, f € L*(Q2). Examina, en particular, los casos f =0y f = 1. (Sugerencia:
Analiza los casos A € L(—A) y A ¢ 3(—A) separadamente. Aplica la alternativa de
Fredholm y los teoremas de existencia demostrados en clase. Nota que el operador es
autoadjunto.)



9.

10.

Principio minimazx de Courant. Sea el operador eliptico

n

Lu=— Z (aij(:v)uxi)x_,

J
1,j=1

donde a” = a’* (operador simétrico). Suponiendo que el operador L con condiciones
de Dirichlet homogéneas en la frontera tiene valores propios

demuestra que

A= max min a(u,u),
SeMk_l uESL
lull L2=1
para todo k = 1,2, ..., donde a(-, -) es la forma bilineal asociada al operador L y M;._4

es la coleccién de todos los subespacios de Hy () de dimensién k — 1.

Sea 2 C R™, acotado y abierto, con frontera suave. Sea u € C*(Q) N C(Q) una solucién
de B
Lu=— Z a? (x)Uy,e; = 0, en (2,
1]

donde L es uniformemente eliptico. Sea
v = |Dul® + M.
Demuestra que Lv < 0 en €2 si A > 0 es suficientemente grande. Deduce la desigualdad

HDUHL“’(Q) < C(||DUHL°°(BQ) + ||U||L°°(aQ))-



