ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES I
TAREA 2

RAMON G. PLAZA

1. Seaelsistema de ecuaciones de Euler para un gas congpessihcasdarotropico,
pt+ (pv)x =0,
2 (1)
(po)t+ (po°+ pP)x =0,

que es un caso especial de las ecuaciones de Euler cuanderdaaeinternae
permanece constante. Aguio y p son la densidad, velocidad y presion, respec-
tivamente. Asumimos qup = P(p) es laecuacon de estado barobpica donde

p: R — R es una funcibn suave (al menos de cl@$eque satisface la condicion

p'(p) > 0.
(1) es un sistema de la forma
U+ f(ux =0,
con
u=(up,u2)' :=(p,pv)" €R?
f(U) = (po, po? + p) = (U2, U5/U1 + P(u1)) " € RZ.
(a) Muestra que el sistema (1) es estrictamente hipedglxalcula las veloci-
dades caracteristicas (valores propios de la matriz janahp.

(b) Prueba que la funcion

E = 3p0°+G(p) = E(ug, U2),

es una funcion de entropia para el sistema (1) si se cum@eés(p) =
p’(p)/p parap > 0. Verifica queE es convexa para toga> 0 en las vari-
ables(u1, uz). ¢ Cual es el flujo de entropiacorrespondiente?

2. Sea el problema de Cauchy para una ley de conservacialaesc

ug+ f(ux =0, (2)

u(x, 0) = uo, 3)
dondef es una funcion estrictamente convekd(u) > ¢ > 0 para toda, y ug es
C1, acotada y con derivada acotada. Prueba quéxst) es una solucion clasica
de (2) enR x [0, +00), entonces

1
u —. 4
x < St (4)

(Hint: Ver la prueba del Lema 2.1 (Leccion 5), dontie= +oo. Por lo tantopy
tiene un signo definido. La conclusion se sigue de las ekpres explicitas de las
derivadas de la solucion construida por el método decteriaticas.)
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Nota: Observa que (4) es la condicion de entropia de @leini
u(x+a,t)—u(x,t) C
a T
paratoda > 0y todat > 0, x € R, en el caso de una solucion clasica.

Definicion. Para la ecuacion escalar (2) decimos que la tripleta deeslmon-
stantegugr, UL, S) € Q x Q x R es unadiscontinuidad admisiblsi se cumple la
condicion de Rankine-Hugoniot

s{ul =[f (W],

y ademas se cumple la desigualdad de entropia de Oleinik:
(#f U+ @) f (UR) — f(auL + AL —@)ur) Jsgnki] <0, (5)
para todax € [0, 1].

3. Seana < b < c tres nUmeros reales. Asumimos qg(&b,s1) y (b,c,s) son
discontinuidades admisibles de la ecuacion escalar (Bg¥ aps convexd” > 0.
Prueba ques; < s,. Concluye quda,c,s3) es una discontinuidad admisible y
encuentrasz. (Hint: La desigualdad (5) implica la condicion de entropia de:Lax
f'(ur) <s < f/(up)).

4. Choques ébiles.Sea una discontinuidad admisililez, u; , S)

(a) Prueba que cuando][— 0 la velocidads es de la forma

s= f'(uL) + O1([u]) = f'(ur) + O2([u]),

donde cad&; es una funcion de ordef([u]). (Hint: Expandirf en serie
de Taylor.)
(b) Prueba que, mas precisamente,

s= f'(3(ur+uL) +O(ul?.
Nota: Si el choque edébil, es decir, si O< € := |[u]| « 1 es pequefiio, la
férmula anterior indica qué’(%(uR +uL)) aproxima la velocidad del choque a
ordenO(e?).



