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RAMÓN G. PLAZA

1. Sea el sistema de ecuaciones de Euler para un gas compresible en el casobarotrópico,

ρt + (ρv)x = 0,

(ρv)t + (ρv2 + p)x = 0,
(1)

que es un caso especial de las ecuaciones de Euler cuando la energı́a internae
permanece constante. Aquı́ρ, v y p son la densidad, velocidad y presión, respec-
tivamente. Asumimos quep = p̂(ρ) es laecuacíon de estado barotrópica, donde
p̂ : R → R es una función suave (al menos de claseC2) que satisface la condición

p̂′(ρ) > 0.

(1) es un sistema de la forma

ut + f (u)x = 0,

con
u = (u1,u2)

⊤ := (ρ,ρv)⊤ ∈ R
2,

f (u) = (ρv,ρv2 + p) = (u2,u2
2/u1 + p̂(u1))

⊤ ∈ R
2.

(a) Muestra que el sistema (1) es estrictamente hiperbólico y calcula las veloci-
dades caracterı́sticas (valores propios de la matriz jacobiana).

(b) Prueba que la función

E = 1
2ρv2 + G(ρ) = E(u1,u2),

es una función de entropı́a para el sistema (1) si se cumple que G′′(ρ) =

p̂′(ρ)/ρ paraρ > 0. Verifica queE es convexa para todaρ > 0 en las vari-
ables(u1,u2). ¿Cual es el flujo de entropı́a8 correspondiente?

2. Sea el problema de Cauchy para una ley de conservación escalar

ut + f (u)x = 0, (2)

u(x,0) = u0, (3)

donde f es una función estrictamente convexa,f ′′(u) ≥ δ > 0 para todau, y u0 es
C1, acotada y con derivada acotada. Prueba que siu(x, t) es una solución clásica
de (2) enR× [0,+∞), entonces

ux <
1

δt
. (4)

(Hint: Ver la prueba del Lema 2.1 (Lección 5), dondeT∗ = +∞. Por lo tanto,u′
0

tiene un signo definido. La conclusión se sigue de las expresiones explı́citas de las
derivadas de la solución construı́da por el método de caracterı́sticas.)
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Nota: Observa que (4) es la condición de entropı́a de Oleinik,

u(x +a, t)−u(x, t)

a
<

C

t
.

para todaa > 0 y todat > 0, x ∈ R, en el caso de una solución clásica.

Definición. Para la ecuación escalar (2) decimos que la tripleta de valores con-
stantes(uR,uL ,s) ∈ �×�×R es unadiscontinuidad admisiblesi se cumple la
condición de Rankine-Hugoniot

s[u] = [ f (u)],

y además se cumple la desigualdad de entropı́a de Oleinik:
(

α f (uL)+ (1−α) f (uR)− f (αuL + (1−α)uR)
)

sgn[u] ≤ 0, (5)

para todoα ∈ [0,1].

3. Seana < b < c tres números reales. Asumimos que(a,b,s1) y (b,c,s2) son
discontinuidades admisibles de la ecuación escalar (2) y que f es convexaf ′′ > 0.
Prueba ques1 ≤ s2. Concluye que(a,c,s3) es una discontinuidad admisible y
encuentras3. (Hint: La desigualdad (5) implica la condición de entropı́a de Lax:
f ′(uR) ≤ s ≤ f ′(uL)).

4. Choques d́ebiles.Sea una discontinuidad admisible(uR,uL ,s)
(a) Prueba que cuando [u] → 0 la velocidads es de la forma

s = f ′(uL)+ O1([u]) = f ′(uR)+ O2([u]),

donde cadaOi es una función de ordenO([u]). (Hint: Expandir f en serie
de Taylor.)

(b) Prueba que, más precisamente,

s = f ′(1
2(uR +uL))+O([u]2).

Nota: Si el choque esdébil, es decir, si 0< ǫ := |[u]| ≪ 1 es pequeño, la
fórmula anterior indica quef ′(1

2(uR + uL)) aproxima la velocidad del choque a
ordenO(ǫ2).


