
LECCI ÓN 5: ECUACIONES ESCALARES. SOLUCIONES CLÁSICAS Y
ROMPIMIENTO A TIEMPO FINITO

RAMÓN G. PLAZA

2. ECUACIÓN ESCALAR EN UNA DIMENSIÓN ESPACIAL

Consideramos en esta sección ecuaciones escalares en una dimensión espacial de la
forma

ut + f (u)x = 0, (1)

dondeu(x, t) ∈ � ⊂ R, � abierto y acotado,(x, t) ∈ R× [0,+∞), y la función de flujo,

f : � −→ R,

es de claseC2(�) y usualmente nolineal. Asociado a (1) tenemos el problema deCauchy
con condición inicial

u(x,0) = u0(x), (2)

dondeu0 es una función en una clase especı́fica, por ejemplo,L∞, Ck, etc.

Ejemplos.

(1) Ecuacíon de Burgers:

ut +
(

1
2u2

)

x
= 0,

donde f (u) = 1
2u2 es una función convexa,f ′′(u) = 1 > 0.

(2) Ecuacíon lineal (adveccíon):

ut +aux = 0,

dondea ∈ R es constante. Aquı́ el flujo esf (u) = au.
(3) Flujo de tercer orden:

ut +
(

1
3u3

)

x
= 0,

donde f (u) = 1
3u3 no es convexa. El comportamiento es muy diferente al caso

convexo, como veremos más adelante.

En este curso nos concentraremos en los casos en los quef (u) es nolineal. Como
hemos visto en el caso de la ecuación de Burgers (y como veremos en el caso general),
la nolinealidad da lugar a fenómenos interesantes, tales como no existencia de soluciones
clásicas para todo tiempo y la formación de choques, que noson predecibles por la teorı́a
lineal.
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2.1. Existencia local de soluciones clásicas y rompimiento a tiempo finito. Considere-
mos el problema de Cauchy

ut + f (u)x = 0, (x, t) ∈ R× (0,+∞),

u = u0, (x, t) ∈ R×{t = 0}.
(3)

Aquı́ f : � ⊆ R → R es de claseC3. Escribiremos de aquı́ en adelante

a(u) := f ′(u), (4)

para todau ∈ �.
Seau ∈ C1 una solución clásica al problema de Cauchy (3). Definimos las curvas

caracteŕısticasen una bandaR× [0,T ], T > 0, como las curvas de la format 7→ (x̂(t), t),
dondex̂ resuelve

dx̂

dt
= a(u(x̂, t)). (5)

Notamos que sobre una curva caracterı́stica

d

dt
u(x̂(t), t) = ux(x̂(t), t)

dx̂

dt
+ut(x̂(t), t) = (a(u)ux +ut )(x̂(t), t) = 0,

ya queu es solución clásica de (3). Por lo tanto, toda solución clásica es constante a lo
largo de las curvas caracterı́sticas, y toma el valoru0(y0), donde(y0,0) es la intersección
de la curva cont = 0. Por lo tanto, la pendiente de la caracterı́stica en todo punto es
a(u0(y0)) y las caracterı́sticas son lı́neas rectas de la forma

x̂(t) = y0+a(u0(y0))t . (6)

Lema 2.1. Asumamos que u0 ∈ C1(R), acotada y con derivada u′0 acotada enR. Defini-
mos

T∗ :=

{

+∞ si a(u0(x)) es creciente,

−
(

infx∈R
d

dx(a(u0(x)))
)−1

en otro caso.
(7)

Entonces el problema de Cauchy(3) tiene unaúnica solucíon de clase C1 enR× [0,T∗),
y no tiene solucíon C1 en una banda ḿas grande, es decir, enR× [0,T] con T≥ T∗.

Prueba. Sea
α(x) := a(u0(x)), x ∈ R.

Por el método de caracterı́sticas, siu es soluciónC1 de (3) entonces para(x̄, t̄) ∈ R ×

(0,+∞) dado, seaŴ la caracterı́stica que pasa por dicho punto, a saber,

Ŵ := {(x̂(t), t) ∈ R× [0,+∞) : x̂(t) = x̄ +a(u(x̄, t̄))(t − t̄)}.

Dado queu es constante sobreŴ, seay0 tal que(y0,0) ∈ Ŵ y por lo tanto

u(x̄, t̄) = u(x̂(t), t) = u(y0,0),= u0(y0),

para todot . Ası́, resolver (3) consiste, dado(x̄, t̄), en hallar una solucióny0 a la ecuación

y0+a(u0(y0))t̄ = x̄. (8)

Parat̄ fijo, sea la funciónFt̄ : R → R definida como

Ft̄ (y) := y+α(y)t̄ .

Dado queu0 es continua yf esC2, Ft̄ (y) es continua. Notemos también que comou0 es
acotada, entonces

Ft̄ (±∞) = lim
y→±∞

(y+a(u0(y))t̄) = ±∞.
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Ası́, por el teorema del valor medio, existe al menos un valory0 ∈ R tal que

Ft̄ (y0) = x̄,

y (8) tiene una solución. Sin embargo, pueden existir más soluciones a esta ecuación
nolineal, lo cual impide la construcción de una solución clásica. Para garantizar que el
valor dey0 encontrado es único, analicemos dos casos. Notamos que

d

dy
Ft̄ (y) = 1+α′(y)t̄,

donde
α′(y) = a′(u0(y))u′

0(y).

Dado que f esC2 y u0 esC1, tenemos queα esC1. En el primer caso, siα ∈ C1 es
creciente, entoncesα′(y) ≥ 0 para today ∈ R y por lo tanto

d

dy
Ft̄ (y) = 1+α′(y)t̄ > 0,

para todot̄ ≥ 0. Ası́, Ft̄ es estrictamente creciente y el valor encontrado dey0 es único,
que denotamos comoy0(x̄, t̄), el cual existe para todo(x̄, t̄) ∈ R× (0,+∞) dado. En este
caso definimosT∗ := +∞ y el valor de la solución clásica es

u(x̄, t̄) := u0(y0(x̄, t̄)). (9)

En cualquier otro caso, existen valores dey para los cualesα′(y) < 0 y claramente
T∗ := −

(

infx∈R α′(x)
)−1

> 0 es finito. Notamos también que

d

dy
Ft̄ (y) = 1+α′(y)t̄ ≥ 1−

t̄

T∗
> 0,

para todat̄ ∈ [0,T∗), por lo cualFt̄ es estrictamente creciente sit̄ ∈ [0,T∗) y el valor
encontrado dey0 es único. La solución clásica se define igualmente por (9)parat̄ ∈ [0,T∗).

Para verificar que la solución construida esC1, notamos que

G(x̄, t̄, y) := Ft̄ (y)− x̄

satisfaceG(x̄, t̄, y0) = 0 y su derivada

dG

dy
= 1+

d

dy
Ft̄ (y) > 0,

es estrictamente positiva para valores det̄ ∈ [0,T∗). Por el teorema de la función implı́cita
existe una funcióny = y(x̄, t̄) de claseC1 en una vecindad de(x̄, t̄) tal queG(x̄, t̄, y(x̄, t̄)) =

0 y

yx̄ = −
Gx̄

Gy
=

1

1+
d Ft̄
dy

,

yt̄ = −
Gt̄

Gy
= −

α(y)

1+
d Ft̄
dy

.

Por unicidad,y0 = y(x̄, t̄), y esC1 en una vecindad de(x̄, t̄). De esta forma la solución
construı́da (9) es de claseC1 en una vecindad de(x̄, t̄) para todo(x̄, t̄) ∈ R× (0,T∗). Para
verificar que es efectivamente solución del problema de Cauchy notamos que

F0(y(x̄,0)) = y(x̄,0) = x̄,

por lo que
u(x̄,0) = u0(y(x̄,0)) = u0(x̄),
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esto es, la condición inicial se satisface. Finalmente, dado queu es C1 y comou′
0 es

acotada tenemos que

ut̄ + f (u)x̄ = u′
0(y(x̄, t̄))yt̄ +a(u0(y(x̄, t̄)))u′

0(y(x̄, t̄))yx̄

= u′
0(y(x̄, t̄))(1+d Ft̄/dy)−1 (−a(u0(y(x̄, t̄)))+a(u0(y(x̄, t̄)))) = 0.

La solución construı́da es solución clásica al problemade Cauchy en la bandaR× [0,T∗).
Por construcción, dicha solución es única. Para finalizar la demostración, debemos probar
la última aseveración y verificar que la solución no se puede extender más allá deT∗.

SeaT > 0 tal que existe una solución clásicau en la bandaR× [0,T ]. Si T∗ = +∞

entonces claramenteT < T∗. Supongamos, pues, queT∗ < +∞. En este caso, existen
valores dey para los cualesα′(y) < 0. Seaỹ ∈ R uno de éstos valores y fijémonos en la
curva caracterı́stica que pasa por(ỹ,0), es decir,

x̂(t) = ỹ+ tα(ỹ).

Dado queu es regular enR × [0,T ], para cada punto de la caracterı́stica tal quet ≤ T
tenemos queu toma el valor constanteu0(ỹ) sobre la curva. Consideremos

v := a′(u)ux,

Derivando av con respecto at a lo largo de dicha caracterı́stica tenemos que

dv(x̂(t), t)

dt
= a′(u)((dx̂/dt)uxx +uxt)+a′′(u)((dx̂/dt)ux +ut)ux

= a′(u)a(u)uxx +a′(u)uxt +a′′(u)a(u)u2
x +a′′(u)uxut ,

ya quedx̂/dt = a(u). Comou es solución de claseC1 de la ecuación tenemos que

ut +a(u)ux = 0,

que implica, tras derivar con respecto ax, que

uxt +a(u)uxx +a′(u)u2
x = 0.

Sustituyendo la ecuación anterior en la expresión paradv/dt tenemos que

dv

dt

∣

∣

∣

∣

(x̂(t),t)
= −a′(u)2u2

x = −v2.

Podemos resolver esta ecuación por separación de variables, encontrando que

1

v
= t +k,

dondek es una constante. El valor inicial dev es

v(x̂(0),0) = v(ỹ,0) = a′(u0(ỹ))ux(ỹ,0) = a′(u0(ỹ))u′
0(ỹ) = α′(ỹ) < 0,

por lo tanto,

v =
1

t + (α′(ỹ))−1
,

y v existe para tiempot < −(α′(ỹ))−1 < T∗, es decir, necesariamenteT < T∗. �

Observacíon 2.2. Notamos que el teorema se aplica también a ecuaciones lineales con
a′(u) = f ′′(u) = 0, para las cuales tiempo de rompimiento esT∗ = +∞, por lo que ten-
emos un resultado de existencia global para ecuaciones lineales. El fenómeno de rompimiento
de la solución a tiempo finito es exclusivo de ecuaciones nolineales, ya queT∗ < +∞ im-
plica queα′(x) = a′(u0(x))u′

0(x) < 0.

Preliminary version – March 28, 2008



LECCIÓN 5 5

Ejercicio 2.3. Supongamos quef es una función estrictamente convexa,f ′′(u) ≥ δ > 0
para todau, y u0 es C1, acotada y con derivada acotada. Prueba que siu(x, t) es una
solución clásica de (1) enR× [0,+∞), entonces

ux <
1

δt
. (10)
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