
LECCI ÓN 4: ENTROPÍA Y FLUJO DE ENTROP ÍA.

RAMÓN G. PLAZA

1.9. Definición de función de entropı́a y flujo de entropı́a. Consideremos un sistema de
leyes de conservación

ut +

d
∑

j =1

f j (u)x j = 0, (1)

con (x, t) ∈ R
d × [0,+∞), u(x, t) ∈ � ⊆ R

n, � abierto y acotado,f j : � → R
n de

claseC2, j = 1, . . . ,d, con condición inicial,

u(x,0)= u0(x), (2)

en t = 0. Muchos sistemas en mecánica de la forma (1) admiten una ley de conservación
suplementaria del tipo,

E(u)t +
d

∑

j =1

9 j (u)x j = 0, (3)

dondeE :�→ R es una función estrictamente convexa y9 :�→ R
d×1,9 = (91, . . . ,9d)⊤

es un vector de “flujos” donde cada9 j es una función escalar. A la funciónE(u) se le
conoce comofunción de entroṕıa y a las funciones9 se les denominaflujos de entroṕıa.

Supongamos queu es una solución de claseC1 de (1). Podemos entonces preguntarnos,
¿bajo qué condiciones satisfaceu una ley de conservación adicional de la forma (3)?

Vamos a denotar a las matrices jacobianas como

A j (u) := D f j (u) ∈ R
n×n,

y a los gradientes deE y de9 j como

DE(u)= (Eu1, . . . ,Eun)
⊤ ∈ R

n×1,

D9 j (u)= (9
j
u1, . . . ,9

j
un)

⊤ ∈ R
n×1,

para j = 1, . . . ,d y todou ∈�. Si u es solución de claseC1 de (1) entonces multiplicando
por DE tenemos

0 = DE(u)⊤(ut +

d
∑

j =1

A j (u)ux j )

= E(u)t +
d

∑

j =1

DE(U)⊤ A j (u)ux j .

Por lo tanto si pedimos que se cumplan las relaciones

DE(u)⊤ A j (u)= D9 j (u), j = 1, . . . ,d, (4)
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para todou ∈�, entonces la ley de conservación (3) se satisface.

Definición 1.1. Una función real y convexaE :�→ R de claseC1 es denominadafuncion
de entroṕıa del sistema (1) si existend funciones9 j :�→ R, llamadasflujos de entroṕıa
tales que se satisfacen (4) para todau ∈ �, y en particular, toda solución clásica de (1)
satisface la ecuación (3). Al par(E,9) se le conoce comopar de entroṕıa.

Observacíon 1.2. 1. La relación (3) no es cierta para soluciones déiles de (1), ya que si
u es discontinua con discontinuidad6, (3) induce una relación adicional de salto de tipo
Rankine-Hugoniot de la forma

nt [E(u)] +
d

∑

j =1

n j [9
j (u)] = 0,

sobre6. En general, soluciones débiles no son de claseC1, gracias a loas ondas de choque
y otras discontinuidades, como para justificar (3). La idea,para soluciones débiles, es la
de sustituir (3) por ladesigualdad

E(u)t +
d

∑

j =1

9 j (u)x j ≤ 0, (5)

enR× (0,+∞), en el sentido distribucional.
2. En las aplicaciones, muchas veces la entropı́amateḿatica E(u) es el negativo de la
entropı́afı́sica. La desigualdad (5) significa que dicha entropı́a evoluciona en el tiempo de
acuerdo al flujo9, pero que también puede tener saltos de un solo signo.
3. Análogamente a la definición de solución débil, dado un par de entropı́a(E,9) podemos
extender la desigualdad (5) a una desigualdad de tipo integral. Multiplicando (5) por una
función de prueba1

φ ∈ D
+ := {φ ∈ C∞

0 (R×R; R) : φ ≥ 0},

e integrando por partes, tal como lo hicimos para definir soluciones débiles, llegamos a la
relación integral

∫ +∞

0

∫

Rd
φt E(u)+

d
∑

j =1

φx j9
j (u)dxdt+

∫

Rd
φ(x,0)u0(x)dx ≥ 0. (6)

4. Notemos que las ecuaciones (4) son un sistema den ecuaciones diferenciales (para
cada j ), con dos funciones desconocidas:E y 9 j , el cual no tiene solución en general
por estar sobredeterminado. No obstante, existen importantes ejemplos de sistemas para
los cuales existen soluciones no triviales a (4), por ejemplo, las ecuaciones de Euler para
gases compresibles. Existe también una clase general de ecuaciones donde existe siempre
una solución a (4) y enconsecuencia una función de entrop´ıa: los sistemassimétricos(ver
Lema 1.4 a continuación).

1.10. Entropı́a e hiperbolicidad. En esta sección vamos a relacionar los conceptos de
entropı́a con la clase de sistemas simetrizables. Comenzaremos con el caso particular de
los sistemas simétricos. A continuación probaremos un lema elemental de cálculo.

1Nótese que la clase de funciones de prueba que consideramospara la definición de solución débil eraC1
0(R×

R; R), mientras que aquı́ tomamos funciones escalaresno negativas(para respetar el sentido de la desigualdad) y
suaves.
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Lema 1.3(Lema de Poincaré). Si el sistema(1) es siḿetrico, entonces existen funciones
g j :�→ R de clase C1, j = 1, . . . ,d, tales que

Dg j (u)= f j (u), j = 1, . . . ,d, (7)

para toda u∈�.

Prueba. Basta con probar que siψ : � ⊆ R
n → R

n, de claseC1 es tal queDψ(u) es
simétrico, entonces podemos construirg : � → R de claseC1 tal que Dg(u) = ψ(u).
Podemos definir

g(u) :=
∫ u j

u∗

ψ j (u1, . . . , ũ j , . . . ,un)dũ j

De esta manera,gu j = ψ j , y parak 6= j , dado queDψ(u) es simétrico, tenemos que

∂g

∂uk
=

∫ u j

u∗

∂ψ j

∂uk
(u1, . . . , ũ j , . . . ,un)dũ j

=

∫ u j

u∗

∂ψk

∂u j
(u1, . . . , ũ j , . . . ,un)dũ j

= ψk(u1, . . . ,u j , . . . ,un)+C,

conC constante, la cual podemos elegirC = 0. Por lo tanto,Dg(u)= ψ, y g es de clase
C1. �

Lema 1.4. Para un sistema siḿetrico, la funcíon convexa

E(u) := 1
2

n
∑

i=1

u2
i , (8)

es una funcíon de entroṕıa asociada a los flujos de entropı́a

9 j (u) := −g j (u)+
n

∑

i=1

ui f j (u)i , (9)

donde gj :�→ R es tal que Dgj = f j .

Prueba. Dado que el sistema es simétrico, por el lema de Poincaré existen funciones
g j : �→ R tales queDg j (u) = f j (u) para cadaj = 1, . . . ,d. Claramente tenemos que
DE(u)= u. Por lo tanto para cada 1≤ k ≤ n, tenemos

∂9 j

∂uk
= f j

k (u)+
n

∑

i=1

ui
∂ f j

i

∂uk
−
∂g j

∂uk
=

n
∑

i=1

(DE(u))i
∂ f j

i

∂uk
,

es decir,
D9 j (u)⊤ = DE(u)⊤D f j (u).

�

Proposición 1.5(Friedrichs-Lax [3]). Supongamos que(1) es un sistema de leyes de con-
servacíon donde u toma valores en� ⊂ R

n y � es convexo. Si existe una función de
entroṕıa estrictamente convexa E: �→ R, entonces el sistema es simetrizable. Conver-
samente, si E es una función estrictamente convexa tal que las matrices D2E(u)D f j (u),
j = 1, . . . ,d, son siḿetricas para toda u∈ �, entonces E es una función de entroṕıa del
sistema(1).
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Observacíon. Nótese que la existencia deE estrictamente convexa implica que el sis-
tema es hiperbólico. Aquı́ estrictamente convexa significa que la matriz Hessiana deE es
definida positiva y simétrica,D2E(u) > 0.

Prueba. Probaremos primeo que la condición es suficiente. Supongamos queE es una
función de entropı́a estrictamente convexa. Entonces existen flujos de entropı́a9 j :�→

R, j = 1, . . . ,d, tales que (4) se cumplen para todou ∈�. Componente a componente, las
relaciones (4) se escriben como

n
∑

l=1

∂E

∂ul

∂ f j
l

∂uk
=
∂9 j

∂uk
,

para toda 1≤ k ≤ n y toda 1≤ j ≤ d. Diferenciando con respecto aum, para cierto
1 ≤ m ≤ n, tenemos

n
∑

l=1

∂2E

∂um∂ul

∂ f j
l

∂uk
=

∂29 j

∂um∂uk
−

n
∑

l=1

∂E

∂ul

∂2 f j
l

∂um∂uk

=: G j
k,m(u).

(10)

Dado que9 j y f j son de claseC2, las matricesG j (cuya componente(k,m) está
definida por (10)) son simétricas. Por lo tanto,G j

k,m = G j
m,k, y el lado izquierdo de la

ecuación (10) también es simétrico, es decir,
n

∑

l=1

∂2E

∂um∂ul

∂ f j
l

∂uk
=

n
∑

l=1

∂2E

∂uk∂ul

∂ f j
l

∂um
,

o lo que es lo mismo,

(D2E(u)Df j (u))⊤ = D2E(u)D f j (u), (11)

para todau ∈� y toda 1≤ j ≤ d. Ası́, S(u) := D2E(u) es un simetrizador para las ecua-
ciones (1). El sistema es simetrizable y por lo tanto hiperb´olico.

Conversamente, para probar que la condición es necesaria,supongamos que las matrices
D2E(u)D f j (u) son simétricas. Definimos las funciones

g j (u) := DE(u)⊤D f j (u) :�→ R
1×n.

Dado queD2E(u)D f j (u) son simétricas, tenemos que para toda 1≤ m,k ≤ n,

∂g j
k

∂um
=

∂

∂uk

n
∑

l=1

∂E

∂ul

∂ f j
l

∂um

=

n
∑

l=1

∂2E

∂uk∂ul

∂ f j
l

∂um
+
∂E

∂ul

∂2 f j
l

∂uk∂um

=

n
∑

l=1

∂2E

∂um∂ul

∂ f j
l

∂uk
+
∂E

∂ul

∂2 f j
l

∂um∂uk

=
∂

∂um

n
∑

l=1

∂E

∂ul

∂ f j
l

∂uk

=
∂g j

m

∂uk
.

Preliminary version – April 8, 2008



LECCIÓN 4 5

Por el lema de Poincaré, existen flujos de entropı́a9 j :�→ R tales queD9 j = g j , o
equivalentemente,

DE(u)⊤D f j (u)= Dψ j (u)⊤,

y (E,9) es un par de entropı́a para el sistema (1). �

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.6. El sistema p. Consideremos nuevamente el sistemap de la forma

vt −wx = 0,

wt + p(v)x = 0,
(12)

donde asumimos quep′(v) < 0. SeaP =
∫ v p una primitiva dep, tal queP′ = p. La

matriz jacobiana del sistema es

D f (u)= A(u)=

(

0 −1
p′(v) 0

)

.

Multiplicando la primera ecuación de (12) por−p(v), la segunda porw y sumámdolas
llegamos a

(

1
2w

2 − P(v)
)

t
+ (p(v)w)x = 0.

Por lo tanto el par(E,9) definido como

E(w,v) := 1
2w

2 − P(v), 9(w,v) := p(v)w,

es un par de entropı́a de (12). En efecto, si multiplicamosDE⊤ = (−p(v), w)⊤ por la
matriz jacobiana obtenemosD9⊤ = (wp′(v), p(v))⊤ y se satisface (4). Notemos que la
matriz Hessiana deE dada por

D2E =

(

−p′(v) 0
0 1

)

es diagonal con entradas positivas, y por lo tanto es definidapositiva y la funciónE es
estrictamente convexa.

Ejercicio 1.7. Supongamos queE es una función de entropı́a para las ecuaciones de agua
poco profunda en una dimensión espacial [5],

ηt + (vη)x = 0,

vt + (1
2v

2 +η)x = 0, (x, t) ∈ R× [0,+∞),
(13)

dondev ∈ R es la velocidad horizontal del agua y 0< η := gh ∈ R, cong la constante de
gravedad yh la altura del agua. Prueba queE satisface la ecuación

Evv = ηEηη.

Ejercicio 1.8. Sea el sistema de ecuaciones de Euler para un gas compresibleen el caso
barotrópico[7],

ρt + (ρv)x = 0,

(ρv)t + (ρv2 + p)x = 0,
(14)

que es un caso especial de las ecuaciones de Euler cuando la energı́a internae permanece
constante. Aquı́ρ, v y p son la densidad, velocidad y presión, respectivamente. Asumimos
quep = p̂(ρ) es laecuacíon de estado barotrópica, dondep̂ : R → R es una función suave
(al menos de claseC2) que satisface la condición

p̂′(ρ) > 0.
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El sistema (14) tiene la forma
ut + f (u)x = 0,

con
u = (u1,u2)

⊤ := (ρ,ρv)⊤ ∈ R
2,

f (u)= (ρv,ρv2 + p)= (u2,u
2
2/u1 + p̂(u1))

⊤ ∈ R
2.

(a) Muestra que el sistema (14) es estrictamente hiperbólico y calcula las velocidades
caracterı́sticas.

(b) Prueba que la función

E = 1
2ρv

2 + G(ρ)= E(u1,u2),

es una función de entropı́a para el sistema (14) si se cumplequeG′′(ρ)= p̂′(ρ)/ρ

paraρ > 0. Verifica queE es convexa para todaρ > 0 en las variables(u1,u2).
¿Cual es el flujo de entropı́a9 correspondiente?

1.11. Aproximaci ón viscosa y la condicíon de entropı́a. En esta sección veremos que
el concepto de entropı́a nos permite seleccionar, dentro dela gran cantidad de soluciones
débiles a (1) y (2), la solución que sea “fı́sicamente relevante”. Para esto, para cadaǫ > 0
consideremos el siguiente sistema parabólico

ut +

d
∑

j =1

f j (u)x j = ǫ1u, (15)

con condición inicial
u(x,0)= u0(x),

es decir, la misma condición inicial que (1). El sistema (15) es una aproximación “viscosa”
del sistema hiperbólico (1), donde el parámetroǫ > 0 es llamadocoeficiente de viscosidad.
Nos interesaremos en el caso en el que la viscosidad se aproxima a cero, es decir, el coefi-
ciente es pequeño 0< ǫ ≪ 1. A éste problema se le llama elmétodo de viscosidad. Es un
hecho conocido2 que el problema de Cauchy (15) con condición inicial (2), por ejemplo,
enC1∩ L∞, tiene una única solución clásicauǫ , para cadaǫ > 0 que satisface el principio
del máximo,

‖uǫ‖∞ ≤ C,

uniformemente enǫ > 0. Adicionalmente, vamos a suponer queuǫ → u a.e. cuandoǫ→ 0.
Queremos, por ende, recuperar soluciones del sistema hiperbólico (1) como lı́mites de las
solucionesuǫ del sistema parabólico asociado (15). Estas soluciones existen (ver [4]). De
este modo, podemos formular el siguiente resultado.

Teorema 1.9. Supongamos que el sistema(1) admite una funcíon de entroṕıa E de clase
C2 y convexa, asociada a flujos de entropı́a9 j , para cada1 ≤ j ≤ d. Sea uǫ la solucíon
a (15), suficientemente suave tal que satisface el principio del máximo,

‖uǫ‖∞ ≤ C, (16)

uǫ −→ u, cuandoǫ → 0+, a.e. en R
d × [0,+∞), (17)

donde C> 0 es una constante independiente deǫ. Entonces u es una solución d́ebil de(1)
y adeḿas,

∫ +∞

0

∫

Rd
φt E(u)+

d
∑

j =1

φx j9
j (u)dxdt+

∫

Rd
φ(x,0)E(u0(x))dx ≥ 0, (18)

2Ver, por ejemplo, Friedman [2].
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para todaφ ∈ C∞
0 (R

d ×R; R+).

Prueba. Sea una función de pruebaφ∞
0 (R

d ×R; R
n). Dado queuǫ es solución suave de

(15), multiplicando porφ e integrando obtenemos

∫ +∞

0

∫

Rd
φ ·uǫt +

d
∑

j =1

φ · f j (uǫ)x j dxdt= ǫ

∫ +∞

0

∫

Rd
φ ·1uǫ.

Dado queφ tiene soporte compacto enRd ×R, integrando por partes obtenemos

∫ +∞

0

∫

Rd
φt ·u

ǫ+

d
∑

j =1

φx j · f j (uǫ)dxdt+
∫

Rd
φ(x,0) ·uǫ(x,0)dx= −ǫ

∫ +∞

0

∫

Rd
1φ ·uǫ .

Dado queuǫ(x,0)= u0(x) y por el Lema 1.11, tomando el lı́mite cuandoǫ → 0+ obten-
emos

∫ +∞

0

∫

Rd
φt ·u+

d
∑

j =1

φx j · f j (u)dxdt+
∫

Rd
φ(x,0) ·u0(x)dx = 0.

Podemos aproximar cada funciónφ ∈ C1
0 por funciones enφn ∈ C∞

0 , por lo que la igualdad
se mantiene para cadaφ ∈ C1

0. Esto prueba queu es solución débil de (1) y (2).

Similarmente, sea(E,9) un par de entropı́a de claseC2 conE convexa. Multiplicando
la ecuación (15) porDE(uǫ)⊤ y dado queuǫ es solución suave tenemos que

DE(uǫ)⊤uǫt +
∑

j =1

DE(uǫ)⊤ f j (uǫ)x j = E(uǫ)t +
∑

j =1

9 j (uǫ)x j

= ǫDE(uǫ)⊤1uǫ .

Escribiendo

1E(uǫ)= (∇uǫ)⊤D2E(uǫ)∇uǫ + DE(uǫ)⊤1uǫ,

y usando el hecho de queE es estrictamente convexa (D2E es definida positiva) llegamos
a la desigualdad

E(uǫ)t +
∑

j =1

9 j (uǫ)x j ≤ ǫ1E(uǫ).

Multiplicando por una función de pruebaφ ∈ C∞
0 (R

d ×R; R+) conφ ≥ 0, e integrando
por partes enRd × [0,+∞), obtenemos

∫ +∞

0

∫

Rd
φt E(u

ǫ)+
∑

j =1

φx j9
j (uǫ) dxdt+

∫

Rd
φ(x,0)E(u0(x))dx ≥

− ǫ

∫ +∞

0

∫

Rd
1φE(uǫ)dxdt.

Tomando el lı́mite cuandoǫ → 0+, por el Lema 1.11 las integrales convergen en sentido
de distribuciones y obtenemos de esta forma la desigualdad (18). Esto concluye la prueba
del Teorema.

�
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8 RAMÓN G. PLAZA

Apéndice. Algunos resultados de Ańalisis Real. Ver cualquier libro de Análisis Real,
por ejemplo, [1, 6].

Teorema 1.10(Convergencia dominada de Lebesgue). Asumamos que las funciones fn

son integrables y que fn → f a.e. cuando n→ +∞. Supongamos también que| fn| ≤ g
para cierta funcíon integrable g. Entonces f es integrable y

∫

f dµ= lim
∫

fn dµ

Lema 1.11.Supongamos que{uǫ}ǫ≥0 ⊂�⊆ R
n es una sucesión de funciones uǫ : R

d →�

uniformemente acotada

‖uǫ‖∞ ≤ C,

con C> 0, y para todaǫ > 0. Supongamos que uǫ → u a.e. cuandoǫ → 0+. Entonces
para toda funcíon continua G: �→ R

p, se tiene que G(uǫ)→ G(u) en sentido de dis-
tribuciones, es decir, para todaφ ∈ C∞

0 (R
d; R

p),
∫

Rd
φ · G(uǫ)dx −→

∫

Rd
φ · G(u)dx,

cuandoǫ → 0+.

Prueba. Definimos
gǫ := G(uǫ) ·φ,

para cadaǫ > 0. Por continuidad, claramentegǫ → G(u) ·φ cuandoǫ→ 0+. También por
continuidad yuǫ acotada uniformemente para todaǫ, tenemos que

g := sup‖gǫ‖ ≤ C,

conC > 0, cota uniforme enǫ y enx ∈ R
d. Dado queφ tiene soporte compacto,gǫ tiene

soporte compacto.g es integrable, ya que,
∫

g =

∫

sup‖G(uǫ) ·φ‖ ≤ M
∫

suppφ
dx<+∞.

Ası́, por el teorema de convergenca dominada de Lebesgue
∫

gǫ −→

∫

lim gǫ =

∫

G(u) ·φ,

cuandoǫ → 0+.
�
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