LECCION 3: HIPERBOLICIDAD Y EJEMPLOS

RAMON G. PLAZA

1.7. Hiperbolicidad. En el caso de una ecuacion escalar lineal de la forma
Ut +aux =0,
vimos que ésta admitia una solucion (de hetdsplucion) en forma de onda viajera
u(x,t) = up(x —at),

dondeug es la condicibn inicial. Igualmente, podemos preguntaibrao qué condiciones
un sistema nolineal de leyes de conservacion de la forma

d
ur+ > fl(uy =0, (1)

j=1

admite soluciones en forma de onda viajera. Nos interesgacg@ucion sea de clagg!
fuera de una discontinuidad, por lo que podemos asumiugguna solucion suave. De
este modo se debe cumplir que

d
ur+ > Dl (Uyuy =0, @)
j=1

dondeDf I (u) : Q — R"™" denota la matriz jacobiana dé con respecto de, es decir,

| du F (U)o a fla
Dfl(u)= : : e R™",
) Tl
Supongamos que existen soluciones a (1) en forma de ond@sasiep decir,
u(x,t) = t(x-&—st), 3)

donded : R — R" es una funcién continuamente diferenciable en una varjéle R%\ {0},
es la direccion de propagacion de la onda,eyR es la velocidad de propagacion. Susti-
tuyendo en el sistema cuasi-lineal (2) obtenemos

d
—s'(x-&—st) + > & DI @(x- & —st) ' (x-&—st) =0, (4)

i=1
Definamos la matriz

d
A(u,&) ==& DH (u). (5)

j=1
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2 RAMON G. PLAZA

La ecuacion (4) sugiere qug debe ser un vector propio de la matAZd, &) con valor
propios. En otras palabras, para tener velocidades reales de @oipaglos valores
propios deA(u, &) deben ser reales.

Definicion 1.1. El sistema de leyes de conservacion (1) es llantalerhbdlico si para toda
ueQ,ytodoé € RY, & +£0, la matrizA(u, &) definida en (5) tiene valores propios reales,
gue denotamos como

21U, ) < ... < An(U, Q).
Si los valores propios son, ademas, todos distintos, eadecimos que el sistema es
estrictamente hipedico.

Observacbn 1.2. 1. Si el sistema es estrictamente hiperbolico, existetoves propios
ri(u,é),....ru,¢) e R"™1! que generan todR" y satisfacen

AU, Orj(u,o) =4jU,Orju,o),

paratodak j <n,ytodoue Q& eRY, & +£0.
2. Dado que toda matriz real y su adjunta tienen el mismo é&spéntroducimos los
vectores propiogquierdosl; (u,¢) € RIXN tales que,

li (U, &) AU, &) = 4j (U, )l (U, <),

paratoda Xk j <n,ytodoueQ,¢é eRY, & +£0.
3. Si el sistema es estrictamente hiperbolico entonces

(U, Orju,&) =0, sik#]j,
ya que
Aklkri) =IkArj =lkdjrj = 4 (krj),
implica que(ik — 4)lkrj =0, o simplementdyr; = 0, sik # j. Igualmente tenemos que
lj (U, Orj(u,&) #0,

paratodal,y j.
4. Los valores propiosj(u,<) de un sistema hiperbolico son llamados tamhiéloci-
dades caractdsticasdel sistema en el estadio= Q en direccion: e RY.

La siguiente proposiciobn garantiza que la hiperboliciéadinvariante bajo cambios
suaves de coordenadas.

Proposicion 1.3. Sea ue Q una soluocbn de clase ¢ del sistema hipertdico (1). Sead :
R" — R" un difeomorfismo suave (es decir, una famcinyectiva y sobre, con derivadas
continuas), con invers@ . Entonces,

w = o),

satisface el sistema hip&ilico cuasi-lineal
d .
wy + Z Al (w)wy; =0, (6)
j=1

enRY x [0, +00), donde
Al (w) := Dy® (@ (w)) Al (@~ (w)) D, @ (w),
Al(u) := Dy fl(u),
paratoda ue Q, w € ®(Q).

Preliminary version — March 27, 2008



LECCION 3 3

Prueba. Dado queu es soluciorC! de (1), tenemos que

d
u; + Z Al (u)uy; =0.
j=1
@ es invertible y suave. Por lo tanto,si= ®(u) entonces
Ut = Dw(D_l(w)wta
qu = Dw(D_l(w)jo ,
y por ende,
Dy @~ t(w)wi + D Al (@7 (w)) Dy @ (w)wy; = 0.
j=1
Dado queD,, @ (w))~! = Dy®(®~1(w)), multiplicando la ecuacién anterior pBx, ® (d~1(w))
obtenemos (6). Para verificar que (6) es también un sistépeakidlico basta con hacer
notar que las matrice&(u,&) y

d
Aw,&) =D & A (w),

=1

son similares, dado qu&® (u), &) = DucI>(~u)A(u,5)(Duc1>(u,§))‘1, y por lo tanto tienen

el mismo espectro. Los valores propiosAl@y, &) estan dados pat; (" Y(w), &), donde

Zj(u,&) denota un valor propio d&(u, £). Por lo tanto el sistema (6) es también hiperbolico.
([l

Observacbn 1.4. Esta proposicion resulta ser muy @til. En muchos casosa&sfacil
verificar hiperbolicidad de un sistema cuasi-lineal eqgente, que hacerlo directamente,
como veremos en algunos ejemplos mas adelante.

1.7.1. Sistemas si@tricos.

Definicion 1.5. El sistema (1) esimétrico si las matrices jacobianas de los flujos son
simétricas, . _

Dfl(u)" =Dfl (), j=1,....d, (7)
para todau € Q.

Definicion 1.6. El sistema (1) esimetrizablesi para todau € Q existe una matriz real
S(u) definida positiva, simétrica (y por ende, invertible),dak las matrices

Al(u)y:=Swbflu), j=1,...,d,
son simétricas. La matrig(u) se denomina usimetrizadordel sistema (1).
Lema 1.7. Si el sistemd1) es simetrizable entonces es hip@ito.
Prueba. Supongamos que (1) es simetrizable con simetriz&loy. Denotemos
Al(u) := Df(u),
A(U,¢) = SWAU,E)

d
AU,&) =D g A (),
j=1

parau € Q, ¢ € RY. De esta formaA es una matriz real y simétrica; por lo tanto, sus
valores propios son reales. Dado ds@) es definida positiva, real y simétrica, tenemos
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guew*S(u)w > 0 para todav € C", w # 0. Seaw € C" un vector propio deA con valor
propioA € C, w # 0. Entonces tenemos ques = S~ Aw = Aw, o bien,

Aw = 1Sw.
Sear := w*Sw > 0. Entonces,
A =w*(ASw)=w*Aw=w*ATw = (Aw)*w=ASw)*v=21" S w=1*w*Sw= 1"

Dado que # 0 tenemos qué = 4*, esto esj € R. Asi A(&,u) = S(u)~LA(u, &) tiene
valores propios reales y el sistema es hiperbolico.
O

Observacbn 1.8. Si el simetrizadoB(u) es un difeomorfismo (es decir, es un simetrizador
suave), la hiperbolicidad es automatica por la Propositi3. La conclusion del lema es,
por lo tanto, mas general.

1.8. Ejemplos de sistemas hiperblicos.
1.8.1. Ecuaciones escalaregoda ecuacion escalar
d
ur+ > fl(uy =0,
j=1

donde cada flujd | : @ — R es una funcion escalanye R, es hiperbolica. Aqui existe
una Unica velocidad caracteristica real dada por

d
A8y =>"¢ ).

j=1
1.8.2. El sistema p.Recordemos sistemas de la forma
vt —wy =0,
wt + p(v)x =0,

dondep: R — R es una funcion nolineal dada, que satisfa®) < 0, p”(v) > 0, y donde
v,weRyxeR,t >0, llamados sistemags. La funcion de flujo es

f(u)= (p_(z’))

dondeu = (v, w) son las variables de estado. Su matriz jacobiana esta dada p
0 —
Df(uy=Auy={( .
O ry

det(A(u)y— A1) =22+ p'(v) =0,
por lo que los valores propios son

(v, w) = —y/—-p' ) <0,
A2(v,w) :==++/—p'(v) > 0.

Dado quep’(v) > 0, los valores propios son reales, distintos, y el sistenesggtamente
hiperbolico. Es facil comprobar que los vectores propie#\ estan dados por

r(vw)—( 1 ) r(vw)—( 1 )
PV T T - mr )

(8)

Claramente
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respectivamente. Los vectores propios izquierdos sonlsimgntd; = rlT, lo = rzT.
1.8.3. Ecuaciones de Euler en una dimesi El sistema de ecuaciones de Euler para un

gas compresible en una dimension,
pt+ (pv)x =0,
9)

(pv)t + (po? + p)x =0,
(PE)t + (pEv+ pv)x =0,

dondep, » y edenotan densidad, velocidad y energia interray e+ %uz y p=p(p,e),
también es un sistema hiperbblico si se cumplen cierEgdsis sobre la funcion de estado

del gas. Vamos a suponer que la funcfbgatisface:
p>0, (10)
P, >0, (12)
(12)

Pe > O.

Vamos a aplicar la Proposicion 1.3y verificar la hiperbidéa de (9) probando que un sis-
tema cuasilineal (equivalente para soluciones clasésaisiperbolicd. Después de algunas

substituciones, es posible escribir (9) como el sistemaiduneal equivalente
pt+opx+ pox =0,
Px
vt+vvx+7 =0, (13)

0
Q+Uex+%20,

donde
Px = Pppx + Pebx-

El sistema (13) tiene la forma
Ut + A(U)Uy =0,

donde
) p 0
P 1a PN
U=|v], y AU):=| 5B v 5Pe
e 0 %A )

En consecuencia tenemos que
detAU) —21) = (0= 2) (0 = )2 = p~2Pep) = By (0 — 2)

= =2 (0=22=p2pep—B)).

c®:=p 2pep+ P, >0,

Denotemos
positivo dadas (10)-(12). A la cantidadse le conoce comeelocidad del sonidoDe este
modo los valores propios d&(U), o velocidades caracteristicas del sistema, son
A1=v-—C,
A2 =0,
lz3=0v+C,

Linvitamos al lector a probar hiperbolicidad de (9) directaute.
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por lo cual el sistema es estrictamente hiperbolico.

Observacibn. Un ejemplo de ecuacion de estado que satisface (10)-(1&)dssun gas
ideal y politropico. La presion termodinamica de un giesai esta dada por

P = Rp0,
dondeR > 0 es una constantefyes la temperatura. Si el volumen del gas es constante, el
aumento en la energia interna es proporcional al aumenrtotemperatura, por lo que
de
do
La cantidadc, es el calor especifico a volumen constante. Si la presiomasgiene con-
stante y el gas se expande mientras se afiade energiaj@éatenergia hace trabajo en la
expansion, y la otra parte contribuye al aumento en eaéntgrna. Por lo tanto,
d(e+p/p) _
_ = Cp’
do
donded(p/p) es el trabajo de expansion del gas. La canticjads el calor especifico a
presion constante. Para un gas politropico se asume,quep son constantes, por lo que

e=c,0, e+E =Cpf.
P

=c, > 0.

Se define asi la razgnde calores especificos como
._ %
Y , > 1,
constante y mayor que 1, para gases politropicos. De esde msastituyendo la ecuacion
de estado tenemos que
e=c,0=cpf/y =(e+p/p)/7.
Resolviendo par@ obtenemos

p=p(ep) = (y —1pe (14)
Claramentep satisface (10)-(12) ya que > 1. Una ecuacion de estado de este tipo es
llamada undey gamgpara un gas politrbpico (ver [2]).

1.8.4. Materiales hiperdisticos. Como tercer ejemplo consideremos el sistema que mod-
ela la dinamica de un material hiperelastico, a saber,
Ui — ViV =0,

Vi —divga (U) =0, (15)

dondeU es el gradiente de deformacidd,= VyxX e Riﬁ y V es la velocidad local,
V = X; € R3, del movimientoX = X (x,t), y donde,
oW
o(U) = — e R®<3,
ouU
es el primer tensor de stress de Piola-Kirchoff, definidoponente a componente como
oW
U): = ,
o( )IJ 0Uij
y W =W (U) es la densidad de energia interna del material. Como heisios si denota-
mosU; como la columng de U, yoj como la columng deg, las cantidades conservadas
son

i’j :1’2’3’

u=(Uy,Up,U3, V) e R,
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LECCION 3 7

con flujos,
flu)=(v,0,0,a1(U)T, f2(u)=(0,V,0,02(U)T, f3(u)=(0,0,V,a3(U))7,

y dondef! € R12 para todaj = 1,2,3. Para cada par de indices<l, j < 3,1, j fijos,
definimos a las matriceBiJ (U) e R3%3 componente a componente como

; 02w
B!(U)k = ——
(B (U))ik U0

para cada k |,k < 3, es decir,
j WUlj Ugi WUlj Uzi WUlj Usi
Bi ) = WUzj Uy WUzj Ugi WUzj Uz |-
WUSj Ugj WUSj Uzi WU3j Usi

Es posible demostrar que las matrices jacobianas

Al(uy=Dfl(u) eR™12  j=1,23,
estan dadas por

0 0 0o |

Ty 0 0 0 0
Al =-1 0 o ol
Bi(U) BiU) BiU) O

0 0 0 0

201 0 0 0o |
AU =-1 4 0 o ol
B2(U) B2(U) B3U) 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3U) = —

AU) = 0 0 o 1|

B3U) B3U) B3U) 0

donde cada bloque es un bloque de3 el denota a la matriz identidad dex33.
Definimos ahora elensor adisticg

3
NEU) = > &4BlU) eR>3,
=
para cadd € R3y cadaU € R3*3,

Definicion 1.9. Decimos que la funcion de densidad de eneWyiaatisface laondicibn
de Legendre-Hadamar@er [1]) enU si el tensor acUstico es definido positivo para todo
£ eR3, & +£0, es decir, si

n"NE& Uy >0,

paratodoy € R3, 5 # 0, y todoé € R3, & #£ 0.

Lema 1.10. Si W satisface la condigh de Legendre-Hadamard en un estade &3*3
entonces el sistem@5) es hipertblico en U.
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Proof. Para cadd < R3, sea

3
AEU) =D gAU).

=1

Por inspeccion en las expresionesAléU ), notamos que éstas tienen un bloque de ceros
de dimension % 9 y ceros en la diagonal. Por ende= 0 es necesariamente un valor
propio deA. Supongamos, por lo tanto, qaes 0 es un valor propio dé, es decir,

A, U) (3) —J (3) , (16)

para ciertaU, V)T := (Uy, U, U3, V)T € R12 Haciendo las multiplicaciones vemos que

) -V
1 uy 0
-3 BHUG
0
20 (0 —V
-3 BAWG
0
3 (Y — 0
-3 B¥WU
por lo que la ecuacién espectral (16) se puede escribir como
GV+I0i=0, =123,
S (17)

> B/ ()0 +2V =0.
ij=1
Multiplicando la segunda ecuacion de (17) pa£ 0 y sustituyendo la primera obtenemos

3
- > §&B UV +i2V =0,
i,j=1
lo que implica que
N UV =42V,

es decir,1? es un valor propio del tensor acistico, con vector propioDado quew
satisface la condicibn de Legendre-Hadamard, los valom@sios deN (¢, U) son todos
reales y estrictamente positivos, por lo que

A =+k,
dondex > 0 es un valor propio d&l(&,U). De este modo los valores propios Aeon

40(¢,U) =0,
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LECCION 3 9

con multiplicidad algebraica 6, y 6 valores propios reales
AEU) =4k >0,
A7 EU) ==/ <0,
paraj =1,2,3, dondecj son los valores propios dé(, U). O

Notemos que el sistema (15) es, por lo tanto, hiperbéliem po estrictamente hiperbblico,
ya que tenemos 6 valores propios multiplesign= 0.

1.8.5. Otros sistemasLos sistemas hiperbolicos de leyes de conservacion aued la
literatura. Véanse los textos de Smoller [5], Serre [4] Yfed@os [3]. Como ejemplos
adicionales consideremos los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1.11. Considera el sistema
pt+ (po)x =0, (18)
v+ (G =0,. (19)

Prueba que la matriz jacobiana tiene valores propios 12 = v y un espacio unidimen-
sional de vectores propios proporcional& (v,0) T € R2. Deduce que la matriz jacobiana
no es diagonalizable y que el sistema es hiperboblico peestriztamente hiperbélico.

Ejercicio 1.12. Verifica que el sistema de ecuaciones pagaa poco profund&n una
dimension espacial,

n+@nx =0,
z)t—l—(%vz—l—n)x:O, X,t) e Rx [0, 4+00),

dondev € R es la velocidad horizontal del agua,;y= gh € R con g la constante de
gravedad yh la altura del agua, es estrictamente hiperbolicpsiO.

(20)
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