
LECCI ÓN 2: GENERALIDADES. SOLUCIONES D ÉBILES, CONDICIONES
DE SALTO Y (NO) UNICIDAD

RAMÓN G. PLAZA

Como vimos en el ejemplo anterior de la ecuación de Burgers no viscosa, la nolinealidad
de las ecuaciones provoca que aún con condiciones iniciales suaves, una solución clásica
pueda no existir para todo tiempo. Si permitimos solucionesdiscontinuas, éste fenómeno
se asocia ala formacíon de choques. Por lo tanto, tenemos que extender nuestro concepto
de solución.

1.4. Soluciones d́ebiles. Consideremos el problema de Cauchy para un sistema de leyes
de conservación,

ut +
d

∑

j =1

f j (u)x j = 0, (1)

u(x,0)= u0, (2)

en (x, t) ∈ R
d × [0,∞), u ∈ � ⊂ R

n, f j : �→ R
n. Supongamos queu es una solución

clásica, es decir, de claseC1. Tomemos unafunción de prueba

φ ∈ C1
0(R

d ×R; R
n),

es decir,φ es la restricción de una función de claseC1 con soporte compacto en un conjunto
abiertoO ⊂ R

d ×R. Ver Figura 1.

x

t
supp

G(t)

φ

FIGURA 1. Función de pruebaφ con soporte compacto que intersecta
a {t ≥ 0} dentro de la curva en la figura.G(t) es un subconjunto deRd

parat fijo que contiene al soporte deφ parat fijo.
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Multiplicando (1) porφ, e integrando tenemos

0 =
∫ +∞

0

∫

Rd
ut ·φ+

d
∑

j =1

f j (u)x j ·φdx dt

=
∫ +∞

0

∫

Rd
(u ·φ)t +

d
∑

j =1

( f j (u) ·φ)x j dx dt −
∫ +∞

0

∫

Rd
u ·φt +

d
∑

j =1

f j (u) ·φx j dx dt.

SeaG(t) ⊂ R
d, abierto y acotado parat > 0 fijo, tal que suppφ ∩{t = constante} ⊂

G(t), y por ende,φ = 0 sobre la frontera∂G(t). Entonces, por el teorema de la divergencia
tenemos

0 =
∫

Rd
(u ·φ)

∣

∣

∣

t=+∞

t=0
dx+

∫ +∞

0

∫

∂G(t)







f 1(u) ·φ
...

f d(u) ·φ






· n̂ dSx dt+

−
∫ +∞

0

∫

Rd
u ·φt +

d
∑

j =1

f j (u) ·φx j dx dt.

= −
∫

Rd
φ(x,0) ·u0(x)dx−

∫ +∞

0
u ·φt +

d
∑

j =1

f j (u) ·φx j dxdt.

Por lo tanto llegamos a la relación integral

∫ +∞

0

∫

Rd
u ·φt +

d
∑

j =1

f j (u) ·φx j dxdt+
∫

Rd
φ(x,0) ·u0(x)dx = 0. (3)

Definición 1.1. Una función1 u ∈ L∞(Rd × [0,+∞);�) es una solución débil de (1)-(2)
si u satisface (3) para toda función de pruebaφ ∈ C1

0(R
d ×R; R

n).

Observacíon 1.2. 1. Por construcción, toda solución clásica es débil. Inversamente,
si escogemosφ ∈ C∞

0 y u es solución débil, entoncesu satisface (3) en sentido de
distribuciones.

2. Si tomamosφ con soporte contenido en un conjunto abiertoO ⊂ {t ≥ t0 > 0} (es
decir, lejos det = 0), entonces

∫ +∞

0

∫

Rd
u ·φt +

d
∑

j =1

f j (u) ·φx j dxdt= 0. (4)

3. Siu es solución débil de claseC1 en alguna región abiertaR⊂ R
d ×R+, entonces

es una solución clásica enR. En efecto, tomando cualquierφ ∈ C1
0 con soporte en

1Aquı́ L∞ denota el espacio de funciones esencialmente acotadas. En general, siX es un espacio vectorial,
M es unaσ -álgebra yµ una medida, el espacioL∞(X,M,µ) se define como

L∞ = { f : ‖ f ‖∞ <+∞},

‖ f ‖∞ := inf{s f (E) : E ∈ M,µ(E)= 0},
s f (E) := sup{| f (x)| : x /∈ E}.

Ver cualquier libro de Análisis Real (por ejemplo, [1]). Eneste curso basta con pensar enL∞ como el espacio
de funciones medibles acotadas.
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{t > 0}∩ R como en el punto anterior tenemos, integrando por partes (4), que

∫

R
φ ·ut +φ ·

d
∑

j =1

f j (u)x j dxdt= 0,

lo que implica que

ut +
d

∑

j =1

f j (u)x j = 0,

se cumple puntualmente enR.
4. Si ahora tomamos una solución débil, de claseC1 y consideramosR = R

d ×
(0,+∞), multiplicando la ecuación anterior por cualquierφ ∈ C1

0(R
d × R; R

n),
es decir, por una función general de prueba, tenemos al integrar por partes,

0 =
∫ ∞

0

∫

Rd
(ut +

d
∑

j =1

f j (u)x j ) ·φdxdt

= −
∫

Rd
φ(x,0) ·u(x,0)dx−

∫ ∞

0

∫

Rd
u ·φt +

d
∑

j =1

f j (u) ·φx j dxdt.

Comparando con (3) tenemos que
∫

Rd
φ(x,0) · (u(x,0)−u0(x))dx = 0,

para todaφ ∈ C1
0, por lo queu(x,0)= u0(x) a.e. enRd, y la condición inicial se

satisface puntualmente a.e. Por lo tanto,la noción de solucíon d́ebil extiende la
noción de solucíon clásica.

5. Nuestra definición de soluciones débiles admite solucionesdiscontinuas. Por
ejemplo, podemos considerar soluciones que seanC1 por pedazos, es decir, que
exista un número finito de discontinuidades (en este caso, hipersuperficies en el
espacio(x, t)), 6k, k = 1, . . . ,N, fuera de las cualesu es de claseC1 y u es dis-
continua a través de cada superficie6k. Sin embargo, no toda discontinuidad es
admisible, como veremos a continuación.

1.5. Relaciones de salto de Rankine-Hugoniot.Existe una relación (sobre la discon-
tinuidad) entreu y el flujo F(u) escondida en las ecuaciones. Asumamos queu es una
solución que esC1 por pedazos, y sea6 una discontinuidad, es decir, una hipersuperficie
(en el espacio-tiempo(x, t) ∈ R

d ×R) orientable de la forma

6 = {(x, t) ∈ R
d ×R+ : ψ(x, t) = 0},

con normaln̂ = (n1, . . . ,nd,nt )
⊤ ∈ R

d+1, |n̂| = 1. Por ejemplo, si6 está definida por una
funciónψ como arriba, entonces las componentes espacial,n̂x = (n1, . . . ,nd)

⊤ y temporal
n̂t den̂ = (n̂x, n̂t )

⊤ están dadas por

n̂x = ∇xψ
√

|∇xψ|2 +ψ2
t

, n̂t = ψt
√

|∇xψ|2 +ψ2
t

.

La hipersuperficie divide el espacio-tiempo en dos regionesy asumimos por convención
quen̂ apunta en la dirección “derecha” de la superficie. Ver figura2.
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n

uL
uR

^

Σ

FIGURA 2. Hipersuperficie6 en el espacio(x, t); n̂ es la normal uni-
taria a6 que por convención apunta al lado “derecho” de la frontera.

Definamos para cada(x, t) en6,

uR := lim
ǫ→0+

u((x, t)+ ǫn̂),

uL := lim
ǫ→0+

u((x, t)− ǫn̂), (5)

como los valores a cada lado (derecho e izquierdo, respectivamente) de la frontera. Sea un
puntoP ∈6 y consideremos una bolaD centrada enP con radio pequeño, de manera que
u esC1 fuera de6∩ D y D está lejos de{t = 0}. SeanDR y DL dos componentes deD a
cada lado de la frontera6, tales queD = DL ∪ DR. Ver Figura 3.

.
n̂

D

P
D D

L R
uu R

L

Σ

FIGURA 3. Bola D con centro enP sobre la frontera6. La normal
unitaria apunta en la dirección “derecha”.D = DR ∪ DL dondeDR y
DL denotan las componentes derecha e izquierda deD respectivamente.

Seaφ ∈ C1
0(D), de manera que siu es solución débil, entonces, por la fórmula (4)

tenemos que
∫

DL∪DR

u ·φt +
∑

f j (u) ·φx j dxdt= 0.
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Dado queu es de claseC1 en el interior deDL y DR, y φ ≡ 0 en∂D, tenemos, por el
teorema de la divergencia, que

IR :=
∫

DR

u ·φt +
∑

f j (u) ·φx j dxdt=
∫

DR

(φ ·u)t +
∑

(φ · f j (u))x j dxdt+

−
∫

DR

φ · (ut +
∑

f j (u)x j )dxdt

=
∫

∂DR











φ · f 1(u)
...

φ · f d(u)
φ ·u











· n̂ dSx,t

=
∫

6∩D











φ · f 1(u)
...

φ · f d(u)
φ ·u











· n̂ dSx,t .

Hacemos lo mismo con la integral sobreDL , sólo que ahora es−n̂ la normal exterior a su
frontera.

IL :=
∫

DL

u ·φt +
∑

f j (u) ·φx j dxdt= −
∫

6∩D











φ · f 1(u)
...

φ · f d(u)
φ ·u











· n̂ dSx,t .

De este modo llegamos a,

0 = IR + IL =
∫

6∩D
(nt (uR −uL)+

∑

n j ( f j (R)− f j (uL))) ·φdSx,t ,

lo cual se cumple para todaD bola arbitraria con centro en6 y todaφ con soporte com-
pacto enD. Por lo tanto llegamos a las siguientes ecuaciones que se cumplen en cada
punto de6,

nt [u] +
d

∑

j =1

n j [ f j (u)] = 0, (x, t) ∈6 (6)

donde, para toda(x, t) ∈6, definimos el “salto” para cualquier funcióng(u) como

[g(u)] := g(uR)− g(uL). (7)

Las condiciones de salto (6) son conocidas comolas condiciones de Rankine-Hugoniot.
Éstas expresan el principio de conservación (3) a través de la frontera, y constituyen retric-
ciones para las posibles discontinuidades de una solucióndébil.

Por ejemplo, en el caso de una dimensión espacial,d = 1,6 es una curva de la forma

6 = {(x, t) ∈ R×R+ : x = x̌(σ ), t = ť(σ ),σ ∈ I ⊆ R}
con funciones derivablešx y ť deσ en un intervaloI . El vector normal unitario es

n̂ = 1
√

x̌′(σ )2 + ť ′(σ )2

(

−ť ′(σ )
x̌′(σ )

)

=
(

n̂x

n̂t

)

∈ R
2,

de tal forma que las condiciones de Rankine-Hugoniot (6) a lolargo de6 se escriben como

−x̌′(σ )[u] + ť ′(σ )[ f (u)] = 0, (x, t) ∈6.
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Si podemos reparametrizar la curva en términos det , por ejemplo, sǐt ′(σ ) 6= 0 para toda
σ ∈ I , las condiciones de salto se leen

− dx̄

dt
[u] + [ f (u)] = 0,

donde

s := dx̄

dt
= x̌′(σ )

ť ′(σ )
,

es lavelocidad de la discontinuidad o velocidad de choque. Aquı́ x̄(t) := x̌(σ (t)).
Para el caso de una ecuación escalar en una dimensión espacial d = 1,n = 1,

ut + f (u)x = 0, (8)

conu ∈ R, f : R → R, la velocidad de la discontinuidad está dada puntualmentepor

s = [ f (u)]

[u]
,

si [u] 6= 0.
El ejemplo más simple de una solución discontinua es el de un plano que separa dos

valores constantes. Seaν ∈ R
d un vector no nulo,|ν| = 1, que define una dirección de

propagación. La discontinuidad6 tendrá la forma

6 = {(x, t) ∈ R
d × [0,+∞) : x · ν−st = 0},

es decir, tenemos un frente plano que se propaga con velocidad s ∈ R en direcciónν. La
solución discontinua de la forma

u(x, t)=
{

uR ; x · ν > st,

uL ; x · ν < st,
(9)

dondeuR y uL son constantes, es conocida como unaonda de choque. Sobre el frente se
satisfacen las condiciones de Rankine-Hugoniot

−s[u] +
d

∑

j =1

ν j [ f j (u)] = 0, (10)

las cuales determinan la velocidad del choque. Claramente,por la observación 1.2, dado
que (9) es constante por pedazos, satisface trivialmente laecuación diferencial, y dado que
el frente satisface las relaciones de Rankine-Hugoniot, lasolución discontinua (9) es una
solucíon d́ebil de la ecuación (1).

1.6. No unicidad de soluciones d́ebiles. Como ejemplo, consideremos la ecuación es-
calar de Burgers

ut + (1
2u2)x = 0, (11)

en una dimensión espacial(x, t) ∈ R × [0,+∞). Aquı́, f (u) = 1
2u2. Consideremos el

problema de Cauchy asociado con condición inicial

u0(x)=
{

0; x > 0,

1; x < 0.
(12)

En este caso, tenemos queuL = 1 y uR = 0. El problema de Cauchy con condición inicial
discontinua (12) (constante parax< 0 y parax> 0) se conoce comoproblema de Riemann
[3, 2]. Como vimos, un frente (u onda de choque) de la forma (9)que separa valores
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constantes y que se propaga con velocidads es una solución débil siempre y cuando la
velocidad satisfaga

s = [ f (u)]

[u]
= f (uR)− f (uL)

uR −uL
=

1
2(0)

2− 1
2(1)

2

0−1
= 1

2
.

De esta manera, una solución débil tipo onda de choque est´a dada por

u(x, t)=
{

0; x > 1
2t,

1; x < 1
2t .

(13)

La solución es constante parax > 1
2t y toma el valoru ≡ 0; igualmente parax < 1

2t toma
el valoru ≡ 1. El choque o frente está dado por la lı́nea recta{x − 1

2t = 0}. Es claro que
esta solución es una solución débil (en este caso, discontinua) de (11) - (12). La solución
(13) con su condición inicial (12) están representados enla Figura 4.

u0

x

1

0

x

t

u=1
u=0

x=t/2

FIGURA 4. Condición inicial (12) (izquierda) y la solución en forma
de onda de choque (13) (derecha). La lı́nea continua representa la dis-
continuidad{x = 1

2t} que se propaga con velocidads = 1
2. Las lı́neas

punteadas son las curvas caracterı́sticas de la formax = ut + x0, donde
la pendiente de la recta esu = 1 a la izquierda del choque yu = 0 a su
derecha. Nótese que las caracterı́sticas aparentan “entrar” a la discon-
tinuidad.

Como vimos en la primera parte (Lección 1), la solución es constante a lo largo de
curvas caracterı́sticas de la forma

x(t)= ut + x0,

donde la pendienteu es el valor de la solución (en este caso, constante) a cada lado de la
discontinuidad. Por lo tanto las curvas caracterı́sticas son de la formax = x0 a la derecha
del choque y de la formax = t + x0 a la izquierda del mismo. Se puede apreciar en la
Figura 4 que las caracterı́sticas aparentan “entrar” en la discontinuidad.

Consideremos ahora la misma ecuación de Burgers (11) pero ahora con condición ini-
cial “invertida”,

u0(x)=
{

1; x > 0,

0; x < 0,
(14)
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es decir, donde ahorauL = 1 y uR = 0. Notamos que una onda de choque se propagará
también con la misma velocidad

s = [ f (u)]

[u]
= f (uR)− f (uL)

uR −uL
=

1
2(1)

2 − 1
2(0)

2

1−0
= 1

2
,

y tendrá la siguiente forma

u(x, t)=
{

1; x > 1
2t,

0; x < 1
2t .

(15)

Sin embargo, ahora las curvas caracterı́sticas tienen pendienteu = 0 del lado izquierdo
del choque, yu = 1 del lado derecho del mismo, de modo que las rectas aparentan“salir”
de la discontinuidadx = 1

2t . Ver Figura 5.

u0

x

1

0

x

t
x=t/2

u=0

u=1

FIGURA 5. Condición inicial (14) (izquierda) y la solución en forma
de onda de choque (15) (derecha). La lı́nea continua representa la dis-
continuidad{x = 1

2t} que se propaga con velocidads = 1
2. Las lı́neas

punteadas son las curvas caracterı́sticas de la formax = ut + x0, donde
ahora la pendiente de la recta esu = 0 a la izquierda del choque yu = 1 a
su derecha. Nótese que las caracterı́sticas, en este caso,aparentan “salir”
de la discontinuidad.́Este es un caso de un choque “no fı́sico”.

Claramente, la solución (15) es una solución débil del problema (11) con condiciones
iniciales (14). Vamos a construir otra solución débil al mismo problema. Consideremos
ahora la función

u(x, t)=











0; x < 0,

x/t ; 0 ≤ x < t,

1; t < x.

(16)

Notemos que esta nueva función satisface trivialmente la ecuación diferencial (11) en
en el interior de las regiones donde está definida, ya que es constante parax < 0 y x ≥ t ,
mientras que para 0< x < t ,

ut + (1
2u2)x = ∂t (x/t)+ ∂x(

1
2x2/t2)= −x/t2 + x/t2 = 0.

La solución (16) está representada en la Figura 6. La condición inicial (14) se satisface
claramente por construcción. Otra observación importante es que esta solución es continua
enR× (0,+∞) a pesar de que los datos iniciales son discontinuos. Una solución de este
tipo (16) es llamada unaonda de rarefaccíon.
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x

t

u=0

u=1

u=x/t

x=t

FIGURA 6. Solución en forma deonda de rarefaccíon (16) con condi-
ciones iniciales (14), las mismas que en la Figura 5. Notamosque la
solución es continua, a pesar de que los datos iniciales sondiscontinuos.
La solución es constante parax < 0 y parax > t , mientras que en el
intervalo 0≤ x < t toma el valorautosimilar u(x, t) = x/t , el cual está
representado como el “fan” o “ventilador” en la figura.

Proposición 1.3. La onda de rarefacción(16)es una solucíon d́ebil de(11)con condicíon
inicial (14).

Prueba. Tomemos una función de pruebaφ ∈ C1
0(R×R; R) y definimos

I :=
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
uφt + 1

2u2φx dx dt+
∫ +∞

−∞
u0(x)φ(x,0)dx =: I int + I0,

dondeI int es la integral en todoR× [0,+∞) y I0 es la segunda integral enR×{t = 0}. El
soporte deφ intersectaR× [0,+∞) en una región� que se divide en tres componentes
�=�1 ∪�2∪�3 tal como se muestra en la Figura 7.

x

t

u=1

x=t

u=0

u=x/t

supp

Ω
Ω

Ω
n

n

n

n

n

n1

2

1

2
3

3

1

2

3

φ

FIGURA 7. Intersección entre el soporte deφ ∈ C1
0(R×R; R) y R×

[0,+∞). La región se divide en tres componentes� = �1 ∪�2 ∪�3
con normales exterioresn1,n2 y n3 respectivamente.
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De este modo, tenemos que
I int = I1 + I2 + I3,

donde

I j =
∫

� j

uφt + 1
2u2φx dxdt, j = 1,2,3.

Notemos queu ≡ 0 en el interior de�1, por lo que

I1 = 0.

Por el teorema de la divergencia tenemos que

I j =
∫

∂� j

φ

(

1
2u2

u

)

·
(

nx

nt

)

dSx,t −
∫

� j

φ(ut + (1
2u2)x)dxdt,

para todoj = 1,2. Dado que en el interior de cada� j la función satisface la ecuación
diferencialut + (1

2u2)x = 0 (u es constante en el interior de�3, y u = x/t es solución en
el interior de�2), la última integral es cero, y tenemos que

I j =
∫

∂� j

φ

(

1
2u2

u

)

· n̂ j dSx,t ,

para todoj = 1,2, donden̂ j = (n̂x
j , n̂

t
j )

⊤ es la normal exterior a∂� j . En vista de que
φ ≡ 0 sobre∂�, las integrales de lı́nea se reducen a

I2 =
∫

�∩{x=0}
φ

(

1
2u2

u

)

· n̂2dSx,t +
∫

�∩{x=t}
φ

(

1
2u2

u

)

· n̂2dSx,t ,

I3 =
∫

�∩{t=0}
φ

(

1
2u2

u

)

· n̂3dSx,t +
∫

�∩{x=t}
φ

(

1
2u2

u

)

· n̂3dSx,t .

Sobre{x = 0}∩�, del lado de�2, u toma el valor

u|{x=0}∩�2 =
(x

t

)

|x=0
= 0.

Sobre{x = t}∩�, del lado de�2, u toma el valor

u|{x=t}∩�2 =
( x

t

)

|x=t
= 1,

y la normal exterior es

n̂2 =
(

nx
2

nt
2

)

= 1√
2

(

1
−1

)

.

Por ende,

I2 =
∫

�∩{x=t}
φ

(

1
2
1

)

·
(

1
−1

)

dSx,t√
2

= −
∫

�∩{x=t}
φ

dSx,t

2
√

2
Análogamente, sobre{x = t} ∩�, del lado de�3, u toma el valoru ≡ 1 y la normal

exterior es

n̂3 = −n̂2 = 1√
2

(

−1
1

)

.

Sobre{t = 0}∩�, del lado de�3, u toma el valoru ≡ 1 y la normal exterior es

n̂3 =
(

0
−1

)

.
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Por lo tanto

I3 =
∫

�∩{x=t}
φ

(

1
2
1

)

·
(

−1
1

)

dSx,t√
2

+
∫

�∩{t=0}
φ

(

1
2
1

)

·
(

0
−1

)

dSx,t

=
∫

�∩{x=t}
φ

dSx,t

2
√

2
−

∫

�∩{t=0}
1 ·φdSx,t .

De esta manera tenemos que

I int = I1 + I2 + I3 = −
∫

�∩{t=0}
1 ·φdSx,t .

Parametrizando en{t = 0} pordSx,t = dx, y dado que la condición inicial es tal queu0 = 1
parax > 0 y u0 = 0 parax < 0, reconocemos que

I int = −
∫ +∞

0
u0(x)φ(x,0)dx−

∫ 0

−∞
u0(x)φ(x,0)dx = −

∫ +∞

−∞
u0(x)φ(x,0)dx = −I0,

ya queφ se anula fuera de�. Ası́, hemos probado queI = I int + I0 = 0 para toda función
de pruebaφ ∈ C1

0(R×R; R), es decir, la onda de rarefacción (16) es una solución débil de
(11) con condición inicial (14). �

De este modo, hemos probado que soluciones débilesno sonúnicas. Más aún, la
definición de solución débil es muy laxa, ya que existe unaespectacular pérdida de unici-
dad. En efecto, para la ecuación (11) con condición inicial (14) podemos probar que existe
una infinidad de soluciones débiles. Sea cualquierα ∈ [0,1] y definamos las funciones
(parametrizadas porα)

uα(x, t)=



















0; x < α
2 t,

α ; α
2 t ≤ x < αt,

x/t ; αt ≤ x < t,

1; t ≤ x.

(17)

Es posible demostrar que cadauα es una solución débil de (11) - (14), para cadaα ∈ [0,1].

Ejercicio 1.4. Verificar la aseveración anterior.

Esta falta de unicidad no es admisible ni desde el punto de vista matemático, ni desde
el punto de vista fı́sico. Para tener una teorı́a aceptable es necesario que la solución encon-
trada (si es el caso) sea única y continua con respecto a los datos iniciales, es decir, que el
problema de Cauchy esté bien planteado, o que satisfaga:

1. Para datos iniciales dados en un cierto espacioY, el problema de Cauchy admite
una solución en el espacioZ que está contenido enL∞(R; Y).

2. Dicha solución eśunica.
3. El mapeoY → Z que lleva los datos iniciales a la solución es un mapeocontinuo.

Si el problema satisface los puntos 1 a 3 anteriores, se dice que estábien planteado en
el sentido de Hadamard(ver, por ejemplo, [2]).

Para garantizar unicidad vamos a requerir condiciones extra que están motivadas por
problemas de la fı́sica, es decir, sus definiciones provienen de mecanismos para escoger la
solución que sea “fı́sicamente relevante”. En el caso de laecuación de Burgers, por ejem-
plo, necesitamos condiciones que nos permitan distinguir entre las soluciones débiles (15)
(onda de choque) y (16) (onda de rarefacción), las cuales tienen la misma condición inicial
(14). Hemos denominado a la solución discontinua (15) comoun choque “no fı́sico” ya que
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no satisface ninguno de los criterios que mencionaremos a continuación y que estudiare-
mos con más detalle en el capı́tulo siguiente. Observemos,pues, las ondas de choque rep-
resentadas en las figuras 4 y 5. Aunque ambas son discontionuidades que se propagan con
la misma velocidad, notamos que tienen propiedades geométricas diferentes. En el caso
del la Figura 4, notamos que las caracterı́sticas aparentan“entrar” en la discontinuidad,
mientras que en la Figura 5 las caracterı́sticas “salen” de la misma. Esta observación tiene
la siguiente interpretación. Si las caracterı́sticas salen del choque, la discontinuidad es en-
tonces inestable bajo perturbaciones, es decir, existen puntos(x, t) ∈ R × (0,+∞) tales
que si dibujamos la caracterı́stica que pasa por dichos puntos “de regreso” en el tiempo,
nos cruzamos con la discontinuidad, violando ası́ la unicidad de la solución. Sin embargo,
en el caso en el que las caracterı́sticas entran en el choque,para cada punto fuera de la
discontinuidad la caracterı́stica que pasa por él no intersecta ninguna otra para tiempos
menores. Estas observaciones motivan la siguiente definición.

Definición 1.5(Condición de entropı́a de Lax (versión escalar)). Una discontinuidad pro-
pagándose con velocidads que satisface la condición de Rankine-Hugoniot se dice que
satisface la condición de entropı́a de Lax si

f ′(uL) > s> f ′(uR). (18)

Notemos que la onda de choque (13) satisface la condición deentropı́a de Lax,

f ′(uL)= uL = 1> s = 1
2 > 0 = uR = f ′(uR),

mientras que (15), no:

f ′(uL)= uL = 0< s = 1
2 < 1 = uR = f ′(uR).

Por otra parte, sif es estrictamente convexa,f ′′(u) > 0, entonces (18) se reduce a pedir
queuL > uR. Otra condición de entropı́a es la sigueinte:

Definición 1.6 (Condición de entropı́a de Lax-Oleinik). u es una solución entrópica si
todas las discontinuidades satisfacen

f (u)− f (uL)

u−uL
≥ s ≥ f (u)− f (uR)

u−uR
, (19)

para todau entreuL y uR.

Claramente la condición (19) es más general que (18). De hecho, si f es convexa
entonces (19) implica (18). Otra condición es la condición de Oleinik:

Definición 1.7(Condición de entropı́a de Oleinik). u es una solución entrópica si existe
una constanteC > 0 tal que para todaa> 0 y todat > 0, x ∈ R, se tiene que

u(x +a, t)−u(x, t)

a
<

C

t
. (20)

La condición de Oleinik se puede interpretar geométricamente de la siguiente manera.
Si fijamost > 0 y tomamosx que corre de−∞ a+∞, un posible salto o discontinuidad en
u sólo puede ser hacia abajo (decreciente), es decir, en dirección de la discontinuidad.́Esta
propiedad en la que los saltos pueden tener sólo una dirección, nos recuerdan cantidades
fı́sicas, tales como laentroṕıa f́ısica, que sólo pueden experimentar cambios con signo
definido. Naturalmente, nuestro choque fı́sico (13) para laecuación de Burgers satisface la
condición de Oleinik, ya que,

1

t
>

u(x +a, t)−u(x, t)

a
=

{

0; si x +a< 1
2t, ó 1

2t ≥ x

−1/a ; si x < 1
2t ≤ x +a,
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para todat > 0 y todaa> 0; mientras que la onda de choque (15) viola la condición (20):
tomemosa = ǫ con 0< ǫ ≪ 1 suficientemente chico, yx = 2, por lo que (20) implica

u(2+ ǫ,1)−u(2,1)= 1 ≤ Cǫ;
tomandoǫ → 0+ tenemos una contradicción.
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