LECCI ON 2: GENERALIDADES. SOLUCIONES D EBILES, CONDICIONES
DE SALTO Y (NO) UNICIDAD

RAMON G. PLAZA

Como vimos en el ejemplo anterior de la ecuacion de Burgevistosa, la nolinealidad
de las ecuaciones provoca que alin con condiciones irs@akives, una solucion clasica
pueda no existir para todo tiempo. Si permitimos soluciatissontinuas, éste fenbmeno
se asocia & formacbn de choquedPor lo tanto, tenemos que extender nuestro concepto
de solucion.

1.4. Soluciones &biles. Consideremos el problema de Cauchy para un sistema de leyes
de conservacion,

d
U+ > F )y =0, (1)
j=1
u(x,0) = uo, 2)
en(x,t) e R x[0,00),ue Q CcR", fl : Q > R". Supongamos que es una solucion
clasica, es decir, de clag®. Tomemos unéuncion de prueba
¢ € CIRY x R; RM,

es decirg es la restriccion de una funcion de cl&kecon soporte compacto en un conjunto
abierto® c RY x R. Ver Figura 1.

t SupRp

FIGURA 1. Funcidon de prueba con soporte compacto que intersecta
a{t > 0} dentro de la curva en la figur&(t) es un subconjunto dgd
parat fijo que contiene al soporte @eparat fijo.
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Multiplicando (1) poreg, e integrando tenemos

+00 d .
0=/ / -+ D Iy -pdxdt
0 Rd =)

+o0 d . oo d |
= . L (U) - B)e. _ . P
- [ w Pt 211 e L7 [t 3 1 axat

j=1

SeaG(t) c RY, abierto y acotado para> O fijo, tal que suppp N {t = constantd c
G(t), y por endeg = 0 sobre la fronteraG(t). Entonces, por el teorema de la divergencia
tenemos

fiu)-¢

t=+o0 +oo
oz/ (u-¢)‘ dx+/ / : AdSdt+
Rd t=0 0 aG(t) fd(ﬁ)-¢

+00 d )
_ ) 1 (U) - b
/0 /Rdu ¢t+jz_‘1f (U) - px; dx dt

+00 d
= [ #0.0-uo0dx— [ uer 3 1wy dxae

j=1
Por lo tanto llegamos a la relacion integral

+oo d )
/o /Rdu-qﬁt+jz_:lf1(u)-¢xjdxdt+/Rd¢(x,O)-uo(x)dx:O. 3)

Definicion 1.1. Una funciort u e L®(RY x [0, +00); Q) es una solucion débil de (1)-(2)

si u satisface (3) para toda funcion de prugba C&(Rd x R; RM).

Observacbn 1.2. 1. Por construccion, toda solucion clasica es débilelsamente,
si escogemos € C3° y u es solucion débil, entoncessatisface (3) en sentido de
distribuciones.

2. Sitomamog con soporte contenido en un conjunto abigita {t > to > 0} (es
decir, lejos dd = 0), entonces

+00 d
. J -y =
/0 /Rdu ¢t+jzz‘1f (U) - ¢x; dxdt=0. (4)

3. Siu es solucion débil de clagg! en alguna region abier@ c RY x R, entonces
es una solucion clasica éh En efecto, tomando cualquigre C& con soporte en

lAqu'l L denota el espacio de funciones esencialmente acotada®nErag siX es un espacio vectorial,
M es unas -algebra yu una medida, el espaclo™ (X, M, ) se define como

L® ={f | fllc <00},
I flloo :=inf{s{ (E): E € M, u(E) =0},
si(E) :=sup|f(x)|:x ¢ E}.

Ver cualquier libro de Analisis Real (por ejemplo, [1]). Este curso basta con pensarl€ty como el espacio
de funciones medibles acotadas.
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{t > 0}N R como en el punto anterior tenemos, integrando por parteg(4)

d
/¢'Ut+¢'z f(u)y, dxdt=0,
R

=1

lo que implica que
d
j=1

se cumple puntualmente &h

4. Si ahora tomamos una solucion débil, de cl@ey consideramoR = RY x
(0, +00), multiplicando la ecuacion anterior por cualquiee C(RY x R; R"),
es decir, por una funcion general de prueba, tenemos grartpor partes,

o d
= fl(uyy)-
0 /o /Rd(uﬁtjz_‘1 (U)y;) - pdxdt

o0 d
=—/Rd¢(x,0).u(x,0)dx—/0 /Rdu.¢t+j2=‘1fl(u).¢xjdxdt
Comparando con (3) tenemos que
[, #00)ux. 0~ tolx)dx =0,

para todap € Cf}, por lo queu(x, 0) = Ug(X) a.e. erlRY, y la condicion inicial se
satisface puntualmente a.e. Por lo tat@onocion de soludn debil extiende la
nocion de soludn clasica.

5. Nuestra definicion de soluciones débiles admite sohesdiscontinuas Por
ejemplo, podemos considerar soluciones que §€¥apor pedazos, es decir, que
exista un nimero finito de discontinuidades (en este caperduperficies en el
espacio(x, 1)), Zx, k=1,..., N, fuera de las cualases de clas€! y u es dis-
continua a través de cada superfiZie Sin embargo, no toda discontinuidad es
admisible, como veremos a continuacion.

1.5. Relaciones de salto de Rankine-HugoniotExiste una relacion (sobre la discon-
tinuidad) entreu y el flujo F(u) escondida en las ecuaciones. Asumamostigas una
solucion que e€! por pedazos, y sed una discontinuidad, es decir, una hipersuperficie
(en el espacio-tiemptx, t) € RY x R) orientable de la forma

T ={(xt)eRIx Ry : py(x,t) =0},

connormaf = (ng,...,Ng,Ny) " € RI+1 Al = 1. Por ejemplo, sk esta definida por una
funciony como arriba, entonces las componentes espaia, (n1,...,ng) ' y temporal
fir def = (Ay, Ay) T estan dadas por

Vyy A Wt

—_—, t = —F/——.
VIVxw|24 wf VIVxw|24 wf

La hipersuperficie divide el espacio-tiempo en dos regigrassimimos por convencion
guen apunta en la direccién “derecha” de la superficie. Ver figura

ﬁxz
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b2 A

-
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FIGURA 2. Hipersuperficiez en el espacigx, t); A es la normal uni-
taria aX que por convencion apunta al lado “derecho” de la frontera.

Definamos para cadx,t) enX,
UR:= Iim+u((x,t)+eﬁ),
e—0 (5)

uL = lim u((x,t) —en),
e— 0t

como los valores a cada lado (derecho e izquierdo, respeatiite) de la frontera. Sea un
puntoP € X y consideremos una bola centrada erP con radio pequefio, de manera que
uesClfueradez NDy D esta lejos d¢t = 0}. SeanDr y D dos componentes d2 a
cada lado de la frontera, tales queD = D U Dr. Ver Figura 3.

2

FIGURA 3. BolaD con centro erP sobre la fronterax. La normal
unitaria apunta en la direccion “derechaD. = DrU D dondeDRr y
D_ denotan las componentes derecha e izquierda tespectivamente.

Sea¢ € C(}(D), de manera que si es solucion débil, entonces, por la féormula (4)
tenemos que

U-ge+ > fl(U)- gy dxdt=0.
~/D|_UDR ¢t Z ) ¢XJ
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Dado queu es de clas€?® en el interior deD| y DR, y ¢ =0 enéD, tenemos, por el
teorema de la divergencia, que

lez/D u-¢t+ZfJ’(u)-¢xjdxdt=/D(¢-u)t+2<¢-fj<u)>xjdxdt+

—/ ¢ (ur+ Y Fl(u)x)dxdt
Dr
¢- 1)

/aDR PRLI0
$-u
¢-

/sz ¢- ()

¢-u
Hacemos lo mismo con la integral solidg , sélo que ahora esf la normal exterior a su
frontera.

¢- fHu)

|L:=/ U'¢t+zfj(u)'¢deth:_/ NdSt.
DL z

|- f.d(u)
$-u

De este modo llegamos a,

0=|R+|L=/2 D(nt(uR—uL)+an(fJ<R>—fi(uu)).qsdsm,
N

lo cual se cumple para toda bola arbitraria con centro el y toda¢ con soporte com-
pacto enD. Por lo tanto llegamos a las siguientes ecuaciones que splenm@n cada
punto dex,

d
nful+ > nilflWwl=0, (xtex (6)
j=1
donde, para todé,t) € X, definimos el “salto” para cualquier funci@tu) como
[9(w)]:=g(Ur) —g(uL). (7)

Las condiciones de salto (6) son conocidas cdasocondiciones de Rankine-Hugoniot
Estas expresan el principio de conservacion (3) a tragés filontera, y constituyen retric-
ciones para las posibles discontinuidades de una soldéibih

Por ejemplo, en el caso de una dimension espatiall, £ es una curva de la forma

T={(X,1)eRxR; :x=X(0),t =1(0),0 €| CR}

con funciones derivablesy t des en un intervald . El vector normal unitario es

Y R
A= ;v (—VE (0)) _ (Qx) cRZ,
/% (6)2 4+t (5)2 X'(o) Nt
de tal forma que las condiciones de Rankine-Hugoniot (6)atm deX se escriben como
—X'(@)[u] +t'(a)[ f ()] =0, (x,t) e X.
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Si podemos reparametrizar la curva en terminos, g@r ejemplo, st’(¢) # 0 para toda
o € |, las condiciones de salto se leen

dx
- f =0
Golul+F] =0,
donde
o 0% _X()
Tdt o (o)’
es lavelocidad de la discontinuidad o velocidad de chaqgui X(t) := X(a (1)).
Para el caso de una ecuacibn escalar en una dimensioriadspacl, n = 1,
U+ f(u)x =0, (8)
conueRR, f : R — R, lavelocidad de la discontinuidad esta dada puntualnporte
[fW]
s= ,
[u]

si [u] # 0.

El ejemplo méas simple de una solucién discontinua es elndplano que separa dos
valores constantes. Sea= RY un vector no nulojv| = 1, que define una direccion de
propagacion. La discontinuidaxi tendra la forma

T ={(x,t) e RYx [0, +00) 1 Xx-v —St=0},

es decir, tenemos un frente plano que se propaga con velbeiel® en direccibrv. La
solucién discontinua de la forma

Ur; X-v> St

u(x,t) =
*.0) uL; X-v <st,

)
dondeur y up son constantes, es conocida como anda de choqueSobre el frente se
satisfacen las condiciones de Rankine-Hugoniot

d
—s[ul + > vi[fl W] =0, (10)
j=1
las cuales determinan la velocidad del choque. Clarampatda observacion 1.2, dado
gue (9) es constante por pedazos, satisface trivialmeptaicion diferencial, y dado que
el frente satisface las relaciones de Rankine-Hugoniaglacion discontinua (9) es una
solucbn debil de la ecuacion (1).

1.6. No unicidad de soluciones ébiles. Como ejemplo, consideremos la ecuacion es-
calar de Burgers

Ut + (3u%)x =0, (11)

en una dimension espaci@f,t) € R x [0, 4+00). Aqui, f(u) = %uz. Consideremos el
problema de Cauchy asociado con condicion inicial
0; x>0
up(X) =1~ ’ 12
0(X) 1. x <0 (12)
En este caso, tenemos que= 1y ur = 0. El problema de Cauchy con condicion inicial
discontinua (12) (constante pata< 0 y parax > 0) se conoce comaroblema de Riemann
[3, 2]. Como vimos, un frente (u onda de choque) de la formeag(® separa valores
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constantes y que se propaga con velocisl@as$ una solucion débil siempre y cuando la
velocidad satisfaga

LWl _ fur—fuy _302-307 _1

[u] UR— UL 0-1 2
De esta manera, una solucién débil tipo onda de choqaalasia por

. 1
0, X > ?t’

. 1 (13)
1, X < ?t

u(x,t) = [

La solucién es constante pata- %t y toma el valoru = 0; igualmente para < %t toma

el valoru = 1. El choque o frente esta dado por la linea régta %t =0}. Es claro que
esta solucion es una solucion débil (en este caso, disca) de (11) - (12). La solucién
(13) con su condicion inicial (12) estan representadda &igura 4.

[z

u=0

FIGURA 4. Condicion inicial (12) (izquierda) y la solucion en foa
de onda de choque (13) (derecha). La linea continua regekedis-
continuidad{x = %t} gue se propaga con velocidag= % Las lineas
punteadas son las curvas caracteristicas de la farmat + xo, donde
la pendiente de la recta @s= 1 a la izquierda del choquewy= 0 a su
derecha. Notese que las caracteristicas aparentamat®eatta discon-
tinuidad.

Como vimos en la primera parte (Leccion 1), la solucion esstante a lo largo de
curvas caracteristicas de la forma

X(t) = ut+ xo,

donde la pendiente es el valor de la solucion (en este caso, constante) a cddaléala
discontinuidad. Por lo tanto las curvas caracteristioasde la formax = xg a la derecha
del choque y de la forma =t + xg a la izquierda del mismo. Se puede apreciar en la
Figura 4 que las caracteristicas aparentan “entrar” erstadtinuidad.
Consideremos ahora la misma ecuacion de Burgers (11) pera aon condicion ini-
cial “invertida”,
1, x>0,

W =1, g (14)
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es decir, donde ahorg. = 1 y ugr = 0. Notamos que una onda de choque se propagara
también con la misma velocidad

LWl _ fur—fuy) _ 312-302 1

[u] UR—UL 1-0 T
y tendra la siguiente forma
1; x> 3,

. 1 (15)
0, X < zt

u(x,t) =
Sin embargo, ahora las curvas caracteristicas tienerigrged = 0 del lado izquierdo

del choque, yu = 1 del lado derecho del mismo, de modo que las rectas aparesafat
de la discontinuidae = 3t. Ver Figura 5.

u

u=0

FIGURA 5. Condicion inicial (14) (izquierda) y la solucion en fioa
de onda de choque (15) (derecha). La linea continua repeekedis-
continuidad{x = %t} gue se propaga con velocidag= % Las lineas
punteadas son las curvas caracteristicas de la farmat + xo, donde
ahorala pendiente de la rectaes 0 a laizquierda del choquewy=1 a
su derecha. Notese que las caracteristicas, en esteapasentan “salir”
de la discontinuidadzste es un caso de un choque “no fisico”.

Claramente, la solucién (15) es una solucion débil debfama (11) con condiciones
iniciales (14). Vamos a construir otra solucion débil asmo problema. Consideremos
ahora la funcién

0; X <0,
ux,t)y=1x/t; 0<x<t, (16)
1, t <X.

Notemos que esta nueva funcion satisface trivialmenteuacedn diferencial (11) en
en el interior de las regiones donde esta definida, ya queregante para <0y x > t,
mientras que para @ x <t,

Ut + (3U?)x = 8 (X /1) + ax(3X?/1%) = —x/t? + x/t* = 0.

La solucibn (16) esta representada en la Figura 6. La c@mdinicial (14) se satisface
claramente por construccion. Otra observacion impdetas que esta solucion es continua
enR x (0, +00) a pesar de que los datos iniciales son discontinuos. Unai8plde este
tipo (16) es llamada unenda de rarefacdn.
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t =x/t
X=t.

FIGURA 6. Solucion en forma denda de rarefacén (16) con condi-

ciones iniciales (14), las mismas que en la Figura 5. Notaguesla

solucibn es continua, a pesar de que los datos inicialedisoantinuos.

La soluciéon es constante paxa< 0 y parax > t, mientras que en el
intervalo 0< x < t toma el valorautosimilar ux,t) = x/t, el cual esta
representado como el “fan” o “ventilador” en la figura.

Proposicion 1.3. La onda de rarefacéin (16) es una soludn cebil de(11)con condicbn
inicial (14).

Prueba. Tomemos una funcion de pruebas Cg(R x R; R) y definimos

+0o p+oo +o0
| ::/ / u¢t+%u2¢xdxdt+/ Uo(X)¢ (X, 0)dX = lint+ lo,
0 —00

—00
dondeljn es laintegral en todR x [0, +00) Y g es la segunda integral &x {t = 0}. El
soporte dep intersectaR x [0, +00) en una regior2 que se divide en tres componentes
Q=0Q1UQ,UQ3 tal como se muestra en la Figura 7.

x=t

suppp

FIGURA 7. Interseccion entre el soporte de= C&(R xR;R) y R x
[0, +00). La region se divide en tres componentes= Q1 U Qo U Q3
con normales exteriorag, N, y N3 respectivamente.
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De este modo, tenemos que

lint=l1+ 12+ 13,
donde
¥ =/ Ugt + U2y dxdt, j=123.
Q
Notemos quel = 0 en el interior d&21, por lo que

I1=0.

Por el teorema de la divergencia tenemos que

. 1u?\ [ng _ L2
| ‘/agj¢(2u )'(nt) A5 /Qj¢(Ut+(zu )x)dxdt

para todoj = 1,2. Dado que en el interior de cady la funcion satisface la ecuacion
diferencialu; + (%uz)x = 0 (u es constante en el interior d&3, y u = x/t es soluciébn en
el interior deQy), la Gltima integral es cero, y tenemos que

1u2) .
= [ o(B) mrds
0Qj

para todoj = 1,2, dondefj = (ﬁ}(,ﬁtj)T es la normal exterior aQ;. En vista de que
¢ = 0 sobrenQ, las integrales de linea se reducen a

12\ | 1,2
|2=/ ¢(2 )‘n2d8<,t+/ ¢(2 )'ﬁzd&,t,
QN{x=0} u QN{x=t} u
12y . 1u?y .
|3=/ ¢(2 )‘n3d8<,t+/ ¢(2 )'n3d5<,t.
QN({t=0} u QN{x=t} u

Sobre{x = 0} NQ, del lado deQ,, u toma el valor

X
Ujx= =\- =0.
[{x=0}NQ (t>|x:0
Sobre{x =t} NQ, del lado de&Q,, u toma el valor
X
Ujix= =\|- =1,
[{x=t}NC2 (t>|x=t

y la normal exterior es

- ()-5()

1 1Y) dSt dS.t
lo = 2). T 4
2 /Qﬂ{x:t}¢ (1) (_1) NZ) Qﬂ{x:t}¢ 22

Anéalogamente, sobrix =t} N Q, del lado deQ3, u toma el valoru = 1 y la normal

exterior es
veotee 5(3)
3= —llpg = —= .
V2 1

Sobre{t =0} N Q, del lado deQ3, u toma el valou = 1 y la normal exterior es

s = (_01) .

Por ende,
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Por lo tanto

1 —1\ dSt 1 0
l2 = 2). It 2). d
s /Qﬂ{x—t}¢(1) (1) V2 +/Qﬂ{t—0}¢(1) (_1) ot
dSt /
- b A 1.4dSt.
/Qﬂ{x—t}¢ 2v2  Jani=0 05

De esta manera tenemos que

|int=|1+|2+|3=—/ 1-4dSt.

QN{t=0}

Parametrizando eft = 0} pord &+ = dx, y dado que la condicion inicial es tal que= 1
parax > 0y ug = 0 parax < 0, reconocemos que

+00 0 +00
ling = —/ uo(x>¢(x,0>dx—/ Uo(X)¢(x, 0)dx = —/ Uo(X)¢(x, 0)dx = —lo,
0 —00 —00
ya queg se anula fuera d@. Asi, hemos probado gue= ljn; + lg = 0 para toda funcion
de prueba e C&(R x R; R), es decir, la onda de rarefaccion (16) es una soluci6it déb
(11) con condicién inicial (14). O

De este modo, hemos probado que soluciones débdesonlnicas Mas aln, la
definicion de solucién débil es muy laxa, ya que existeespectacular pérdida de unici-
dad. En efecto, para la ecuacion (11) con condicion ih{ti4) podemos probar que existe
una infinidad de soluciones débiles. Sea cualquier|[0, 1] y definamos las funciones
(parametrizadas pa)

0; X<%t,

Uy (X, 1) = o; %t§X<at, (17)
X/t; at<x<t,
1, t <x.

Es posible demostrar que caglaes una solucion débil de (11) - (14), para cada[0, 1].
Ejercicio 1.4. Verificar la aseveracion anterior.

Esta falta de unicidad no es admisible ni desde el punto d& wiatemético, ni desde
el punto de vista fisico. Para tener una teoria aceptahieeesario que la solucién encon-
trada (si es el caso) sea Unica y continua con respecto atos ihiciales, es decir, que el
problema de Cauchy esté bien planteado, o que satisfaga:

1. Para datos iniciales dados en un cierto espéciel problema de Cauchy admite
una solucién en el espacibque esta contenido drf° (R; Y).

2. Dicha solucién eénica

3. Elmapeody — Z que lleva los datos iniciales a la solucion es un majgetinua

Si el problema satisface los puntos 1 a 3 anteriores, se digesféien planteado en
el sentido de HadamargVer, por ejemplo, [2]).

Para garantizar unicidad vamos a requerir condiciones ejie estan motivadas por
problemas de la fisica, es decir, sus definiciones provieleenecanismos para escoger la
solucion que sea “fisicamente relevante”. En el caso éeulacion de Burgers, por ejem-
plo, necesitamos condiciones que nos permitan distingtrie éas soluciones débiles (15)
(onda de choque) y (16) (onda de rarefaccion), las cuaesitila misma condicion inicial
(14). Hemos denominado a la solucion discontinua (15) coamzhoque “no fisico” ya que
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no satisface ninguno de los criterios que mencionaremositnc@acion y que estudiare-
mos con mas detalle en el capitulo siguiente. Observepues, las ondas de choque rep-
resentadas en las figuras 4 y 5. Aunque ambas son discontémias que se propagan con
la misma velocidad, notamos que tienen propiedades geicagtiferentes. En el caso
del la Figura 4, notamos que las caracteristicas aparéatdrar’ en la discontinuidad,
mientras que en la Figura 5 las caracteristicas “salend deisma. Esta observacion tiene
la siguiente interpretacion. Silas caracteristicasrsdel choque, la discontinuidad es en-
tonces inestable bajo perturbaciones, es decir, existetopx,t) € R x (0, +00) tales
gue si dibujamos la caracteristica que pasa por dichoopude regreso” en el tiempo,
nos cruzamos con la discontinuidad, violando asi la uaitie la solucion. Sin embargo,
en el caso en el que las caracteristicas entran en el chpguecada punto fuera de la
discontinuidad la caracteristica que pasa por &l nosetga ninguna otra para tiempos
menores. Estas observaciones motivan la siguiente défnici

Definicion 1.5(Condicion de entropia de Lax (version escalatjpa discontinuidad pro-
pagandose con velocidadque satisface la condicion de Rankine-Hugoniot se dice que
satisface la condicion de entropia de Lax si

f'(uL) > s> f'(UR). (18)
Notemos que la onda de choque (13) satisface la condicientiepia de Lax,
f'lu)=uL=1>s=3>0=ur= f'(uR),
mientras que (15), no:
f'lu)=u =0<s=3 <l=ur= f'(UR).

Por otra parte, sf es estrictamente convex&’ (u) > 0, entonces (18) se reduce a pedir
gueu, > ug. Otra condicion de entropia es la sigueinte:

Definicion 1.6 (Condicion de entropia de Lax-Oleiniky es una solucion entropica si
todas las discontinuidades satisfacen

f(u)— f(u) . f(u)— f(uRr) (19)
u—uL - Uu—ur

para todau entreu; y ugr.

Claramente la condicion (19) es mas general que (18). Rbd)esi f es convexa
entonces (19) implica (18). Otra condicion es la condiaé Oleinik:

Definicion 1.7 (Condicién de entropia de Oleiniku es una solucibn entrbpica si existe
una constant€ > 0 tal que para toda > 0 y todat > 0, x € R, se tiene que
u(x+a,t)—u(x,t)y C
a T

La condiciébn de Oleinik se puede interpretar geométriat® de la siguiente manera.
Si fijamost > 0y tomamox que corre de-oco a+00, un posible salto o discontinuidad en
u sb6lo puede ser hacia abajo (decreciente), es decir, ectdirede la discontinuidadEsta
propiedad en la que los saltos pueden tener sblo una dirgaubs recuerdan cantidades
fisicas, tales como lantroda fisica, que sblo pueden experimentar cambios con signo
definido. Naturalmente, nuestro choque fisico (13) paeziegmcion de Burgers satisface la
condicion de Oleinik, ya que,

(20)

1 u(x+a,t)—u(x,t) |0; si x+a<3t, 0 it>x

t a —-1/a; si x < 3t<x+a,
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paratodd > 0y todaa > 0; mientras que la onda de choque (15) viola la condicioii (20
tomemosa = ¢ con 0< ¢ « 1 suficientemente chico,)y= 2, por lo que (20) implica

u+e1)—-u2,1)=1<Ce;

tomanda — 01 tenemos una contradiccion.

BIBLIOGRAFIA

[1] R. G. BARTLE, The elements of integration and Lebesgue measfiley Classics Library, John Wiley &
Sons Inc., New York, 1995.

[2] D. SERRE, Systems of Conservation Laws 1: Hyperbolicity, entroplsck wavesCambridge University
Press, 1999.

[3] J. SVOLLER, Shock Waves and Reaction-Diffusion Equati@minger-Verlag, New York, Second ed., 1994.

DEPARTAMENTO DEMATEMATICAS Y MECANICA, IIMAS-UNAM, A PDO. POSTAL20-726,C.P.01000
MExico D.F. (MEXICO)
E-mail addressplaza@mym.iimas.unam.mx



