LECCION 1: INTRODUCCI ON Y EJEMPLOS

RAMON G. PLAZA

1. INTRODUCCION
1.1. Motivacion. Pensemos en la ecuacion diferencial parcial mas simplibleo
ut +auy =0, 1)

dondeu € R, y a € R es una constante distinta de cepo;t) € R x [0, +00). La ecuacibn
(1) representa una ecuacion lineal de adveccion en unardiln espacial (ver, por ejem-
plo, las notas de LeVeque [8]). El problema de Cauchy paia @gtacion consiste en
resolver (1) con condicion inicial

u(x, 0) = uo(x), (2
en el dominiox e R, t > 0.

Definicion 1.1. Una solucion clasica de (1)-(2) es una solucion de osearat > 0,
continua para > 0, que satisface (1) puntualmente.

Si ug es diferenciable, es facil probar que la solucion al peoid de Cauchy (1)-(2)
esta dada por

u(x,t) = uo(x —at), (3)
para todox y t. Es decir, los datos iniciales se propagan (sin cambio eorsoa) a la

derechasa > 0 0 alaizquierda sk < 0. La soluciéru(x,t) es constante a lo largo de las
curvas caracteisticas

X'(t)=a,
X(0) = Xo,
es decir,
x(t) = at+ xo.

Ver Figura 1 para el caso en qae- 0.

Dicho de otro modo, dado&,t) enR x [0, 4+00), existexp(X,t) = x — at tal que
u(x,t) = up(xop(x,1)) es la solucion al problema. Notemos que si diferencianigst) a
lo largo de las curvas caracteristicas obtenemos

d
au(x(t), t) = X' (H)ux + Uy = aux + U =0,

por lo que el mapeb— u(xp+ at,t) es constante con valap(xp).

Observacbn 1.2. (3) es la Ginica solucion a (1)-(2) y existe para todo tiemnpd.
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FIGURA 1. Curvas caracteristicas paaa- 0 (arriba). La condicion
inicial ug(x) se propaga sin cambios a la derecha con velocidad
(abajo).

Podemos también considerar a la velocidad como funciom,des decir, tomar la
ecuacion,
ut + (@(x)u)x =0, (4)
dondea(x) es una funcién suave. Esta ecuacion puede interpretanse ka relacion que
gobierna la concentracion de cierta sustamici@n velocidad variabla(x). En este caso,
podemos escribir
(&t +a(x)ox)u = —a'(x)u,
lo cual sugiere definir las curvas caracteristicas comacémhes a
X' (t) = a(x),
x(0) = Xo,
para ciertoxg € R. Notamos que sobre las curvas caracteristicas, la soucsatisface
una ecuacion ordinaria
d
giUx®.H =-akxm)u,

u(x(0), 0) = uo(xo).
En este casa no es constante a lo largo de las curvas caracteristicasepproblema
se reduce a resolver dos ecuaciones ordinarias.
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En ambos casos se puede probar quegses suficientemente regular, por ejemplo,
uo € CK(R) parak > 0, entonces la soluciom es igualmente suave en el espacio y en el
tiempo, es deciy € CK(R x (0, +00). Mas ain, la solucion existe para todo tienipe0.

¢ Qué sucede, sin embargo, si consideramos que la velodégehde del, es decir,
sia=a(u)? Veamos el caso mas simple, en gqudepende del linealmente, a saber,
a(u) = u. La ecuacion toma la forma

Ut +uuy =0. (5)

Esta ecuacion se conoce coemuacodn de Burgers no viscoshluevamente, nos interesa
resolver el problema de Cauchy con condicion inicial (Z)bi&camos una curva carac-
teristica sobre la cual la solucion permanece consthegamos al sistema de ecuaciones

X'(t)=u,
u'(t) =0,
con condiciones iniciales
X(0) = Xo,

u(0) = uo(xo),

paraxg dado. La solucion a este sistema de ecuaciones es, obv&maa linea recta con
pendientelg(Xp),

X(t) = up(Xo)t + Xo,

alolargo de la cual el valor dees constante. En efecto, si diferenciamgs, t) alo largo
de las curvas caracteristicas, tenemos que

d
au(x(t)»t) =X(t)ux + Ut = Uux + Ut = 0.

Como anteriormente, el problema de Cauchy se reduce, dadpsenR x (0, +00), a
encontraixp tal que

X = Ug(Xo)t + Xo.

Por el teorema de la funcion implicita, para encontgarequerimos que
d
o (Uo(Xo)t + Xo) = Ug(Xo)t + 1 #0.

Esto es posible gi es pequefio yi(xo) es acotado. Pero patasuficientemente grande
podemos llegar a una contradiccibn. Tomemos por ejerapltal queug(—1) =1y
uo(1) = 0. Como se puede apreciar en la Figura 2 el valoudes constante a lo largo
de dos lineas rectas que se intersectan a tigmpa, por lo que la solucion en el sentido
clasico deja de existir a tiempo finito. Podemos probar gug(g) es negativa para alguna
X entonces existe un tiempo de “rompimientd’dado por,

. -1
minug(X)

>

a partir del cual las caracteristicas se intersectan yllecEm es multivaluada. Esto nos
lleva a la definicibn de “tiempo de existencia” de una sdlnailasica y a la necesidad
de extender nuestra definicidn de solucién para considiuaciones mas generalé‘ste
fenbmeno de “rompimiento” de la solucion a tiempo finitdipgicamente nolineal, es decir,
se debe a la naturaleza nolineal de la ecuacion.
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u=0

-1 1 X

FIGURA 2. Incluso con condiciones iniciales suaves, las solucidliee
la ecuacion nolineal (5) dejan de existir a tiempo finito l&grafica, dos
caracteristicas se intersectan a tierhpo2 > t*, dondet* es el tiempo
de rompimiento.

Observacbn 1.3. La ecuacion de Burgers no viscosa (5) se puede escribindouta
solucion es clasica, como

ut+ f(Ux =0, (6)
donde eflujo f esta dado por una funcioén nolineal,

f(u) = 1u2

Esta ecuacion en forma de divergencia se conoce comteymi conservadn. Esta ex-
presa un principio fundamental de conservacion de ladadti a lo largo de un conjunto
enR, para la cual la pérdida o ganancia de esta cantidad a lo ¢tkrda frontera de dicho
conjunto esta controlada por una funcionfidgo nolineal dada poff .

A continuacibn vamos a generalizar este tipo de ecuacasetemas.

1.2. Sistemas de leyes de conservaci. SeaQ c R" un conjunto abiertop > 1, y sean

d funcionesf! : Q — R", d > 1, usualmente nolineales, y de clase, por ejenPfaQ).
Aquid es la dimension de las variables espacialesRY. Un sistema de leyes de conser-
vacion es un sistema de ecuaciones diferenciales pacialla forma

d
ur+ Y fluy =0, 7
=1

dondeu(x,t) e R", n > 1, (x,t) € RY x [0, +00). Este sistema de ecuaciones expresa la
conservacion de cantidades wariables de estadauyas densidades estan dadas por el
vectoru = (ug,...,un) " € Q c R", en una region del espacio fisico. Para representar los
flujos denotemos

Fu) = (f'u), ---, fdu))eRrR™I,
ala {natriz de dimension x d que tiene como columnda las funciones de flujé i (u) e
RNM*L,

ILa componente(i, j) de F esta dada porfij(u), con 1< j<d, 1<i<n Aqui fi(u) =
(ff ..., fd@)T eR".
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Para ilustrar el principio de conservacion $2a- RY una region arbitraria del espacio
fisico, acotado y abierto con frontera suficientementeeigamo para aplicar el teorema
de la divergencia (por ejemplo, de cla@). Seah = (n1,...,nq) " € RY, |A| =1, el vector
normal a0 D que apunta al exterior d8. El vector

/udx eR",
D

representa la cantidad total de las variables de estadoregitm D al tiempot > 0. La
razbn de cambio da en D esta gobernada por el fluj, que controla el incremento o
pérdida de las variables de estado a través de la frob2rde esta manera, el principio
de conservacion se puede expresar como

E/udx:—/ FWAdS eR™
dt /o oD

Por el teorema de la divergencia, para cada componestk £ n del vector anterior se
cumple que

d
d .
O:—/ ukdx+/ > nj flwds
dtJo oD e

()

d . .
:a/DdeX_l_/Ddlv : dx

1)
d d
- — d f)(u))x dx,
dt/Duk er/DJZ_‘i(k(u))J X

o simplemente,

d
/Dut+2fj(u)xjdx:0. (8)

=1

Dado que la regidom es arbitraria, el integrando debe ser cero puntualmentglalaigar
a la relacion (7).

1.3. Ejemplos. A continuacion daremos una lista de sistemas de ecuacipreesevis-
ten importancia en el estudio de ciertos fenbmenos en mexae medios continuos,
dinamica de gases, modelos de trafico, etc., los cualesrtitorma de sistemas de leyes
de conservacion, o en su defediyes de balangess decir, cuando consideramos fuerzas
externas que actian como inhomogeneidades del sisterman@puena lista de sistemas
de leyes de conservacion y de leyes de balance se encuerdgtdilero de Serre [9], de
donde he tomado algunos de los siguientes ejemplos. Lopljemarcados con und™
son aquéllos que no vimos en clase, pero a los que se haranmeia a lo largo de estas
notas.
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1.3.1. Ecuaciones de Euler para un gas compresillas ecuaciones que gobiernan la
dinamica de un gas compresible no viscoso, que no condlardieaen la siguiente forma,

pt+ Z(pl)j )x; =0 (conservacion de masa) (9)
j=1
; i
(poit +Z(pl)il)j)xj + px, =0 (conservacion de momenta)=1,2,3, (20)
j=1
3
(PBE)}+ Z (p Eovj + poj )Xj =0 (conservacion de energja) (12)
j=1
donde
0 < p = densidad de masa,
R3 5 » = velocidad
0 < E = e+ 3Jv|? = densidad de energia total,
0 < e=densidad de energia interna del gas,
p = presion termodinamica.
El sistema de ecuaciones se escribe en forma abreviada como,
pt+div(pv) =0,
(po)t +div(po®0v)+Vp=0, (12)
(pE)t+div(pEov + pv) =0,
y se conoce comecuaciones de Euler para un gas compresililesistema esta comple-
mentado por una ecuacibn de estado,
p=p(p.e),
gue determina la presion en términos de la densidad y densidad de energia interna.

Este sistema de ecuaciones tiene la forma (7), ddnd@ es la dimensién del espacio
fisico, yn =5 el nimero de variables de estado, las cuales son

P ui
pLL uz
u=|po2| =:lus|eRr®
pU3 ug
pE Us
mientras que las funciones de flujo estan dadas por
pU1 po2 pPU3
pl)]2_+ p pLIV2 pL1V3
F(u)= pU1V2 pv% +p pU2V3
pLIVI pL2V3 pv% +p
(PE+po1 (pE+pp2 (pE+ Pz
uz us ua
(U2)?/ur+ p Ugu3/u1 UgUs/u1
= UzU3/up (Ug)?/ur+ P UgUs/Up ;
UpUa/Uy UsUa/Uy (Ug)2/ur+ p

Ugus/up+ (U2/u1) P uzus/ui+ (Uz/u1)P Usus/ui+ (Us/uz)p
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donde
p=0p (Ul, Us/Uz — S(u3+ud+ Ui)/“%) :
Dado que lo estudiaremos mucho durante el curso, vale lagmariir el sistema de
Euler en una dimensién espacial, en su formulacion exrlari
pt+(pv)x =0,
(po)t+ (po® + P)x =0, (13)
(pE)t+ (pEv + pv)x =0.

Evidentemente, aqdi= 1y n = 3. En su version lagrangiana, el sistema de ecuaciones
para un gas compresible tienen la forma,

wt — Uy = 0,
Ut + px =0, (14)
Et+ (pu)x =0,

donde
1/p = w = volumen especifico,

u = velocidad,
y la presibn esta dada por
p=p(e, w) = p(e,1/p).
Existe gran cantidad de referencias sobre las ecuacioné&ulde Un tratamiento

clasico se puede encontrar en el libro de Courant y Fribdrj2]. Recomiendo ver el
capitulo 18 del libro de Smoller [10].

1.3.2. Ecuacbn de téfico. Consideremos una carretera en un solo sentido, sin entnadas
salidas. Sep la densidad de autos (nUmero de autos por unidad de lofg&ugongamos
guep esta acotado

0<p < pmax

dondepmax esté relacionado con el nUmero maximo posible de autds earretera. De
este modo, sea la velocidad de los autos en la carretera. Suponemos querktera
tiene también un imite de velocidaghax. Por conservacion de masa de autos tenemos la
siguiente ecuacion,

pt+ (pu)x =0,
gue representa la conservacion de la cantidad de autosarrédera, que se desplazan con
velocidadu. Podemos suponer que la velocidad depende de la densidadode gsiendo
ésta decreciente con respectp fos autos van mas lento cuando hay muchos autos). De
este modo podemos proponer una relacion simple del tipo
u(p) = Umax(1—p/pmax)

en la que evidentement€0) = Unaxy U — 0 cuandg — 0. El modelo toma la siguiente
forma de una ley de conservacion,

pt+a(p)x =0, (15)
con flujo
q(p) = pUmax(1— p/pmax) -
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Observacbn 1.4. Podriamos proponer un modelo mas preciso que tome enecoganido
un conductor se anticipa y frena (o acelera) cuando ésteutoaumento (o disminucion)
en la densidad de autos. De esta manera podemos suponefxquel(p) tiene signo
opuesto @y, donde

U(p) = Umax(1—p/pmax) »
es la velocidad considerada anteriormente. Asi, podemupoper

u(p) = U(p) —epx,

donde O< ¢ « 1 es pequefia. De esta manera, llegamos a la ecuacién

pt+a(p)x = €(ppx)x, (16)

donde el flujo es el mismo que en la ecuacion antefista ecuacion constituye una regu-
larizacion de segundo orden a la ley de conservacion.Miamdaue no esta en forma de ley
de conservacibn, aunque partimos de un principio de ceasi®n como tal. Podemos pen-
sar que (16) es una ley de conservacion con flujo efedtiygpx) = pl(p) —eppx. Aqui

la dependencia d& con respecto ax cambia por completo la naturaleza de la ecuacion,
ya que (15) es hiperbolica mientras que (16) es paralfolica

Como referencia a este modelo de trafico, ver las notas dedcgelé [8].

1.3.3. *El sistema p.El sistemap es el siguiente sistema de dos ecuaciones en una di-
mensibn espacial

vt —wx =0,

wt + P)x =0, (A7)

dondep: R — R es una funcion nolineal dada, que satisfgte< 0, p” > 0, y donde
v,w e Ryx eR,t > 0. Aqui tenemos como variables de estado y respectivo flujo a

_([v 2 _[w 2x1
u_(w)eR, y f(u)_(p(v))eR .

El sistemap reviste gran importancia ya que es el paradigma de varioelosdPor
ejemplo, si tomamos las ecuaciones en forma lagrangiana dasien el caso isentropico
(entropia constante, que se traduce en no considerar #gtiéoude conservacion de en-
ergia), la presion es una funcion del volumen especifibace las veces de la funcion
p. Asimismo, siv = Uy es el gradiende de deformacion en una barra elasticamerdi
sional, yw = U es la velocidad local, el sistema de ecuaciones tiene laaf¢tm) donde
el “stress”—o (v) hace las veces de la funcigm También el sistema resulta de escribir
unaecuacdn de onda nolineade la forma

Ut — p(ux)x =0,

como un sistema de primer orden mediante el cambio de vasabt uy, w = u;.
Dada su importancia, el sistenpaes estudiado en diversos textos, tales como el libro
de Evans [4], el libro de Smoller [10] y el folleto de Lax [7].

2Una diferencia importante radica en que la ecuacion (E8hgie tiene soluciones clasicas para tbdo0
y todo dato inicial. Por eso le llamamos al termin@py) unaregularizacionde segundo orden.
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1.3.4. *Ecuaciones de agua poco profundal estudio de ondas viajeras en agua poco
profunda nos lleva a un sistema de leyes de conservacittieqgeuna estructura similar a
la de las ecuaciones de Euler (incluso cuando en este casatesdéd flujoncompresiblg

En el caso de una dimension espacial, consideramos u {lp@at ejemplo, agua) en un
canal y asumimos que la velocidad vertical es despreciablesyla velocidad horizontal
v(X,t) € R es aproximadamente constante para cada seccion verdioaversal. Esto es,
sblo tenemos una componente de la velocidad en direccidBsto es compatible con
observaciones experimentales si consideramos ondas d@éushygequefia en un fluido
cuya altura es relativamente pequefia comparada con l#udrmde onda. Por ende el
nombre de ecuaciones dgua poco profundaAsumimos que este fluido es incompresible,
y por lo tanto la densidag = pg es constante. La altura del fluith¢x, t) varia, y la masa
total de agua en el intervalaq, xo] a tiempot es

X2
po/ h(x,t)dx.
X1

El momento en cada punto pg, e integrando verticalmente tenemos que el flujo de masa
espovh. Dado quepg es constante, la ecuacion de conservacion de masa tormaria f
familiar
ht + (ho)x = 0.
La ecuacion de conservacion de momento toma tambiéndamanforma que en las ecua-
ciones de Euler, a saber,
(ho)t + (ho? + p/po)x = 0.
Aqui la presion esta determinada por la relacion
p = 3pogh?,
determinada por una ley hidrostética integrada vertieali®. Sustituyendo obtenemos
(hv)t + (ho? + 3gh?)x = 0.
Finalmente, podemos simplificar haciendo el cambio de bty = ghm que elimina
g de las ecuaciones y obtenemos el sistema
ne+ (n)x =0,
o+ (30 +1)x =0,
conocido como el sistema para agua poco profunda unidimeasi Nuevamente, (18)
tiene la forma de un sistema de leyes de conservacion caidadas conservadas y flujo,

) 2 _ on 2
u—(v)eR, f(u)_(%vz—l—n)ER’

respectivamente. Como referencia, consultar el libro dedon [6] o el clasico texto de
Whitham [11].

(18)

1.3.5. Materiales hiperdsticos. Consideremos un solido deformable que en reposo ocupa
una configuracion de referengiac R3. La formulacion lagrangiana describe el movimiento
de este sblido mediante un mapeo

X,t) > X(x,t) e R®, (x,1) € Q x [0, +0),

gue denota la posicion a tiempde una particula del sélido que en tientpe 0 estaba en
x € Q. De esta forma definimos la velocidad lotal Q — R3y el tensor de deformacion
U : Q — R3*3 mediante

V =X, U = VX,
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0 componente a component§, = 0 X;/ot, Ujj = 0X/oxj, paratoda, j =1,2,3.

Un material es llamadbiperehsticosi admite una densidad de energia interna dada
por una funcionW : R3*3 — R, que depende del gradiente de deformacion solamente,
W =W(U), ysilas fuerzas de deformaciotn se derivan de esta en@riiaipio de trabajo
virtual):

oW
fazzaxjm, a:1,2,3.
J

Restricciones sobre el modelo incluyen:

1. W(U) = W(RU) para toda rotaciom € R3*3, RTR = |, detR = 1. Es decir, la
densidad de energia es invariante bajo rotaciones.
2. detJ > 0, lo que significa que el material no cambia de orientacion.

Las ecuaciones de movimiento que rigen la dinamica dele&bn
atUij—aijiZO i,j=1,2,3 (29)

aVi — Eﬁﬁmm 0, i=123 (20)

Las primeras 9 ecuaciones (19) corresponden a ecuaciowgesgatibilidad, dadas las
definiciones d&J y V. Las Gltimas 3 ecuaciones (20) expresan conservaciorodesmito.
Este sistema puede abreviarse de la siguiente manera

Ui — VxV =0,
—divxo(U) =0, (1)
donde
5 (U) = 5\3/ R3*3,
es el primer tensor de stress de Piola-Kirchoff, definidoponente a componente como
o (U)ij :% i,j=1,2,3

El sistema (21) es un sistema de leyes de conservacion dene@os 12 variables de
estado, dados por las 9 componentes del gradiente de deidomya3 componentes de la
velocidad. Por lo tanto, aqui= 12 yd = 3. Las variables de estado y los flujos estan
dados por

u = (U11, U21,Us1, U12, U2z, U3z, U1, Uaz, Uz, Vi, Vo, Va) T € RY2,

f1(u) = —(V1, V2, V3,0,0,0,0,0,0,5 (U)11,0 (U)21,0 (U)31) |
f2(u) = —(0,0,0, V1, Vo, V3,0,0,0,0 (U)12,0 (U)22,0 (U)32) "
f3(u) = —(0,0,0,0,0,0, V1, V2, V3,0 (U)13,0 (U)23,0 (U)s3) .

Tenemos, ademas, una restriccion fisica pues dado quia mefinicion deU, las
derivadas mixtas d¥ deben ser iguales, es decir,

oxUij = 0x; Uik,
paratodas, j,k = 1,2, 3. En forma abreviada escribimos
curlU =0.
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Una excelente referencia para teoria de elasticidad estel de Ciarlet [1]. Para mod-
elos mas generales de medios continuos y un tratamientantm inas matematico ver el
libro de Dafermos [3].

1.3.6. Ecuaciones de MaxwellLas ecuaciones de Maxwell en el vacio con permisivi-
dades magnética y eléctricag = o = 1 tienen la siguiente forma

Bi+VxE=0, (ley de Faraday), (22)

Ei—VxB=1J, (ley de Ampére), (23)
V.-E=p, (leyde Gauss), (24)
V.-B=0, (ley de Gauss magnética). (25)

Aqui tenemos que,
E = campo eléctricp
B = campo magnético
J = corriente eléctrica

son campos vectoriales en tres dimensiones. Este sistetienadorma de ley de conser-
vacion. Sin embargo, podemos escribir las ecuacionesalaadn (a saber, las leyes de
Faraday y de Ampere) como un sistema de leyes de balancdatenia

ut +divF(u) = J,
dondeu esta dado por

u = (By, By, B3, E1, E2, E3) " € RS,

con flujos,
0 Es —-E»
—E3 0 E1
| E2 -E1 O 6x3
FW=| o _g, B, |k
B3 0 —B1
—B> B1 0
y “datos”,

J=(0,0,0,31, %, J3)" €RE.

Las leyes de Gauss en forma de divergencia, que no involaenavadas temporales,
cierran el sistema como constricciones a los campos. N@&€ue estas ecuaciones son
lineales ya que los flujog= son funciones lineales de las variables de estado.

Como referencia ver el libro de Jackson [5].

1.3.7. Magnetohidrodidmica (MHD). El siguiente ejemplo modela el movimiento de un
fluido en presencia de un campo electromagnético. Se aguedicho campo electro-
magneético ejerce una fuerza sobre el fluido, de tal manerdecpceleracion se ve afectada
por el campo. Igualmente el movimiento mismo del fluido dbaoye a la evolucion del
campo.
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El sistema tiene la siguiente forma:

P+ (poj)x =0 (26)
ji=1
(o)t +div(pviv) + (p+31BID)x —div(BiB) =0, i =1,2,3,  (27)
(3p101”+ pe+ 31B[?) +div (Fuplv|* +vpe+ po+ E x B) =0, (28)
Bi+VxE=0, (29)

donde, al igual que en las ecuaciones de Euler, tenemos
p = densidad de masa,
R3 5 » = velocidad
e+ %|1)|2 = densidad de energia total,
e = densidad de energia interna,

p = presion,p= p(p,e),
R 5 B = campo magnético,
R3 5 E = campo eléctrico.

Las ecuaciones (26), (27), (28) y (29) representan consiérvde masa, momento, energia
y la ley de Faraday, respectivamente.

Este sistema esta complementado por dos leyes “consisiiti Por un lado tenemos
la ecuacion de estado del fluide= p(p,e), y la ley aproximadeﬁ = B xo, lacual es
una aproximaciébn a equilibrio local, ya qllfe+ v x B ~ 0 si la velocidad es pequeia.
Claramente, este sistema de ecuaciones representa unasidéeleyes de conservacion
con cantidades conservadas

o T
u= (p,pvl,pvz,pvs,p(%le2+e)+%IBIZ, Bi, B, Bs) e R,
dondeB; es la componentgde B, y flujos,
poj
po1oj +(p+ 3|BI*)3; + B1B;
po2vj + (p+ 31B1)J} + B2B;
fly= | Pvavi+(P+31BIH93+ BB | e
poi G0 +€)+ poj + (B x B,
(VxE)

(V x E)2
(V x E)s

paracadg =1,2,3, donde5|k es la delta de Kronecker,(W x E)i es la componentedel

rotacional deE.
Como referencia, consultar el libro de Serre [9].
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