
LECCI ÓN 1: INTRODUCCI ÓN Y EJEMPLOS

RAMÓN G. PLAZA

1. INTRODUCCIÓN

1.1. Motivaci ón. Pensemos en la ecuación diferencial parcial más simple posible,

ut +aux = 0, (1)

dondeu ∈ R, y a ∈ R es una constante distinta de cero;(x, t) ∈ R× [0,+∞). La ecuación
(1) representa una ecuación lineal de advección en una dimensión espacial (ver, por ejem-
plo, las notas de LeVeque [8]). El problema de Cauchy para esta ecuación consiste en
resolver (1) con condición inicial

u(x,0) = u0(x), (2)

en el dominiox ∈ R, t ≥ 0.

Definición 1.1. Una solución clásica de (1)-(2) es una solución de claseC1 parat > 0,
continua parat ≥ 0, que satisface (1) puntualmente.

Si u0 es diferenciable, es fácil probar que la solución al problema de Cauchy (1)-(2)
está dada por

u(x, t) = u0(x −at), (3)

para todox y t . Es decir, los datos iniciales se propagan (sin cambio en su forma) a la
derecha sia > 0 o a la izquierda sia < 0. La soluciónu(x, t) es constante a lo largo de las
curvas caracteŕısticas,

x′(t) = a,

x(0) = x0,

es decir,

x(t) = at + x0.

Ver Figura 1 para el caso en quea > 0.
Dicho de otro modo, dados(x, t) en R × [0,+∞), existex0(x, t) = x − at tal que

u(x, t) = u0(x0(x, t)) es la solución al problema. Notemos que si diferenciamosu(x, t) a
lo largo de las curvas caracterı́sticas obtenemos

d

dt
u(x(t), t) = x′(t)ux +ut = aux +ut = 0,

por lo que el mapeot 7→ u(x0 +at, t) es constante con valoru0(x0).

Observacíon 1.2. (3) es la única solución a (1)-(2) y existe para todo tiempot ≥ 0.
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FIGURA 1. Curvas caracterı́sticas paraa > 0 (arriba). La condición
inicial u0(x) se propaga sin cambios a la derecha con velocidada > 0
(abajo).

Podemos también considerar a la velocidad como función dex, es decir, tomar la
ecuación,

ut + (a(x)u)x = 0, (4)

dondea(x) es una función suave. Esta ecuación puede interpretarse como la relación que
gobierna la concentración de cierta sustanciau con velocidad variablea(x). En este caso,
podemos escribir

(∂t +a(x)∂x)u = −a′(x)u,

lo cual sugiere definir las curvas caracterı́sticas como soluciones a

x′(t) = a(x),

x(0) = x0,

para ciertox0 ∈ R. Notamos que sobre las curvas caracterı́sticas, la soluci´on u satisface
una ecuación ordinaria

d

dt
u(x(t), t) = −a(x(t))u,

u(x(0),0) = u0(x0).

En este casou no es constante a lo largo de las curvas caracterı́sticas, pero el problema
se reduce a resolver dos ecuaciones ordinarias.
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En ambos casos se puede probar que siu0 es suficientemente regular, por ejemplo,
u0 ∈ Ck(R) parak > 0, entonces la soluciónu es igualmente suave en el espacio y en el
tiempo, es decir,u ∈ Ck(R× (0,+∞). Mas aún, la solución existe para todo tiempot ≥ 0.

¿Qué sucede, sin embargo, si consideramos que la velocidaddepende deu, es decir,
si a = a(u)? Veamos el caso más simple, en quea depende deu linealmente, a saber,
a(u) = u. La ecuación toma la forma

ut +uux = 0. (5)

Esta ecuación se conoce comoecuacíon de Burgers no viscosa. Nuevamente, nos interesa
resolver el problema de Cauchy con condición inicial (2). Si buscamos una curva carac-
terı́stica sobre la cual la solución permanece constante,llegamos al sistema de ecuaciones

x′(t) = u,

u′(t) = 0,

con condiciones iniciales
x(0) = x0,

u(0) = u0(x0),

parax0 dado. La solución a este sistema de ecuaciones es, obviamente, una lı́nea recta con
pendienteu0(x0),

x(t) = u0(x0)t + x0,

a lo largo de la cual el valor deu es constante. En efecto, si diferenciamosu(x, t) a lo largo
de las curvas caracterı́sticas, tenemos que

d

dt
u(x(t), t) = x′(t)ux +ut = uux +ut = 0.

Como anteriormente, el problema de Cauchy se reduce, dados(x, t) en R × (0,+∞), a
encontrarx0 tal que

x = u0(x0)t + x0.

Por el teorema de la función implı́cita, para encontrarx0 requerimos que

d

dx0
(u0(x0)t + x0) = u′

0(x0)t +1 6= 0.

Esto es posible sit es pequeño yu′
0(x0) es acotado. Pero parat suficientemente grande

podemos llegar a una contradicción. Tomemos por ejemplou0 tal queu0(−1) = 1 y
u0(1) = 0. Como se puede apreciar en la Figura 2 el valor deu es constante a lo largo
de dos lı́neas rectas que se intersectan a tiempot = 2, por lo que la solución en el sentido
clásico deja de existir a tiempo finito. Podemos probar que si u′

0(x) es negativa para alguna
x entonces existe un tiempo de “rompimiento”t∗ dado por,

t∗ =
−1

minu′
0(x)

> 0,

a partir del cual las caracterı́sticas se intersectan y la solución es multivaluada. Esto nos
lleva a la definición de “tiempo de existencia” de una solución clásica y a la necesidad
de extender nuestra definición de solución para considerar situaciones más generales.Éste
fenómeno de “rompimiento” de la solución a tiempo finito estı́picamente nolineal, es decir,
se debe a la naturaleza nolineal de la ecuación.
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FIGURA 2. Incluso con condiciones iniciales suaves, las soluciones de
la ecuación nolineal (5) dejan de existir a tiempo finito. Enla gráfica, dos
caracterı́sticas se intersectan a tiempot = 2 > t∗, dondet∗ es el tiempo
de rompimiento.

Observacíon 1.3. La ecuación de Burgers no viscosa (5) se puede escribir, cuando la
solución es clásica, como

ut + f (u)x = 0, (6)

donde elflujo f está dado por una función nolineal,

f (u) = 1
2u2.

Esta ecuación en forma de divergencia se conoce como unaley de conservación. Ésta ex-
presa un principio fundamental de conservación de la cantidadu a lo largo de un conjunto
enR, para la cual la pérdida o ganancia de esta cantidad a lo largo de la frontera de dicho
conjunto está controlada por una función deflujo nolineal dada porf .

A continuación vamos a generalizar este tipo de ecuacionesa sistemas.

1.2. Sistemas de leyes de conservación. Sea� ⊂ R
n un conjunto abierto,n ≥ 1, y sean

d funcionesf j : � → R
n, d ≥ 1, usualmente nolineales, y de clase, por ejemplo,C2(�).

Aquı́ d es la dimensión de las variables espaciales,x ∈ R
d. Un sistema de leyes de conser-

vación es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma

ut +

d
∑

j =1

f j (u)x j = 0, (7)

dondeu(x, t) ∈ R
n, n ≥ 1, (x, t) ∈ R

d × [0,+∞). Este sistema de ecuaciones expresa la
conservación den cantidades ovariables de estado, cuyas densidades están dadas por el
vectoru = (u1, . . . ,un)⊤ ∈ � ⊂ R

n, en una región del espacio fı́sico. Para representar los
flujos denotemos

F(u) :=
(

f 1(u), · · · , f d(u)
)

∈ R
n×d,

a la matriz de dimensiónn×d que tiene como columnas1 a las funciones de flujof j (u) ∈
R

n×1.

1La componente(i, j ) de F está dada porf j
i (u), con 1 ≤ j ≤ d, 1 ≤ i ≤ n. Aquı́ f j (u) =

( f j
1 (u), . . . , f j

n (u))⊤ ∈ R
n.
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Para ilustrar el principio de conservación seaD ⊂ R
d una región arbitraria del espacio

fı́sico, acotado y abierto con frontera suficientemente suave como para aplicar el teorema
de la divergencia (por ejemplo, de claseC1). Sean̂ = (n1, . . . ,nd)⊤ ∈ R

d, |n̂| = 1, el vector
normal a∂ D que apunta al exterior deD. El vector

∫

D
u dx ∈ R

n,

representa la cantidad total de las variables de estado en laregión D al tiempot ≥ 0. La
razón de cambio deu en D está gobernada por el flujoF , que controla el incremento o
pérdida de las variables de estado a través de la frontera∂ D. De esta manera, el principio
de conservación se puede expresar como

d

dt

∫

D
u dx= −

∫

∂ D
F(u)n̂ dSx ∈ R

n.

Por el teorema de la divergencia, para cada componente 1≤ k ≤ n del vector anterior se
cumple que

0 =
d

dt

∫

D
uk dx+

∫

∂ D

d
∑

j =1

n j f j
k (u)dSx

=
d

dt

∫

D
uk dx+

∫

D
div







f 1
k (u)
...

f d
k (u)






dx

=
d

dt

∫

D
uk dx+

∫

D

d
∑

j =1

( f j
k (u))x j dx,

o simplemente,

∫

D
ut +

d
∑

j =1

f j (u)x j dx = 0. (8)

Dado que la regiónD es arbitraria, el integrando debe ser cero puntualmente, dando lugar
a la relación (7).

1.3. Ejemplos. A continuación daremos una lista de sistemas de ecuacionesque revis-
ten importancia en el estudio de ciertos fenómenos en mecánica de medios continuos,
dinámica de gases, modelos de tráfico, etc., los cuales tienen forma de sistemas de leyes
de conservación, o en su defecto,leyes de balance, es decir, cuando consideramos fuerzas
externas que actúan como inhomogeneidades del sistema (7). Una buena lista de sistemas
de leyes de conservación y de leyes de balance se encuentra en el libro de Serre [9], de
donde he tomado algunos de los siguientes ejemplos. Los ejemplos marcados con una ”∗”
son aquéllos que no vimos en clase, pero a los que se hará referencia a lo largo de estas
notas.
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1.3.1. Ecuaciones de Euler para un gas compresible.Las ecuaciones que gobiernan la
dinámica de un gas compresible no viscoso, que no conduce calor tienen la siguiente forma,

ρt +
∑

j =1

(ρv j )x j = 0 (conservación de masa) (9)

(ρvi )t +

3
∑

j =1

(ρvi v j )x j + pxi = 0 (conservación de momento), i = 1,2,3, (10)

(ρE)t +

3
∑

j =1

(

ρEv j + pv j
)

x j
= 0 (conservación de energı́a), (11)

donde

0 < ρ = densidad de masa,

R
3 ∋ v = velocidad,

0 < E = e+ 1
2|v|2 = densidad de energı́a total,

0 < e= densidad de energı́a interna del gas,

p = presión termodinámica.

El sistema de ecuaciones se escribe en forma abreviada como,

ρt +div(ρv) = 0,

(ρv)t +div(ρv ⊗ v)+∇ p = 0,

(ρE)t +div(ρEv + pv) = 0,

(12)

y se conoce comoecuaciones de Euler para un gas compresible. El sistema está comple-
mentado por una ecuación de estado,

p = p̂(ρ,e),

que determina la presión en términos de la densidad y de la densidad de energı́a interna.
Este sistema de ecuaciones tiene la forma (7), donded = 3 es la dimensión del espacio

fı́sico, yn = 5 el número de variables de estado, las cuales son

u =













ρ

ρv1
ρv2
ρv3
ρE













=:













u1
u2
u3
u4
u5













∈ R
5,

mientras que las funciones de flujo están dadas por

F(u) =













ρv1 ρv2 ρv3

ρv2
1 + p ρv1v2 ρv1v3

ρv1v2 ρv2
2 + p ρv2v3

ρv1v3 ρv2v3 ρv2
3 + p

(ρE + p)v1 (ρE + p)v2 (ρE + p)v3













=













u2 u3 u4

(u2)
2/u1 + p̂ u2u3/u1 u2u4/u1

u2u3/u1 (u3)
2/u1 + p̂ u3u4/u1

u2u4/u1 u3u4/u1 (u4)
2/u1 + p̂

u2u5/u1 + (u2/u1) p̂ u3u5/u1 + (u3/u1) p̂ u4u5/u1 + (u4/u1) p̂













,
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donde

p̂ = p̂
(

u1,u5/u1 − 1
2(u2

2 +u2
3+u2

4)/u2
1

)

.

Dado que lo estudiaremos mucho durante el curso, vale la penaescribir el sistema de
Euler en una dimensión espacial, en su formulación euleriana,

ρt + (ρv)x = 0,

(ρv)t + (ρv2 + p)x = 0,

(ρE)t + (ρEv + pv)x = 0.

(13)

Evidentemente, aquı́d = 1 y n = 3. En su versión lagrangiana, el sistema de ecuaciones
para un gas compresible tienen la forma,

wt −ux = 0,

ut + px = 0,

Et + (pu)x = 0,

(14)

donde
1/ρ = w = volumen especı́fico,

u = velocidad,

y la presión está dada por

p = ˆ̂p(e,w) = p̂(e,1/ρ).

Existe gran cantidad de referencias sobre las ecuaciones deEuler. Un tratamiento
clásico se puede encontrar en el libro de Courant y Friedrichs [2]. Recomiendo ver el
capı́tulo 18 del libro de Smoller [10].

1.3.2. Ecuacíon de tŕafico. Consideremos una carretera en un solo sentido, sin entradasni
salidas. Seaρ la densidad de autos (número de autos por unidad de longitud). Supongamos
queρ está acotado

0 ≤ ρ ≤ ρmax,

dondeρmax está relacionado con el número máximo posible de autos enla carretera. De
este modo, seau la velocidad de los autos en la carretera. Suponemos que la carretera
tiene también un imite de velocidadumax. Por conservación de masa de autos tenemos la
siguiente ecuación,

ρt + (ρu)x = 0,

que representa la conservación de la cantidad de autos en lacarretera, que se desplazan con
velocidadu. Podemos suponer que la velocidad depende de la densidad de autos, siendo
ésta decreciente con respecto aρ (los autos van más lento cuando hay muchos autos). De
este modo podemos proponer una relación simple del tipo

u(ρ) = umax(1−ρ/ρmax) ,

en la que evidentementeu(0) = umax y u → 0 cuandoρ → 0. El modelo toma la siguiente
forma de una ley de conservación,

ρt +q(ρ)x = 0, (15)

con flujo

q(ρ) = ρumax(1−ρ/ρmax) .
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Observacíon 1.4. Podrı́amos proponer un modelo más preciso que tome en cuenta cuando
un conductor se anticipa y frena (o acelera) cuando éste nota un aumento (o disminución)
en la densidad de autos. De esta manera podemos suponer queu(ρ) − û(ρ) tiene signo
opuesto aρx, donde

û(ρ) = umax(1−ρ/ρmax) ,

es la velocidad considerada anteriormente. Ası́, podemos proponer

u(ρ) = û(ρ)− ǫρx,

donde 0< ǫ ≪ 1 es pequeña. De esta manera, llegamos a la ecuación

ρt +q(ρ)x = ǫ(ρρx)x, (16)

donde el flujo es el mismo que en la ecuación anterior.Ésta ecuación constituye una regu-
larización de segundo orden a la ley de conservación. Notemos que no está en forma de ley
de conservación, aunque partimos de un principio de conservación como tal. Podemos pen-
sar que (16) es una ley de conservación con flujo efectivoq̂(ρ,ρx) = ρû(ρ)− ǫρρx. Aquı́
la dependencia dêq con respecto aρx cambia por completo la naturaleza de la ecuación,
ya que (15) es hiperbólica mientras que (16) es parabólica2

Como referencia a este modelo de tráfico, ver las notas de LeVecque [8].

1.3.3. ∗El sistema p.El sistemap es el siguiente sistema de dos ecuaciones en una di-
mensión espacial

vt −wx = 0,

wt + p(v)x = 0,
(17)

dondep : R → R es una función nolineal dada, que satisfacep′ < 0, p′′ > 0, y donde
v,w ∈ R y x ∈ R, t ≥ 0. Aquı́ tenemos como variables de estado y respectivo flujo a

u =

(

v

w

)

∈ R
2, y f (u) =

(

−w

p(v)

)

∈ R
2×1.

El sistemap reviste gran importancia ya que es el paradigma de varios modelos. Por
ejemplo, si tomamos las ecuaciones en forma lagrangiana de un gas en el caso isentrópico
(entropı́a constante, que se traduce en no considerar la ecuación de conservación de en-
ergı́a), la presión es una función del volumen especı́ficoy hace las veces de la función
p. Asimismo, siv = Ux es el gradiende de deformación en una barra elástica unidimen-
sional, yw = Ut es la velocidad local, el sistema de ecuaciones tiene la forma (17) donde
el “stress”−σ(v) hace las veces de la funciónp. También el sistemap resulta de escribir
unaecuacíon de onda nolinealde la forma

ut t − p(ux)x = 0,

como un sistema de primer orden mediante el cambio de variablesv = ux, w = ut .
Dada su importancia, el sistemap es estudiado en diversos textos, tales como el libro

de Evans [4], el libro de Smoller [10] y el folleto de Lax [7].

2Una diferencia importante radica en que la ecuación (16) siempre tiene soluciones clásicas para todot > 0
y todo dato inicial. Por eso le llamamos al términoǫ(ρρx) unaregularizaciónde segundo orden.
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1.3.4. ∗Ecuaciones de agua poco profunda.El estudio de ondas viajeras en agua poco
profunda nos lleva a un sistema de leyes de conservación quetiene una estructura similar a
la de las ecuaciones de Euler (incluso cuando en este caso se trata de flujoincompresible).
En el caso de una dimensión espacial, consideramos un fluı́do (por ejemplo, agua) en un
canal y asumimos que la velocidad vertical es despreciable yque la velocidad horizontal
v(x, t) ∈ R es aproximadamente constante para cada sección vertical transversal. Esto es,
sólo tenemos una componente de la velocidad en direcciónx. Esto es compatible con
observaciones experimentales si consideramos ondas de amplitud pequeña en un fluı́do
cuya altura es relativamente pequeña comparada con la longitud de onda. Por ende el
nombre de ecuaciones deagua poco profunda. Asumimos que este fluido es incompresible,
y por lo tanto la densidadρ = ρ0 es constante. La altura del fluidoh(x, t) varı́a, y la masa
total de agua en el intervalo [x1,x2] a tiempot es

ρ0

∫ x2

x1

h(x, t)dx.

El momento en cada punto esρ0v, e integrando verticalmente tenemos que el flujo de masa
esρ0vh. Dado queρ0 es constante, la ecuación de conservación de masa toma la forma
familiar

ht + (hv)x = 0.

La ecuación de conservación de momento toma también la misma forma que en las ecua-
ciones de Euler, a saber,

(hv)t + (hv2 + p/ρ0)x = 0.

Aquı́ la presión está determinada por la relación

p = 1
2ρ0gh2,

determinada por una ley hidrostática integrada verticalmente. Sustituyendo obtenemos

(hv)t + (hv2 + 1
2gh2)x = 0.

Finalmente, podemos simplificar haciendo el cambio de variablesη = ghm que elimina
g de las ecuaciones y obtenemos el sistema

ηt + (vη)x = 0,

vt + (1
2v2 +η)x = 0,

(18)

conocido como el sistema para agua poco profunda unidimensional. Nuevamente, (18)
tiene la forma de un sistema de leyes de conservación con cantidades conservadas y flujo,

u =

(

η

v

)

∈ R
2, f (u) =

(

vη
1
2v2 +η

)

∈ R
2,

respectivamente. Como referencia, consultar el libro de Johnson [6] o el clásico texto de
Whitham [11].

1.3.5. Materiales hipereĺasticos.Consideremos un sólido deformable que en reposo ocupa
una configuración de referencia� ⊂ R

3. La formulación lagrangiana describe el movimiento
de este sólido mediante un mapeo

(x, t) 7→ X(x, t) ∈ R
3, (x, t) ∈ �× [0,+∞),

que denota la posición a tiempot de una partı́cula del sólido que en tiempot = 0 estaba en
x ∈ �. De esta forma definimos la velocidad localV : � → R

3 y el tensor de deformación
U : � → R

3×3 mediante
V = Xt , U = ∇x X,
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o componente a componente,Vj = ∂ X j /∂ t , Ui j = ∂ Xi /∂x j , para todoi , j = 1,2,3.
Un material es llamadohipereĺasticosi admite una densidad de energı́a interna dada

por una funciónW : R
3×3 → R, que depende del gradiente de deformación solamente,

W = W(U), y si las fuerzas de deformación se derivan de esta energı́a(principio de trabajo
virtual):

Fα =
∑

j

∂x j

∂W

∂Uα j
, α = 1,2,3.

Restricciones sobre el modelo incluyen:

1. W(U) = W(RU) para toda rotaciónR ∈ R
3×3, RT R = I , detR = 1. Es decir, la

densidad de energı́a es invariante bajo rotaciones.
2. detU > 0, lo que significa que el material no cambia de orientación.

Las ecuaciones de movimiento que rigen la dinámica del sólido son

∂tUi j − ∂x j Vi = 0, i , j = 1,2,3 (19)

∂t Vi −

d
∑

j =1

∂x j

∂W

∂Ui j
= 0, i = 1,2,3. (20)

Las primeras 9 ecuaciones (19) corresponden a ecuaciones decompatibilidad, dadas las
definiciones deU y V . Las últimas 3 ecuaciones (20) expresan conservación de momento.
Este sistema puede abreviarse de la siguiente manera

Ut −∇xV = 0,

Vt −div xσ(U) = 0,
(21)

donde

σ(U) :=
∂W

∂U
∈ R

3×3,

es el primer tensor de stress de Piola-Kirchoff, definido componente a componente como

σ(U)i j =
∂W

∂Ui j
, i , j = 1,2,3

El sistema (21) es un sistema de leyes de conservación dondetenemos 12 variables de
estado, dados por las 9 componentes del gradiente de deformación y 3 componentes de la
velocidad. Por lo tanto, aquı́n = 12 y d = 3. Las variables de estado y los flujos están
dados por

u = (U11,U21,U31,U12,U22,U32,U13,U23,U33,V1,V2,V3)
⊤ ∈ R

12,

y
f 1(u) = −(V1,V2,V3,0,0,0,0,0,0,σ (U)11,σ (U)21,σ (U)31)

⊤

f 2(u) = −(0,0,0,V1,V2,V3,0,0,0,σ (U)12,σ (U)22,σ (U)32)
⊤

f 3(u) = −(0,0,0,0,0,0,V1,V2,V3,σ (U)13,σ (U)23,σ (U)33)
⊤.

Tenemos, además, una restricción fı́sica pues dado que por la definición deU , las
derivadas mixtas deX deben ser iguales, es decir,

∂xkUi j = ∂x j Uik ,

para todasi , j ,k = 1,2,3. En forma abreviada escribimos

curl U = 0.
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Una excelente referencia para teorı́a de elasticidad es el texto de Ciarlet [1]. Para mod-
elos más generales de medios continuos y un tratamiento un tanto más matemático ver el
libro de Dafermos [3].

1.3.6. Ecuaciones de Maxwell.Las ecuaciones de Maxwell en el vacı́o con permisivi-
dades magnética y eléctrica,µ0 = ǫ0 = 1 tienen la siguiente forma

EBt +∇ × EE = 0, (ley de Faraday), (22)

EEt −∇ × EB = EJ, (ley de Ampère), (23)

∇ · EE = ρ, (ley de Gauss), (24)

∇ · EB = 0, (ley de Gauss magnética). (25)

Aquı́ tenemos que,

EE = campo eléctrico,

EB = campo magnético,

EJ = corriente eléctrica,

son campos vectoriales en tres dimensiones. Este sistema notiene forma de ley de conser-
vación. Sin embargo, podemos escribir las ecuaciones de evolución (a saber, las leyes de
Faraday y de Ampère) como un sistema de leyes de balance de laforma

ut +div F(u) = J,

dondeu está dado por

u = (B1, B2, B3, E1, E2, E3)
⊤ ∈ R

6,

con flujos,

F(u) =

















0 E3 −E2
−E3 0 E1
E2 −E1 0
0 −B3 B2
B3 0 −B1

−B2 B1 0

















∈ R
6×3

y “datos”,

J = (0,0,0, J1, J2, J3)
⊤ ∈ R

6.

Las leyes de Gauss en forma de divergencia, que no involucranderivadas temporales,
cierran el sistema como constricciones a los campos. Notemos que estas ecuaciones son
lineales, ya que los flujosF son funciones lineales de las variables de estado.

Como referencia ver el libro de Jackson [5].

1.3.7. Magnetohidrodińamica (MHD). El siguiente ejemplo modela el movimiento de un
fluı́do en presencia de un campo electromagnético. Se asumeque dicho campo electro-
magnético ejerce una fuerza sobre el fluı́do, de tal manera que la aceleración se ve afectada
por el campo. Igualmente el movimiento mismo del fluı́do contribuye a la evolución del
campo.
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El sistema tiene la siguiente forma:

ρt +
∑

j =1

(ρv j )x j = 0 (26)

(ρvi )t +div(ρvi v)+ (p+ 1
2| EB|2)xi −div(Bi EB) = 0, i = 1,2,3, (27)

(1
2ρ|v|2 +ρe+ 1

2| EB|2)t +div(1
2vρ|v|2 + vρe+ pv + EE× EB) = 0, (28)

EBt +∇ × EE = 0, (29)

donde, al igual que en las ecuaciones de Euler, tenemos

ρ = densidad de masa,

R
3 ∋ v = velocidad,

e+ 1
2|v|2 = densidad de energı́a total,

e= densidad de energı́a interna,

p = presión,p = p̂(ρ,e),

R
3 ∋ EB = campo magnético,

R
3 ∋ EE = campo eléctrico.

Las ecuaciones (26), (27), (28) y (29) representan conservación de masa, momento, energı́a
y la ley de Faraday, respectivamente.

Este sistema está complementado por dos leyes “constitutivas”. Por un lado tenemos
la ecuación de estado del fluı́do,p = p̂(ρ,e), y la ley aproximadaEE = EB × v, la cual es
una aproximación a equilibrio local, ya queEE + v × EB ≈ 0 si la velocidad es pequeña.
Claramente, este sistema de ecuaciones representa un sistema de leyes de conservación
con cantidades conservadas

u =
(

ρ,ρv1,ρv2,ρv3,ρ(1
2 |v|2 +e)+ 1

2| EB|2, B1, B2, B3

)⊤
∈ R

8,

dondeB j es la componentej de EB, y flujos,

f j (u) =



























ρv j

ρv1v j + (p+ 1
2| EB|2)δ

j
1 + B1B j

ρv2v j + (p+ 1
2| EB|2)δ

j
2 + B2B j

ρv3v j + (p+ 1
2| EB|2)δ

j
3 + B3B j

ρv j (
1
2|v|2 +e)+ pv j + ( EE × EB) j

(∇ × EE)1

(∇ × EE)2

(∇ × EE)3



























∈ R
8,

para cadaj = 1,2,3, dondeδk
l es la delta de Kronecker, y(∇ × EE)i es la componentei del

rotacional deEE.
Como referencia, consultar el libro de Serre [9].
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