Ecuaciones Diferenciales Parciales 11
Tarea 2: Espacios de Sobolev

1. Sean 2 C R", abierto, acotado, y m > 0. Demuestra que si u € H™(S2)
y a € C°(Q) entonces au € HI"(N).

2. Integra por partes para demostrar la siguiente desigualdad de interpola-

cion:
1/2 1/2
/ \Du|2da: <C (/ |u|2da:> (/ \D2u]2dx> ,
Q Q 0

para toda u € C{°(£2). Por densidad, extiende la desigualdad a toda
funcién v € H%(Q) N H ().

3. Integra por partes para demostrar que:

1/2 1/2
/ |DulP dx < C (/ |ul? dx) (/ | D P dx) :
0 0 0

con 2 < p < 0o, y para toda u € W2?(Q)NW,(Q). (Sugerencia: usa la
identidad [, [DulP dex = 377, [q ;e | DulP~* du.)

4. Encuentra una funcién en W1"(Q) que no estd en L>°(Q). (Sugerencia:
considera 2 = B1(0) C R? y u = loglog(1 + 1/|z]).)

5. Aplica la desigualdad de Sobolev! para verificar que para todo 0 C R”,
abierto, acotado con frontera 9Q € C*, se cumple que H™(Q) C C*(Q)
si m > k+n/2. Encuentra un contrajemplo paran =2, m =1y k = 0.
(Sugerencia: Considera el disco en R? con centro en el origen y radio

r = 1/e, y la funcién u = log | log v/22 + y2|. Demuestra que u € H'(2).)

6. Sean ) C R", abierto y acotado. Demuestra que si xg € €2, entonces
d(u) := u(xy) para toda u € H™(2), define un elemento en el dual, es
decir, 6 € H7™(2), si m > n/2. (Sugerencia: Aplica la desigualdad de
Sobolev para verificar que H™(Q) C C*(Q) si m > k +n/2.)

les decir, |Jul|cr < C|lul|wm.» para toda w € W™P sim > k + [n/2].



7. Sea € C R", abierto, acotado con frontera 92 € C'. Demuestra que
ker T = Hj (),

donde T : HY(Q) — L*(09Q) es el operador de traza. Demuestra que el
rango de T, es decir, H'/2(0Q) := rango(T'), es denso en L*(99).

8. Sea ) C R", abierto, acotado con frontera 92 € C' y orientable. Sea
[' C 092 una porcién de la frontera con superficie positiva,

T :/de > 0.
r

Demuestra que, para cada g € L?(I"), el mapeo
u > /g(x)(Tu)(x) dS;, ue HY(Q),
r

define un elemento del dual H~1(Q), donde T : H(Q) — L*(09) es el
operador de traza.

Total: 80 pts.



