Ecuaciones Diferenciales Parciales 11
Segundo Examen Parcial: Ecuaciones elipticas
Respuestas

1. Discute la solvabilidad en sentido débil del problema:

Lu:=—u"—u=f, x € [0, 7],
u(0) = u(m) =0, L

donde f(x) = sinx. ;Existe una solucién débil u € Hg (0, ) de (1)? ;Si existe, es tinica? (Sugerencia: Aplica
el Teorema 2 de existencia visto en clase (alternativa de Fredholm).)

Solucidén: Por el teorema 2 de existencia, se cumple (A), o se cumple (B). Dado que, claramente, cada
funcién u(z) = asinz, con a € R, constante, es solucién de Lu = 0 en (0, ), con u(0) = u(7) = 0, entonces
se cumple (B). Notamos que L = L* (operador autoadjunto). En efecto, para todo u,v € Hg (0, ), integrando
por partes y aplicando las condiciones de frontera obtenemos

(v, Lu)pz = —/ v(u” + u) dz :/ v'u' —vudr = —/ (" +v)udr = (Lv,u) .
0 0 0

Por lo tanto L = L* y concluimos que N = N* con dim N < oo. Toda solucién de u” + u = 0, con
u(m) = u(0) = 0 es de la forma u(x) = asinz, por lo que dim N = 1, con N = span{sinz}. Por el teorema
2, el problema (1) tiene una solucién débil si y sélo si (f,v)r2 = 0 para todo v € N. Dado que,

(f,v)r2 :/ sin x dx = I,
O 2

conclufmos que el problema (1) no tiene solucién débil en H{ (0, 7) si f = sin .

2. Sea el operador uniformemente eliptico

Lu=— Z (alj(x)ur,)xa

— J
2,9

con a” € L>(2), Q C R, abierto y acotado. Demuestra que, para cada f € L?(Q2), existe una tinica solucién
débil u € H}(Q) al problema de Dirichlet:

Lu = f, en €,

_ (2)
u =0, sobre 0f).

(Sugerencia: Usa la desigualdad de Poincaré para demostrar que la forma bilineal asociada al operador L
satisface las hipéStesis del teorema de Lax-Milgram en H}((2).)

Solucién: Integrando por partes la forma bilineal asociada es

Por lo tanto,

|Blu,o]| <D lla |z /Q |Dul[Dv|dz < allull gy [0 g,
i

con a = a(]lal]|p=) > 0. Por elipticidad uniforme se tiene que

9/ | Dul|? da < Z/ a” (2)ug,uq; dz = Blu, u).
Q 7 /0



Aplicando la desigualdad de Poincaré (|lu|z: < C||Dul|zz, para u € HE(£2)) obtenemos
4 2 4 2 2
Bluu] > S1Dul. + ol > Bl
donde 8 := min{#/2,0/2C?} > 0. Por lo tanto, la forma bilineal B[] satisface las hipdtesis del teorema de

Lax-Milgram en H} (). Conclufmos que existe una tinica solucién débil u € H}(Q) al problema (2), para
cada f € L?(Q).



