Ecuaciones Diferenciales Parciales 11
Primer Examen Parcial: Distribuciones y espacios de Sobolev
Respuestas

1. Demuestra que si I € D'(R) es una distribucién tal que 2l = 0, entonces | = ¢, con ¢; constante.

Solucioén:
Primero demostramos que ¢ € D(R) es de la forma ¢ = zp con ¢ € D(R) si y sélo si (0) = 0. En efecto, si
¢ = zp entonces claramente ¢(0) = 0. Por otro lado, si ( € D(R) y ¢(0) = 0, entonces definimos
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Claramente ¢ € C si z # 0. Por expansién de Taylor y ¢(0) = 0 tenemos que ¢((z) = ¢/(0)z + O(z?) para
todo = € R. De este modo,
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tiene un limite cuando = — 0, es decir, ¢'(0) existe. Andlogamente sabemos que (™) (0) existe para cada
m € N si y sélo si

m
90(-7»') =ayg+ax+ ...+ am% + O(.’ljm+1),
para cada = € R. En vista de que,
_ C(CU) o 7 x (m+1) ™ -
pla) === =C0)+0)5 +...+¢ (0)(m+1)!+0(x )

para todo x € R, entonces ¢ € C°. Como ( tiene soporte compacto, concluimos que ¢ € D(R).
Ahora tomemos cualquier § € D(R) tal que #(0) = 1. Para toda ¢ € D(R) se define

¢:=1v— A € DR), con A =1(0).
Por lo tanto ¢(0) = 0, y tiene la forma ¢ = x¢ para cierto ¢ € D(R). De este modo,
W) = UC+A0) = 1(C) + Al(0) = (I, zp) + A{l,0) = (L, ) +A(1,0) = c19(0),
=0
con ¢p := (I, 0), constante. Por lo tanto I(v) = ¢19(0) para todo ¢ € D(R), es decir, [ = ¢14.

2. Integra por partes para demostrar la siguiente desigualdad de interpolacién:
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para toda u € C§°(£2). Por densidad, extiende la desigualdad a toda funcién u € H?(Q) N HE ().

Solucién: Sea u € C§° (). Por la férmula de Green (integracién por partes),
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ya que u tiene soporte compacto, y |Au|? < |D?u|? a.e. Es decir,
[Dull72q) < lullze@ID?ullz), st u e C(Q).

Ahora, si u € H?(Q) N H(2) entonces por densidad existe u, € C§°(Q) tal que ||up, — ullgz — 0 si
n — 4o00. La convergencia tamién es en norma, ya que, por la desigualdad del tridngulo, |||un| gz — ||w]| gz2| <
||un, — ul|gz — 0. Por lo tanto, ||un||gz — ||u||gz. Tomando limites de cada lado de la desigualdad con u,,
obtenemos el resultado.



