Ecuaciones Diferenciales Parciales.
Tarea 2: Ecuacién de onda
Semestre 2017-2

1. Sean v y u dos soluciones de la ecuaciéon de onda homogénea,
Ou := uyy — gy = 0.
(a) Prueba que O(uvy + c2uzv,) = 0.
(b) Suponiendo que u es solucién de Ou = 0 en (z,t) € R x (0, +00), con condiciones
u(z,0) = f(z), z€eR,
u(z,0) =g(z), x€R,

donde f y g son funciones de clase C' y de soporte compacto (es decir, f = g = 0 fuera de un conjunto
compacto en R), entonces demuestra que la energia total,

E(t) = Ecin(t) + Epot(t),

es constante en t, donde las energias cinética y potencial son

—+oo +oo
En(t) = %/ uf(w,t) dz, v Epe(t) = %/ cgui(x,t) dz,

respectivamente. (Sugerencia: Usa (a) para calcular dF/dt. Aplica la férmula de d’Alembert y el hecho

de que f, g v todas sus derivadas se anulan fuera de un conjunto compacto.)

(c) Bajo las mismas hip6tesis que en (b) demuestra el principio de equiparticion de la energia: existe T' > 0
tal que Ecin(t) = Epot(t) para todo ¢ > T.

2. Estudiar el problema
Ut — gy = 1, z>0,t>0,
u(z,0) =0, x>0,
ug(xz,0) =0, x>0,
(u¢ + Bug)(0,t) =0, t>0,

donde 8 € R es constante. Suponiendo que 8 # 0, 8 # ¢, usa la identidad de Green-Lagrange para determinar
la solucién en las regiones x > ¢t > 0y 0 < x < ct. Prueba que la solucién encontrada es tnica, usando la
identidad de Green-Lagrange o mediante el método de energia. ;Qué pasa si 8 = 07 ;Qué pasa si § = c?

3. Aplicando el principio de Duhamel, resuelve el siguiente problema de valores iniciales:
U — P Uyy = Tt
u(z,0) = e,
ug(x,0) = sinz,
para x € R, £ > 0, con ¢ > 0 constante.
4. Considera el siguiente problema de Goursat:
Ut — Uge = 0, z>t>0,

u(z,0) =€*, wu(x,z)=cosz, x> 0.

Encuentra la solucién en la regién R = {z >t > 0} y determina su dominio de dependencia para cualquier
punto de R. (Sugerencia: Aplica el teorema del paralelogramo caracteristico.)



5. Resuelve el siguiente problema para una cuerda semi-infinita con un extremo fijo:

Upt — Uge = 0, z>0,t>0,
u(z,0) = f(x), wu=0, x>0,
u(0,t) =0, t>0,

donde
fla) = {cos(w —4), |z—4] <7/2

0, otro caso.
6. Suponiendo que u € C?(R3 x (0, +00)) es solucién de

U — Ayu =0, zeR3 t>0,
u(z,0) = f(x), z € R3,
ut(x,O) :g(l')v LUER3,
donde f, g son suaves y de soporte compacto, demuestra que existe una constante C' > 0 tal que

C
ju(z, )] < —
4
para todo x € R3, t > 0. (Sugerencia: Usa la férmula de Kirchhoff.)

7. Encuentra la solucion a
Ut — (Ugg + Uyy) =0,

donde (z,y) € R?, t > 0, con condiciones iniciales

Ujt=0 = V 2 + y27 Ut|t=0 = xQ +y27 (xay) € RQ‘

8. Sea u la solucién de uy; —c*Au = 0, parax € R® y ¢t > 0, con datos iniciales u(z, 0) = f(x), u(x,0) = g(z).

Suponiendo que f y g estdn soportadas en la esfera compacta de radio pg > 0 y centro en = 0, B,,(0),
describe el soporte de la solucién u para todo ¢ > 0.
9. Considera el problema
ug — Au =1,
donde u = u(z,y, z,t) (es decir, en R3), con condiciones iniciales
Ujp=0 = Va+y? + 22, Ut|t=0 = z? +y? + 27
(a) Expresa el laplaciano en coordenadas esféricas
(x,y,2) = (rcos¢sinb, rsin ¢sin b, r cosb),
donde r >0, 6 € [0,7), ¢ € [0, 2m).
(b) Encuentra una solucién que sélo dependa de r = |Z|, Z = (z,y,2) € R3. (Sugerencia: Reducir el

problema a la ecuacién de onda no homogénea en una dimensién para r > 0, t > 0. Aplica la identidad
de Green-Lagrange y analiza los casos r >ty r < t.)

(¢) Discute la diferenciabilidad de la solucién en la curva t = |Z|.



(d) Encuentra la solucién del problema directamente: primero encuentra una solucién a

U — Agu =1,

Ujt=0 = Ut|¢=0 = 0.
(Sugerencia: Usar el principio de Duhamel.) Después calcula la solucién a

Ut — AX-U = O,
w0 = V22 + 17 + 22,
Ut|t=0 = 2+t + 22

usando la férmula de Kirchhoff y calculando las integrales de superficie. La suma de la solucién parti-
cular y la solucién de la homogénea debe ser, por unicidad, idéntica a la solucién obtenida en el inciso

(b).

10. Considera el problema de Cauchy para la ecuacién de onda en R®:

Ut —C2Ax’u:0, l’eRs,tz 07
u(@,0) = f(z), ©ER,
ue(x,0) = g(x), z € R

Definiendo las medias esféricas

1
U(z;r,t) == ][ u(y,t)dS, = —/ u(z +rn,t) dS,,
8B,() =1

ws
1
F(x;r) = ][ fly)dSy = —/ flx+rn)dS,,
8B, () W5 Jin|=1
1
G(x;r) = ][ g(y)dS, = — g(x +1rn)dS,,
9B, () Ws Jiyj=1

parar >0,t >0,y z € R® fijo, y donde ws es el drea de la esfera unitaria en R, sea
Ulx;r,t) == r2U,(x;7,t) 4 3rU(z; 7, t).

(a) Prueba que U es solucién de ~ B
Utt - CQUT‘T‘ = 07

y encuentra U explicitamente en términos de F' y G.

(b) Demuestra que

. Ulx;r,t
)=ty P50
1,0 9 (1,0
= (22 vot) + — (S22 ) Faset).
<3t at+t>G(w,ct)+at (3t at—i—t) (z;ct)

Total: 120 pts.



