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1. EL TEOREMA DE LAX Y LA FORMULA DE LAX-HoOPF

En esta seccién vamos a demostrar un teorema debido a Lax [4], el cual asegura
existencia y unicidad de la solucién entrépica al problema de Cauchy con condicién
inicial acotada, en el caso en el que la funcién de flujo f es estrictamente convexa.
Notablemente, la solucién esté determinada por una férmula explicita que se conoce
como la fdrmula de Lax-Hopf [4, 5, 2]. A pesar de que la demostracién no se puede
extender al caso general no convexo, el método usado en esta seccién es de gran
interés pues revela rasgos importantes de las soluciones entrépicas, tales como el
comportamiento asintético para t grande.

Consideremos una ley de conservacion escalar de la forma,

en (z,t) € R x (0,00), con condicién inicial
u(z,0) = up(x), (2)

donde u € R, f: R — R es de clase C?.

Teorema 1.1 (Lax). Sea f : R — R estrictamente convexa, de clase C? que
satisace

f"(u)>a>0, paratoda u€ R,
f(u) = a(u) = oo, cuando u — +oo.

Sea la condicion inicial ug € L™ (acotada). Entonces el problema de Cauchy (1),
(2) admite una tdnica solucion entrépica u € L (R x [0,00);R), que satisface la
desigualdad

T2 — X1

f'(ul@s, 1) = f'(uler, 1) < ——— 3)
para toda xo > x1 y toda t > 0. La solucion entropica estd dada por la formula
explicita

z —y(z,t)
ety =g (T2 0
donde g = a=t y y(x,t) es el valor wnico que minimiza la funcién

y— Gz, t,y) =tf* (xt—y) + /Oy uo(z) de. (5)

Aqui, f* denota la transformada de Legendre de f (véase apéndice A).
1
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Observacién 1.2. La desigualdad (3) es una condicion mds general que la des-
igualdad de entropia de Oleinik, ya que esta dltima se deduce a partir de (3). Si
tomamos 2C' = 1/ min f” > 0, por el teorema del valor medio tenemos que
a(u(zz,t)) = a(u(e1,t)) _ ["(uo)(u(zs,t) — u(z1, 1)) _ 1
ro — I To — T —t ’

para cierto ug entre u(x1,t) y u(ze,t), y para todo x4 > x1; esto implica que

u(z +e,t) —u(x,t) < %, (6)

para todo (x,t), cont > 0, y todo € > 0, es decir, obtenemos la condicion de entropia
de Oleinik.

Observacién 1.3. En el caso de la ecuacion de Burgers no viscosa tenemos f(u) =
1u? y por lo tanto a(u) = u con inversa g(v) = v. De este modo f*(u) = $u? y la
funcion (5) estd dada por

1(z—y)?

Y
Gz, t,y) = 37 +/O uo(x) dx.

La formula explicita (4) fue expresada por primera vez en el caso particular de flujo
de Burgers por E. Hopf [2], razén por la cual la solucidn (4) recibe el nombre de
formula de Lax-Hopf (o simplemente, formula de Lax).

Observacion 1.4. La férmula explicita de Lax-Hopf es posible gracias a que cuando
la funcion de flujo es convexa, todas las caracteristicas emanan de algin punto
en el eje real cuando t = 0. En el caso general esto mo es posible, ya que las
caracteristicas se pueden originar en una onda de choque sonica, es decir, cuando
la velocidad coincide con una de las velocidades caracteristicas, s = f'(up) o s =
f'(ugr) (también llamada onda de choque caracteristica). Existe, sin embargo, un
caso en el que ésto no ocurre para f arbitraria, que consiste en suponer que la
condicion inicial es mondtona, lo cual implica que su primitiva es convexa. Esta
notable observacion se debe a Kunik [3] (para la demostracion, véase Serre [6]):

Proposicién 1.5 (Kunik). Sea ug € L mondtonamente creciente, y sea [ €
C2. Entonces la solucién entrdpica al problema de Cauchy (1) - (2) estd dada por

u(z,t) = 0, H(x,t), donde

H(x,t) = sup (yz —tf(y) — Us(y)),

Uo es la primitiva (conveza) de ug, y Ul denota a su transformada de Legendre.

2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LAX

La demostracién del teorema 1.1 que presentamos aqui estd dividida en tres
partes. La primera parte consiste en verificar que la férmula de Lax-Hopf es co-
rrecta en el caso particular de una solucién de clase C' por pedazos que, ademais,
tiene soporte compacto en el espacio-tiempo. Aunque no es propiamente parte de
la demostracién, este paso es muy ilustrativo ya que nos permite entender desde
un punto de vista geométrico (mediante una construccién con el método de ca-
racteristicas) de dénde proviene la férmula (4). La segunda parte consiste en la
demostracion de la existencia de la solucién de Lax-Hopf y la verificacion de la
condicion de entropia. La tercera y ultima parte es la prueba de unicidad. Hacemos
notar que esta demostracion es esencialmente diferente al principio de contraccién
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en la norma L' presentado en la clase pasada, el cual se aplica solamente a solu-
ciones entrépicas de clase C! por pedazos. La conclusién del teorema garantiza la
unicidad de la solucién de Lax-Hopf en la clase de todas la soluciones entrépicas de
la ley de conservacién.

2.1. Representacién para una solucién u de clase C! por pedazos. Pri-
mero vamos a verificar que la férmula de Lax (4) - (5) es vélida en el caso de una
solucién de clase C'! por pedazos con soporte compacto, y que satisface, en cada
una de sus discontinuidades, la desigualdad de entropia de Lax no estricta, es decir,

f'(ur) < s < f'(ur), (7)

para todo punto P de cualquier discontinuidad ¥ = {(&(¢),t) : t € (t1,t2)} y donde
s = dz/dt es la velocidad de la discontinuidad en ese punto. Asumiendo que u(z,t)
es una solucién de este tipo, definimos

lﬂxﬁ):i/mvdawda

—0o0
Uo(z) :=U(x,0).
Es posible normalizar la funcién de flujo' f tal que, sin pérdida de generalidad,
f(0)=0.
De este modo integramos la ecuacién (1) (ya que u es de clase C! por pedazos y
la ley de conservacién (1) se satisface c.d.s.), de tal manera que

T

o:/“zwyw+fmndy=@/'uwxﬁw+fwwxn—ﬂm—w¢»

—0o0 — 00
Nétese que u(—oo,t) = 0 para toda t > 0, ya que u es de soporte compacto y
£(0) = 0; por lo tanto,
U+ f(U) =0, c.d.s. (8)

En virtud de que f es estrictamente convexa, tenemos que para toda v € R se
cumple la siguiente desigualdad f(U,) > a(v)(U, —v) + f(v), y por ende,

U + a(v)Uz < wva(v) — f(v), para toda v € R. (9)

Fijemos v € R. Para (x,t) € R x (0, 400) dados, consideremos la caracteristica
que pasa por (x,t) con pendiente a(v) y que intersecta al eje ¢ = 0 en el punto
y(z,t) = x—a(v)t. Esta caracteristica se puede parametrizar de la siguiente manera,

L = {((0),0) € R x[0,00) : {(0) = a(v)o +y(z,t) = a(v)(o — 1) + x}.

Integremos (9) a lo largo de I'(, 4) para o € (0,t); obtenemos,
t
/ Ui(a(v)(o —t) + z,0) + a(v)Uz(a(v)(c — t) + x,0) do < t(va(v) — f(v)).
0
Derivando U con respecto a o a lo largo de la caracteristica, se tiene que

L U(E(0),0) = Ule(0), 0) + alo)Us(€(2), ),
y, por lo tanto,

U(z,t) <U(y,0) + t(va(v) - f(v)). (10)

IBasta con redefinir f(u) — f(u) — £(0), conservando convexidad y regularidad.
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Sea ¢ la funcién inversa de a. Dado que (z — y)/t = a(v) obtenemos

()

Sustituyendo en (10) llegamos a la desigualdad
U(z,t) <U(y,0) +1t ((Q;;y) g (x;y> ~f (g (m;y)))
=U(y,0) +tf" (x;y) .

Esta desigualdad se cumple para todo v € R, y dado que y(z,t) = x—a(v)t, también
es cierta para toda y € R. De este modo hemos probado que

Ute.0) < ) +17 (272, (1)
para toda y € R. En particular, para (x,t) dados, la desigualdad (11) se cumple
para el valor §(z,t) tal que

g (”H/M) — u(, ). (12)

t
Este valor § existe ya que g = a~! y a es sobre. Otra manera de escribir (12) es
alulz, )t = o - §(x, ). (13)

A continuacién vamos a demostrar que dicho valor de § minimiza el lado derecho
de la desigualdad (11), la cual se cumple en forma de igualdad. La férmula (13) nos
sugiere considerar la caracteristica con pendiente a(u(z,t)) que pasa por (x,t). Asi,
para (z,t) dado y fuera de una discontinuidad ¥ de u, consideramos la caracteristica

&(o) = a(u(z,t)) (o —t) + =, o €(0,t). (14)

Dicha caracteristica intersecta el eje t = 0 en el punto £(0) = §(z,t) siempre
y cuando no intersecte a otra discontinuidad ¥’ para tiempos menores a t > 0.
Podemos garantizar esto ya que, por hipétesis, u es solucién de clase C'* por pedazos
que satisface la condicién de entropia de Lax. En efecto, supongamos que (z,t) estd
fuera de una discontinuidad ¥ y argumentando por contradiccién, supongamos que
si trazamos la caracteristica hacia atras en el tiempo, ésta intersecta a una segunda
discontinuidad ¥’ (ver figura 1).

De este modo, u permanece constante a lo largo de la caracteristica, la cual
intersecta al eje ¢ = 0 en el unico punto §(z,t). Dado que U, = u, tenemos para
todo o € (0,1),

Ui(§(0),0) = = f(u(é(0), 0)),
y u(z,t) = u(¢(o),0). En consecuencia,

Ui(&(0),0) + a(u(§(0),0))Us(£(0), 0) = a(u(é(0)), o)u(é(0), o) — f(u(é(0), o))
= a(u(z,t))u(z,t) — f(u(z,1)),
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para toda o € (0,t). Integrando esta igualdad en o € (0,¢) obtenemos

U(x,t)—U(g)(w,t),O):/O L U(E(o),0) do

do
_ /0 U((0),0) + a(u(E(0), ) U (E(0), o) do

= / a(u(z,t))u(z,t) — f(u(z,t)) do

0

= t(a(u(z, t))u(z,t) — f(u(z,t)))
e [T g(xvt)
i)

Hemos probado que la desigualdad (11) se cumple en forma de igualdad para
y = §(x,t), valor para el cual el lado derecho alcanza su minimo, y adicionalmente
tenemos la representacién (12) para la solucién u. Podemos concluir que la férmula
de Lax (4) - (5) es, por lo tanto, vélida para una solucién u de clase C* por pedazos
y con soporte compacto que satisface la condicién de Lax en cada discontinuidad.

2.2. Existencia. FEl siguiente paso consiste en demostrar la parte de existencia
del teorema de Lax. Dado que la condicién inicial es acotada, uy € L*°, podemos
definir

Uo(y) == /Oy uo(x) d. (15)

Nuevamente normalizamos f de modo que f(0) = 0. Dado que f es estrictamente
convexa y limy, 1 f/(u) = +oo, podemos definir, para todo (x,t) con ¢ > 0, y
y € R, la funcién

Gl t,y) = Up(y) + tf* (””;y> . (16)

X

FIGURA 1. Sila solucién u satisface la condicién de Lax, entonces
una caracteristica con pendiente a(u(z,t)) para (x,t) € R x (0, 00)
fijo y fuera de una discontinuidad ¥, no intersecta a otra discon-
tinuidad ¥’ para tiempos menores a ¢ > 0. En la grafica, la dis-
continuidad viola la condicién de Lax, pues la caracteristica que
“entra” en Y aparenta “salir” de X'.
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Notamos que la transformada de Legendre de f satisface

f(a(0)) = a(0)g(a(0)) — f(g(a(0))) = = f(0) = 0,

ya que g = a~! y habiendo usado (43). Asimismo, en virtud de que df*/dv = g(v)
y de que f* es estrictamente convexa, concluimos que f* tiene un minimo global
en v = a(0) y por lo tanto

f (w) >0, f*(v) = 400 cuando |v| = co.
Maés aun, f* crece mas rdapido que cualquier funcién lineal ya que

Por otro lado, el término foy ug dxr crece, a lo mas, linealmente, en virtud de que
ug es acotada. Por continuidad de GG y las observaciones anteriores concluimos que
para (z,t) fijo,

G(z,t,y) — cuando y — Foo0.

Esto implica que para (x,t) fijo G alcanza su minimo en algin punto y = y(z, t),
el cual puede no ser tnico. Sea y(x,t) cualquiera de esos puntos que minimizan a
G. Vamos a demostrar que el mapeo x — y(z,t) es no decreciente para todo t > 0
fijo, lo cual es un corolario del siguiente

Lema 2.1. Para x1,z2, yt > 0 dados, sean y; y y2 dos valores para los cuales las
funciones G(x1,t,y) y G(za,t,y) alcanzan su minimo, respectivamente. Si xo > 21
entonces Yz > Yi.

Demostracion. Sea
H(s) = f*(oc+s) = f*(o) + f* (T —s) = f7(7),

para o < 7 fijos y cualquier s € (0,7 — 0). Dado que f* es estrictamente convexa
tenemos que
[rlots)—fo) f(r)—f—s

S < . ) s€ (0,7 —o0)

(ver figura 2). Esto implica que H(s) < 0. Notamos también que H(0) = 0, y que
H(r — o) = 0. Por lo tanto, bajo estas hip6tesis H es negativaentre 0 y 7 — o y
H(0)=H(r —0)=0.
Sean x1 < o y definamos
To — _ _
5= 2 7 >0, 7:= 2 y2, o= 1 yl.
t t t
Argumentando por contradiccién, supongamos que y» < y;. En este caso tenemos
que

To — To —
sto—= 2ty1< 2ty2:T’

es decir, s € (0,7 — o), con 7 > o. Por convexidad tenemos, por lo tanto, que
H(s) <0, lo cual implica la desigualdad

« [ L2 — Y1 « [ T1— Y2 [ T2 — Y2 « [ T1— Y1
) e () < () () o
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Por hipétesis, y; minimiza a G(x1,t,y), por lo que

G($27t7y1) = G(ml,t7y1) +tf* (1'2;1/1> _ tf* (.’171 ;yl)

< Glay,t,y0) +Hf7 (“;“) —tfr (‘Tl ;’”)

< G(xhtva) +tf* (I2ty2> —tf* <I‘1 y2>

t
To —
= Uo(ye) + tf* (Qtw)
= G(x27t792)7

tras haber usado la desigualdad (17). Sin embargo, esta tiltima desigualdad contra-
dice el hecho de que yo minimiza a G(x2,t,y). |

En consecuencia, hemos probado el siguiente

Corolario 2.2. El mapeo x — y(z,t), donde y(x,t) es cualquier minimo de G(z,t,y),
es no decreciente.

La monotonicidad nos garantiza, a su vez, continuidad casi donde sea (ver [1],
teorema 5.6.4, pag. 151):

Proposicion 2.3. Siparat fijo, y(z,t) es una funcidn no decreciente de x, entonces
y(x,t) es continua en x excepto en un conjunto numerable de puntos.

En un punto de continuidad de y(+,t), éste es el tinico valor de y que minimiza a
G. Para probar esto, sean y_(x,t) y y+(x,t) los valores mds pequefio y més grande,
respectivamente, que minimizan a G(z,t,y) para cada (z,t) fijo. Por definicidn,
y_(z,t) < y(z,t) < yy(x,t). Por otro lado, si x5 > x1, por el lema 2.1 tenemos
que y(z1,t) <y_(x9,t), vy y+(x1,t) < y(xa,t). Si zp es un punto de continuidad de
y(z,t), tomando xo = xg + €y 1 = xo — €, con € > 0 suficientemente pequenio,

f*

c T s T

Ficura 2. Dado que f* es estrictamente convexa tenemos que
fflo+s)+ f(r—s) < f*(r)+ f*(0) para o < 7 fijos y cualquier
s€ (0,7 —o0).
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obtenemos
y—(z0,t) = y+ (w0, t) = (Y- (z0,t) — y(z0 — &,1)) + (y(@0 + £,1) — Y+ (20, 1))+
+ (y(zo — &,t) — y(zo +¢,1))
> —ly(zo +¢,t) —y(zo —&,t)] =0,

cuando € — 07, ya que los primeros sumandos de lado derecho son no negativos.
Como el lado izquierdo es independiente de €, concluimos que y_(xo,t) > y4(zo, t).
De este modo, y4(z,t) = y_(z,t) para toda (z,t) excepto en valores de = donde
y(z,t) es discontinua. En consecuencia, para todo ¢t > 0, excluyendo a lo sumo un
conjunto numerable de puntos en z, el valor y(x,t) que minimiza a G(x,t,y) estd
determinado de manera tnica. Denotamos a este valor como y = g(z, t).

En consecuencia, definimos para todo (x,t) € R x (0,00) c.d.s.

u(z,t) =g <x_i(‘“)> : (18)

donde g = a™ !, a(u) = f'(u) y §(x,t) es el tinico minimo continuo de (16) salvo en
un conjunto de medida cero. Para probar que (18) es solucién débil del problema
de Cauchy (1)-(2), definimos para cada n € N las siguientes aproximaciones

=Y\ —nG x,y,
AM¥7&€ @0t) gy

/ efnG(m,t,y) dy
R

/]Rf<g(x ; y))e—nG(w,y,t) dy

fulx,t) = , (20)
/e—nG(w,t,y) dy
R
Un(x,t) i= log/ e "G@wl) gy (21)
R

para (x,t) € R x (0,00), c.d.s. Debemos verificar que las integrales en (19) - (21)
existen.

Lema 2.4. G(x,t,y) es Lipschitz en y.

Demostracién. Dado que f, g son C' y ug € L™ es acotada, estimamos
‘G(I, t, yl) - G(.T, t, y2)| <

v * T =11 * T — Y2
[, e (52 ) o (552
Y1
/ uo(z) dx
Y2

(g (P (o)) — (B g(P)  p(g(P

< Clya — 1|+ Cla, t)|y2 — -
Es decir, existe C(z,t) > 0 tal que
|G($7tayl) - G(.’Il,t, y2)| < C(.’E, t>|y2 - yl‘

+

_|_
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Hemos observado que G(z,t,y) — oo cuando |y| — oo, siendo (z,t) el tnico
minimo de G (para (z,t) fijo). Por lo tanto para § > 0, tenemos que en |y—g(x,t)| >
J, G es distinta de cero. Asi, existe una constante C' = C(x,t,d) > 0 tal que

De este modo tenemos que

e nG@ty) < emnCly=9(zH)|

para |y — g(x,t)| > §. Asi,

/ e G ) gy — / e G ut) gy 4 / e G gy
R ly—i(a.t)| <6 ly—i(,)|>5

< C(n,a,t, 6)—1—/6_”6'3/_@(”’”‘6131 < oo.
R

Como f y g son de clase C!, las integrales en (19) - (21) existen, y u,, fn ¥
v, estdn bien definidas. Ahora bien, por la forma de G (16) y recordando que
df*/dv = g(v), reconocemos que

o =1 (72) - (50570 = 1 6(5Y),

Galw,y.t) = 9(“7).

De este modo diferenciando v,, obtenemos

iy —
R

(Un)e = — = —NUy,

/e—nG(w,t7y) dy
R
r—y —nG(z,y,t)
n [ o) ay

/ 67nG(m,t,y) dy
R

Dado que (vn)zt = (Un )iz, S€ tiene que (—nuy): = (nfn)z, es decir,

(un)t + (fn)z =0. (23)

Sin pérdida de generalidad podemos normalizar Gy suponer que el tinico minimo
de G ocurre en y = §(x,t) y que toma el valor

=nfn.

(vn)t =

G(z,t,g(z,t)) = 0.

El minimo es tnico y la normalizaciéon no afecta la definicién de u o de las aproxi-
maciones Uy, f,, salvo la de v,, por una constante. Tomemos § > 0 arbitrario. Dado
que G es Lipschitz en y, existe C; = C(z,t,0) > 0 tal que

Gz, t,y)| < Cily — gl )],
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para todo |y — §(x,t)| < J. Esto implica que

J(x,t)+6 9(x,t)+6 R
/ e~nG@I) gy > / G ty) gy > / e—nCily=i(@0)] gy,
R g(z,t)—6 g(z,t)—0

s
= 2/ e " dy
0 (24)
2

e
Cs

)

_ e—nClé)

v

n
para todo n > 1/§ y con Cy > 0 independiente de n.

Dado que g es de clase C, sea C(t) > 0 la constante de Lipschitz de g(-/t).
Usando la estimacién (22) para |y — g(z,t)] > § y (24) para |y — g(z,t)| < 6
obtenemos

[tn (2, t) —u(z, t)| =

Jo()e v tdy (rﬁ_y(mt))‘

fR e—nG(z;t,y) dy t

A
< g e Gty dy
iy el = D0

fR e—nG(m,t,y) dy

. C(t -
C(t) + nC( ) / ly — g(x, t)| e "Clv=9@DI gy
2 Jly=g(a,t)[20

IN
Q2

IN

< C(t)s + QnC'(t)/ ye C™ dy
0

=C(t)d + C?’T(t)

Tomando el limite cuando n — oo obtenemos para (z,t) € R x (0, 00) fijo,
lm |y, (z,t) — u(z, t)| < C(t)0.
n—o0

Dado que 6 > 0 es arbitrario, hemos probado que
nh_)n;o un(x,t) = u(z,t),
para todo (z,t) € R x (0,00) c.d.s. Andlogamente es posible demostrar? que
lim f,(x,t) = f(u(z,t)).
n—oo

De este modo, podemos tomar el limite de la ley de conservacién (23) en sentido
distribucional. Multiplicando (23) por una funcién de prueba ¢ € C°(R x R;R) e
integrando por partes, llegamos a

/OO/ Oty + ¢y fr, dxdt + / o(x,0)up(x,0) dx = 0. (25)
o JRr R

2S¢ trata de la misma demostracién, tomando C como la constante de Lipschitz de la compo-

sicién (f o g)(-/t).
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Tenemos que definir u,(z,0). Para ello recordamos que G, = g(*); por lo
tanto

t
Sabemos que y = §(x,t) minimiza a G(z,t,y); asi,

Gla,t, §(2,1)) < Gla, t,2) = /0 " uo(¢) dC + £7(0),

Gty i(2,0)) = g (‘”’j_y(“)> — u(, ).

es decir,
Gt §(x 1)) — /0 wo(¢) de < Ct. (26)

Por otra parte, por definicién de g(x,t),

G(z,t,g(z,t)) = min (/Oy uo(Q) dg+tf*(x ; y))

yeR

En consecuencia, podemos estimar

ctetitet) = [ wiic i ([ iy ()

z/Omuo(C)dHl;gg(—C”f—y'”f*(x;y»

- /0 wolQ)dG + tmin (= Clal + (=)
- /0 Q) d¢ — s (C1z1 — 1*(2)).

Por el lema A.3 sabemos que (f*)* = f, por lo cual,

e (Clal— PN < méx més(vr— F* () = méx (FV (o) = mé _.c
gleag( |z|—f (2))_U§3§)Igg§<(vz 7(2)) vg(lg)é)(f ) (v) vg(lgiﬁé)f(v) 0

con Cy > 0 (por la normalizacién de f y por convexidad estricta). De esta forma
hemos probado que

Gt (. ) — / “uo(¢) d¢ > —Co. (27)

Combinando con (26) obtenemos

Gt (1)) — / " u(0) dc’ <,

y en consecuencia,
lim G(m,t,y(x,t))Z/ uo(¢) d¢.
t—0+ 0

Esto implica que G(z,0, g(z,0)) = fow ug d¢ c.d.s. y por lo tanto G, (z,0,g(x,0)) =
up(x) c.d.s. De esta forma tomamos uy,(z,0) = up(z) c.d.s., para obtener

/00 / Oty + Py [ dxdt + / ¢(x,0)ug(z) dx = 0. (28)
o JRr R

Dado que ¢ es de soporte compacto podemos tomar el limite cuando n — oo
dentro de la integral; por lo tanto,

/OOO /]R b+ ¢ f (u) da dt + /R é(x,0)ug(z) de = 0, (29)
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es decir, u es solucién débil al problema de Cauchy (1) - (2). Esto prueba la exis-
tencia de la solucion.

Finalmente, para verificar que es una solucién entrépica, recordemos que el ma-
peo z — §(x,t) es no decreciente. Por lo tanto, para todo z1 < x5 y todo t > 0,

f(u(za, 1)) = f'(u(z1,1)) = a(u(za, 1)) — alu(@:, 1))
_ a(g(J:Z - yt(z%t))) - a(g(xZ - i(x%t)))

Ty — y(l‘g,t) _ Tr1 — Q(xl,t)
t t
T2 — X1
- t
Esto demuestra que la solucién de Lax (18) satisface la condicién (3) y por lo tanto
es una solucién entrépica. Para terminar la demostracién del teorema 1.1 sélo basta
probar unicidad.

2.3. Unicidad. Sean u; y us dos soluciones entrépicas. Definimos la variable
w = uy — U1, que satisface la ecuacién lineal

wy 4+ (bw), =0, (30)

donde el coeficiente b = b(z,t) se define mediante
1
d
b i= fua) ~ fur) = [ 257 (Oua + (1~ O)ur)do
0

= (uz — ul)/o a(Qus + (1 — O)uy) 6.

En efecto, la ecuacién (30) se satisface en sentido débil, ya que para toda ¢ €
C (R x R)

0= / / wey + bwe,, drdt, (31)
= wo(z

habiendo notado que w(z,0) = x) = 0 c.d.s. Para cada ¢ > 0 definimos los
alisamientos de wg y w1 como u§ := 1 * uaz, y uf := 1 * u1, donde 7. denota el
alisador de Friedrichs en las variables x y t. Por propiedades bésicas del alisador de
Friedrichs se tiene que

[uilloo < flurlloo,  Nuslloo < lluzlloc,

y, ademas,
u§ —uy, u§—uz, cds., e€—0".
Por la observacién 1.2, las soluciones satisfacen la condicién de Oleinik. Aplican-
do la definicién del alisador
u () —u(z1) _ /E >U($2 —y) —u(@1 —y) C [ c

dy < = ==,
prag—— _ene(y prag—— A

es decir, uf y u$ satisfacen la condicién de Oleinik. Dado que, ademas, son de clase
C°, obtenemos

C
Opuf, Oyus < 7 (32)
Definimos

b(x,t) = /0 a(fus + (1 — Q)uy) db.
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Por ende, la expresién (31) se puede escribir como

/OOO/qubt + b we, dadt + /OOO /R(b—bf)w@: dzdt = 0. (33)

Sea T > 0 fijo, y sea ® € C{(R x [0,7];R) una funcién suave de soporte
compacto. Consideremos el siguiente problema de valores finales
v + b0 =0, zeR 0<t<T,

4
v(x,T) =0, xzekR (34)

La ecuacién es lineal y se puede resolver mediante el método de caracteristicas.
Asi, para cada (z,t) € R x (0,T) fijo consideremos la solucién & = Z(s;z,t) a la
ecuacién de la caracteristica,

&
£ =b(2,s), s=>t,
i(t) = =z,

de modo que,

D (005, ) = 05 + 0 = B(a(s) 5).

Integrando, la solucién al problema (34) es

v¥(x,t) = —/t O(2(s;x,t),5)ds. (35)

La solucién v€ es tinica y suave. Dado que v° es acotada y que ® tiene soporte
compacto en R x [0,7), concluimos que v¢ tiene soporte compacto en R x [0,T).
Por otra parte, para todo 0 < 5 <t < T se tiene que

1
bs(x,t) = ax/ a(fus + (1 — 0)ug) do
0

_ /1 F7(0uS + (1 — 0)us) (00, + (1 — 0)D,u) d6
(36)

g?/ "(Oug + (1 — O)us) df
¢
t

cm\Qz

<2<

)

en virtud de que f es convexa (y por ende, acotada en un dominio compacto), y
habiendo aplicado (32). Definimos ahora

a .
ye(s) := a—xoxe(s;xo,to), s > to,

donde (o, tg) es un punto fijo en Rx (0, 00) con ¢y < T. Observamos que Z€(tg; xo, to) =
Zo, por lo que y*(tp) = 1. De esta manera,
oy 0 0x° 0 e

95 %83@0 8—%17 (z(s;z0,t0),s) = b, (& (s;xo,to),s)axo =bSy".

Integrando y usando y¢(tp) = 1 obtenemos

y*(s) = exp (/ bS(2°(s; 20, t0), ) ds).

to
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Tomando § < tg < s < T y usando (36), se obtiene la cota

[y (s)] = y(s) < O/ (37)

Por otra parte, derivando la solucién v¢ con respecto a la variable espacial tene-
mos,

T
vy = — T/ O(i(o;2,t),0)do
t
t

e o1¢
/T<I>w(x (U,J;,t),o)%da

= / D, (2(0;x,t),0)y (o) do.

T

Asi, usando la cota (37), concluimos que para toda s > 0 existe una constante
Cs > 0, independiente de €, tal que

lvs| < Cs, en R x [s,7T). (38)

Finalmente se probard que

/ oS (2, 1) dx < M, (30)
R

con cota uniforme M > 0, y para todo 0 < t < 6 si § > 0 es suficientemente
pequeiio. Para ello, escojamos 0 < 6 < 1 tal que ® = 0 en R x [0,4], lo cual
es posible ya que ® tiene soporte compacto para tiempos no negativos. De esta
manera garantizamos que para todo t € [0, ], v¢ es constante a lo largo de la curva
caracteristica Z¢(s; x,t) con s € [t,d]. Consideremos una particién finita en x, de la
forma,

ro<r1 <...<ZIn,
y tomemos los puntos

Yo <Y1 <...<YN,

. X . A€ €
donde cada y; se define como y;(s) := 25(s) para t < s < 4, y & es la curva
caracteristica con condicién inicial en x;, es decir, es la solucién al sistema
d:j\?; € (1€
ne(p
25(t) = ;.

En vista de que v es constante a lo largo de la caracteristica,

N N
Z [v(2),t) — v (zj-1,t)| = Z [v(y;(s),t) — v(yj—1(s), )| < varve(-,d),

donde “var” denota la variacién con respecto a z (ver apéndice 77, seccién ?7?).
Tomando el supremo sobre el conjunto de todas las posibles particiones finitas
obtenemos la variacion total, que para una funcién diferenciable i es simplemente
J |W'| dz. En consecuencia,

/ |vS(z,t)|de = T.V.u(-,t) < T.V.o (-, ) = / |vs(z,8)] da.
R R
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Gracias a que v es suave con soporte compacto, obtenemos inmediatamente (39).
De esta forma, podemos sustituir ¢ = v¢ en (33) y obtener

o § T
0 :/ /w@dmdt + / /(b—be)wv; dxdt + / /(b—be)wv; dxdt
o Jr 0o Jr s Jr
:;/ /wq> dudt + I5(8) + I5(5).
o Jr

En vista de que u$§ — w1 y u§ — ug c.d.s., y usando la cota (38), por el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que I5(6) — 0 si ¢ — 07, para
toda ¢ > 0. Por otro lado, si 0 < § < T', usando (39) se obtiene

o
|I5(8)] = ’/o /R(bf b wuy, d:l:dt‘ < 5C’OréltaSX6/R|vx(x,t)|d:r < 6CM.

Finalmente, tomando el limite cuando § — 0T, obtenemos

/ / w® dxdt = 0,
o Jr

para toda funcién arbitraria ® de soporte compacto en R x [0, 00). Por lo tanto,
w=0, cds. en Rx][0,00).

Hemos demostrado unicidad de la solucion entrépica y concluimos asi la prueba
del teorema 1.1.

O
APENDICE A. LA TRANSFORMADA DE LEGENDRE
Sea f : R — R una funcién de clase C? que satisface
f"(u) >1/C >0, paratoda u€ R, (40)
lim  f'(u) = 400, (41)

u—=to0o
Es decir, f es estrictamente convexa en todo R y su derivada a := f' : R = R, es
invertible.

Definicién A.1. Si f satisface (40) y (41), definimos la transformada de Legendre
de f como

f*(v) := max (wv — f(u)), veR. (42)

u€R

Observacién A.2. (a) Notamos que f* estd bien definida. Para cada nimero real
v € R fijo, existe un unico usx € R tal que v = f'(u.) = a(u.), ya que a = [’ es
inyectiva y sobre. De este modo la funcion ,(u) = uwv — f(u) tiene un mdzimo
unico en u = uy, en vista de que Y, (us) = 0 y ¥ (us) = —f"(us) < 0. Asi,
*(v) = usv — f(us). Denotamos a la inversa de a como g = a~'. De esta manera
obtenemos, u, = g(v). Por ende, para toda v € R, f*(v) estd determinada por

f(w) = vg(v) = f(g(v))- (43)
(b) Diferenciando (43),
daf* / '
T =g (0) + 9(0) — alg(0)g'(v) = g(0) (44
por lo cual,
ar 1 1

a? =9 = Ty T Tl
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esto es, f* también es estrictamente convera y de clase C2.
Mas atn, bajo estas hipétesis tenemos el siguiente
Lema A.3. Si f : R — R es de clase C? y satisface (40) y (41), entonces (f*)* = f.

Demostracion. Por definicién de la transformada de Legendre,
F(0) = mix (w0 — f(w) > w — f(u),
ue

para toda u € R, es decir, f(u) + f*(v) > wv, para todo u € R, v € R. De este
modo obtenemos
F(u) 2 sup(uv = f*(v). (45)
ve
Por otro lado,

sup (uw — f*(w)) = sup (vw — sup(wv — f(v))) = sup (fnf (w(u —v) + f(v))) .

weR weR vER weR \vER
Dado que f es estrictamente convexa y de clase C? sabemos que f(v)+f/(u)(u—v) >
f(u) para todo par v,u € R. Por lo tanto, tomando w = f'(u), obtenemos

sup(uw — f*(w)) > fnf ('(u)(u —v) + £(0) = f(u).

weR
Combinando con (45) concluimos que

sup (uw — f*(w)) = méx (uw — f*(w)) = (f*)"(u) = f(u),
weR weR
para toda u € R. ([l
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