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1. CONTRACCION EN LA NORMA [L!

Consideremos una ley de conservacion (o ley escalar) en una dimensién espacial,
de la forma

ug + f(u)e =0, (1)

donde (z,t) € R x [0,00), u(x,t) € Q, siendo 2 C R un intervalo abierto y acotado
(espacio de variables de estado), y la funcién de flujo f : R — R es de clase C2. El
problema de Cauchy asociado consiste en resolver (1) sujeta a una condicién inicial,

u(z,0) = uo(z), (2)

donde ug € L*°(R). Pondremos atencién a la clase de soluciones débiles que son
C' por pedazods, es decir, que tienen un ntimero contable de discontinuidades Xy,
k € N, y que fuera de ellas son soluciones clésicas (es decir, de clase C*') de la ley
de conservacién (1). En este caso, se pueden calcular los limites por la derecha, ug,
y por la izquierda, ur,, sobre cada punto P = (x,t) de cualquier discontinuidad 3,
tal y como se vio en clase.

Una solucién débil de (1), de clase C! por pedazos, satisface la condicién de
entropia generalizada si en cada discontinuidad X se tiene que

(af(ur)+ (1 —a)f(ur) — faur + (1 — a)ug) ) sgn[u] <0, Va € [0,1]. (3)

Aqui [u] == (ur —ur).

A continuacién vamos a demostrar que la condicién de entropia generalizada
garantiza la unicidad de la solucién entrdpica al problema de Cauchy en la clase
de soluciones C! por pedazos con un conjunto numerable de discontinuidades. Este
resultado es una generalizacién del principio de contraccién en L' para f estricta-
mente convexa probado por B. Quinn-Keyfitz [2] (véase también [1]).

Proposicién 1.1. Sea f : R — R de clase C? y sea ug € L™ (acotada). Si el
problema de Cauchy (1) - (2), tiene una solucion débil de clase C* por pedazos que
satisface la condicion de entropia generalizada, entonces es unica.

Esta proposicion es consecuencia de un resultado mas general.

Teorema 1.2 (contraccién en la norma L'). Sea f de clase C2, y sean u y v dos
soluciones débiles en la clase de funciones C! por pedazos, para las cuales todas sus
discontinuidades satisfacen la condicidn de entropia generalizada. Entonces ||u(t) —
v(t)||Lr es una funcién no creciente de t > 0.
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Ficgura 1. Eleccién de los puntos yi(t) para t fijo, tales que
sen (u(z,t) —v(x,t)) = (—1)* para z € (yx(t), yx+1(t)). La gréfica
de u estd representada por la linea continua (en rojo), y la de v por
la linea punteada (en azul). Nétese que para cada k tenemos que,
o bien u(-,t) y v(-,t) son continuas en yx(t) (punto donde u = v),
o bien yi(t) es un punto de discontinuidad de u o de v.

Demostracion. Sean u y v dos soluciones entrdpicas de la ley de conservacién (1),
que satisfacen, en toda discontinuidad, la condicién de entropia generalizada (3).
Denotamos

wi=u—uv,

Asimismo, denotamos la norma L' de w como

r(t) = [l 1) = /

— 00

Yret1(t)

()] dar = Z(—nk/ (=)@, t) d,  (4)

yr(t)

donde los puntos yx(t) son escogidos para cada t fijo de modo que

oo

sgn (u(z,t) —v(z, 1)) = (1), paracada € (yx(t), yr41(t))-
Los puntos y; son funciones de t y la suma puede ser finita o infinita. La figura 1
muestra la forma de elegir los puntos yj. Para cada k tenemos dos casos:
(i) yi(t) es un punto de continuidad, tanto de u(-,¢) como de v(-, ). En estos
puntos
u(yr(t),t) = v(yx(t), t).
(ii) yx(t) es un punto de discontinuidad de u(-,t) o de v(-,t). En este caso yx(t)
denota una curva de discontinuidad que satisface la condiciéon de entropia.
Dado que u y v satisfacen la ley de conservacion en sentido débil, si son conti-
nuas en el intervalo (a,b) entonces satisfacen el principio de conservacién en forma
integral:

d rb
a/ u(z,t)de = f(u(a,t))— f(u(b,t)) = lim (f(u(ate,t))—f(u(b—¢,t)). (5)
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Por lo tanto, derivando (4) con respecto a ¢t obtenemos

. Yi+1(t)
% - Z(—l)k%/ (u—v)(x,t)dx

yr(t)

= 0 i (o) () — e ) o)) + e 1) ey

e—0+ t dt
+ Flulye(®) + €)= f(ulyesa () — )+
+ F e (t) - 1) = FEm®) + 1), (6)

= S (1) (st — o),
donde p; representa al sumando que involucra a y;, con j = k+ 10 j = k. En
el caso (i), u y v son continuas en y; y ademds u(yx,t) = v(yg,t), por lo que el
sumando k en (6) es cero, y basta con sumar en la férmula las contribuciones de
los puntos de discontinuidad yx+1 de u, de v, o de ambos; es decir, es suficiente
considerar el caso (ii). Supongamos, por ejemplo, que u es discontinua en ygy1, el
cual podria ser también un punto de discontinuidad de v. Si definimos

UR = EE%I+ W(Yrt1 + €), VR = EE%I+ V(Yr4+1 +€),
up = Hm u(yerr —¢),  vp:= lUm o(yees —e),

entonces podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ur < uy, (el caso con-
trario se analiza de manera andloga). Tenemos dos casos posibles:
(a): v € (ug,ur),
(b): vr ¢ (ug,ur).
En el caso (a) el signo de u — v es positivo en (yx,yr+1); por ende (—1)F =1y
k es par. Por la condicién de Rankine-Hugoniot en la discontinuidad yg41(t) de u,

dyk+1  flur) — f(ur)
dt - UR — Uy, '

Por inspeccién de los términos de la suma en (6), el sumando (—1)¥py41 tiene la
forma

(1 prir = prs = Jim (0= o) s = L 4 0l — ) — flulyrsn — )

dt
= (ur, — vL)(M) + f(or) — f(ur).

UR — UL
Notamos, sin embargo, que existe a = (vp — ur)/(ur — ur) € (0,1), tal que
vy, = aur, + (1 — a)ug. Asi, por la condicién de entropia generalizada,

pr+1 = f(vr) — (af(ur) + (1 — a)f(ur))
=sgn (UR — uL)(af(uL) + (1 — a)f(uR) — f(auL + (1 — a)uR)) < 0.

La contribucién del sumando (—1)¥py41 es no positiva.
En el caso (b) tenemos dos subcasos:
(b1): vr > ug,
(b2): vy < ug.
En el caso (b;) tenemos que si vy, = uy, entonces el sumando es cero, pg+1 = 0.
Asi, supongamos que vy, > uy,. Entonces u — v es negativo en (yx, yr+1) v (—1)* =
—1, es decir, k es impar. Notamos también que, necesariamente, vg < ugp < urp <
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vr, ya que de otro modo el signo de u — v seguiria siendo negativo a la derecha
de yr+1, contradiciendo la definicién de los puntos yi. Esto implica que yr4+1 es
también punto de discontinuidad de v, y la velocidad de la onda de choque se
puede expresar también en términos de los valores de v, esto es,

dyk+1  flvr) — f(vr)

dt VR — UL

Dado que uy € [vg,vy), entonces existe a = (ur — vgr)/(vp —vgr) € [0,1),
tal que ur, = avy, + (1 — @)vg. De esta manera, usando la condicién de entropia
generalizada, obtenemos que

(—1)kp/c+1 = —prt1 = f(ur) — flop) + (vp — uL)(M)
VR (9

= sgn (vg —vr)(flavy + (1 = @)vr) — (af(vr) + (1 —a) f(vr))) <0,
y el sumando contribuye negativamente o cero. Similarmente se puede probar que
la contribucién del sumando es no positiva en el caso (bg).
De este modo, hemos demostrado que la suma en (6) es no positiva, y por lo
tanto,

dr(t)
<
dt — 0,

para todo t > 0. O O

Demostracion la proposicion 1.1. Sean u y v dos soluciones del problema de Cauchy.
Entonces w = u — v tiene como condicién inicial w(0) = 0 c.d.s. Por el teorema 1.2

0 <flust) = vl Ol < [lul-,0) = v 0)f| = 0,

para todo t > 0, es decir, w = 0, c.d.s., y la solucién es tnica. O
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