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Tarea 1
Fecha de entrega: 10 de marzo, 2011.

1. Considere las ecuaciones de Euler para un fluido compresible en varias
dimensiones espaciales

pt + divi(pv) =0,
(pv)¢ + divy(pv ® v) + Vp =0, (1)

1 1
(ple + 102))e + diva(pu(e + 5 |ol?) + po) = 0,

donde z € R3, t > 0, p > 0, ¢ > 0 y la ecuacién de estado estd
determinada por una funcién p = p(p, e).

(a) Demuestre que si p > 0 entonces es posible transformar el sis-
tema a un sistema cuasi-lineal equivalente en las variables w :=
(p,v,€)T € R xR x R, de la forma

pi+ (Vap) v+ pdiveo = 0,
1
v + (Vv To+ —Vp =0,
e+ (Vav) v 42 2)

er 4 (Vaee) v+ p divzv = 0.
p

(b) Pruebe que el determinar la hiperbolicidad del sistema se reduce
a examinar la diagonalizabilidad sobre R de la siguiente matriz
de 5 x 5,
v-& p&T 0
Aw,§) = | & (v-I L |, (3)
0 LT oweg

donde I es la matriz identidad de 3 x 3, v = (vi,v2,v3) y & =
(£1,62,8)T € R3, ¢ #£0.

(¢) Demuestre que la matriz A(w, §) tiene como valores propios a v-&,
y av-&=+cll, donde ¢ > 0 es la velocidad del sonido, definida
por



(d) Verifique que cuando ¢ > 0, el valor propio v - £ es semi-simple
con multiplicidad m = 3 y con tres vectores linealmente indepen-
dientes, y que los valores propios v-£ % ¢|| son simples. Concluya
que el sistema es hiperbélico si y sélo si ¢? > 0, mas no estricta-
mente hiperbdlico.

Considere el sistema de ecuaciones para agua poco profunda en dos
dimensiones

ne+ (nu)e + (nv)y =0,
(nu)e + (3gn° + ), + (nuv)y =0, (4)
(170)e + (quv)e + (3977 +10%) , =0,
donde n = n(x,y,t) > 0 es la altura del fluido, y (u,v)(x,y,t) € R?

es el campo de velocidades bidimensional. La constante g > 0 es la
constante de gravedad.

(a) Pruebe que las matrices jacobianas asociadas a las funciones de
flujo del sistema son

0 1 0 0 0 1
Al = —w?+gn 2u 0|, A%2= —uv vou
—uv voou —v24+gn 0 2v

(b) Calcule los valores propios de A = &1 A +£,A%, con &€ € R?, € # 0,
y pruebe que el sistema es hiperbdlico si 1 > 0.

(c) Encuentre un simetrizador S del sistema (4).

Pruebe que en una dimensién espacial, es decir, si d = 1, entonces
todo sistema hiperbdlico cuasi-lineal de la forma

us + A(u)u, =0,

con (z,t) € R x [0,+00) y donde u € Q C R?, A € CYQ;R"), es
simetrizable.

Conside el sistema de ecuaciones de Euler en el caso barotrépico

pt+ (pv)x =0,
(pv)e + (pv* +p)o = 0, ®)

que es un caso especial de las ecuaciones de Euler en el que la energia
interna e permanece constante. Aqui p > 0, v y p son la densidad,



velocidad y presién, respectivamente. Supongamos que p = p(p) es
la ecuacion de estado barotrépica, donde p : Ry — R es una funcién
diferenciable que satisface la condicién p'(p) > 0.

(a) Muestre que el sistema (5) es estrictamente hiperbdlico y calcule
las velocidades caracteristicas.

(b) Pruebe que la funcién
E = %pvQ +G(p) = E(uy,us),

es una funcién de entropia para el sistema (5) si se cumple que
G"(p) = p'(p)/p para p > 0. Aqui (u1,u2) = (p,pv). Verifique
que E es convexa para toda p > 0 en las variables (uy,usz). {Cual
es el flujo de entropia ¥ correspondiente?



