Ecuaciones Diferenciales Parciales
Semestre 2026-2

Tarea 3: Ecuaciones de Laplace y de Poisson

1. Sea 2 C R™ abierto y acotado, y supongamos que u € C(€2) N C?() es solucién de Au = u® — u en Q,

con u = 0 sobre 9Q. Demuestra que |u| < 1. Sugerencia: Define U™ = {x € Q : u(z) > 1} y supén que es
no vacio.

2. Sea 2 C R™, abierto, con n > 2. Sean u € C?(Q) y x € Q. Demuestra que

Au(z) = lim n (1/”_1 u(x +rn)dS, — u(x)) .

r—ot 72\ wy
Nétese que esta férmula implica la propiedad del promedio en caso de que la funcién sea arménica. (Suge-

rencia: Considera la expansién de Taylor de segundo orden alrededor de x.)

3. Sea la bola unitaria B(0) = {x € R"™ : |z| < 1}. Demuestra que existe una constante positiva C' > 0,
que depende tunicamente de la dimensién n > 2, tal que

méx |u| < C <méx |f] + méx |g|> )
B, (0) B, (0) 9B (0)

donde f € C(B1(0)), g € C(0B1(0)) y u es la solucién de

—Au=f, en By (0),
u=g, sobre 0B (0).

4. Encuentra la solucién al problema

Au =0, en D,
u=1+3sinb, sobre 0D,

donde D C R? es el disco D = {(z,y) € R? : r> = 22 + y? < @?}, con a > 0 constante, (z,y) =
(rcosf,rsin@), r > 0, 6 € [0,27). (Sugerencia: Aplica la férmula de Poisson para la bola.)

5. Sea Q = {a1 < |z| < a2} CR™, n > 2, donde ag > a; > 0. Sea u armdnica en 2. Definimos

I(p) = %/ u(z) dSy, p € (a1, az).

Bu

z|=a1 On

encontrando las constantes a y S en funcién de I(a;) y de Jy := f‘ dS,. Usar el hecho que

/ u(x) 00(z) _ D(x) du(x) ds, =0,
A(ar<|z|<p) ony Ong

donde ® = &(x — y) es la solucién fundamental.

—



6. Sean
By = {(z,y) € R? : 2% +¢* < 1},

Bf ={(z,y) eR® : 2° + ¢ <1,y >0}
Sea u € C2(Bf) N C( B} ), arménica en B y tal que u(z,0) = 0. Demuestra que la funcién
wz,y), y =0,
o(w.y) = { "
7’11,(,16, 7y)a y < Oa

es armonica en Bj. A esto se le conoce como el principio de reflexion de Schwarz. (Sugerencia: Sea w la
solucién al problema Aw = 0 en By, w = v en By. Define V (z,y) = w(z,y) + w(z, —y). Prueba que V = 0.)

7. Para n = 2, encuentra la funcién de Green asociada al laplaciano en el primer cuadrante, Q = {(z,y) €
R?: x>0,y >0l

8. Sea )
u(z) = —, z € R3.
||

(a) Prueba que Au = 0 en R*\{0}.
(b) Calcula

1:/ ou s,
jal=p Oz

LEl resultado contradice el hecho de que f 50 g—z dS = 0 para toda u arménica en 2?7

Total: 100 pts.



