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Semestre 2026-2

Tarea 3: Ecuaciones de Laplace y de Poisson

1. Sea Ω ⊆ Rn abierto y acotado, y supongamos que u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) es solución de ∆u = u3 − u en Ω,
con u = 0 sobre ∂Ω. Demuestra que |u| ≤ 1. Sugerencia: Define U+ = {x ∈ Ω : u(x) > 1} y supón que es
no vaćıo.

2. Sea Ω ⊂ Rn, abierto, con n ≥ 2. Sean u ∈ C2(Ω) y x ∈ Ω. Demuestra que

∆u(x) = ĺım
r→0+

2n

r2

(
1

ωn

∫
|η|=1

u(x+ rη) dSη − u(x)

)
.

Nótese que esta fórmula implica la propiedad del promedio en caso de que la función sea armónica. (Suge-
rencia: Considera la expansión de Taylor de segundo orden alrededor de x.)

3. Sea la bola unitaria B1(0) = {x ∈ Rn : |x| < 1}. Demuestra que existe una constante positiva C > 0,
que depende únicamente de la dimensión n ≥ 2, tal que

máx
B1(0)

|u| ≤ C

(
máx
B1(0)

|f |+ máx
∂B1(0)

|g|
)
,

donde f ∈ C(B1(0) ), g ∈ C(∂B1(0)) y u es la solución de{
−∆u = f, en B1(0),

u = g, sobre ∂B1(0).

4. Encuentra la solución al problema

∆u = 0, en D,

u = 1 + 3 sin θ, sobre ∂D,

donde D ⊂ R2 es el disco D = {(x, y) ∈ R2 : r2 = x2 + y2 < a2}, con a > 0 constante, (x, y) =
(r cos θ, r sin θ), r > 0, θ ∈ [0, 2π). (Sugerencia: Aplica la fórmula de Poisson para la bola.)

5. Sea Ω = {a1 < |x| < a2} ⊂ Rn, n ≥ 2, donde a2 > a1 > 0. Sea u armónica en Ω. Definimos

I(ρ) =
1

ωdρd−1

∫
|x|=ρ

u(x) dSx, ρ ∈ (a1, a2).

Probar que I(ρ) tiene la forma

I(ρ) =

{
α+ βρ2−n, n ≥ 3,

α+ β log ρ, n = 2,

encontrando las constantes α y β en función de I(a1) y de J1 :=
∫
|x|=a1

∂u
∂n dSx. Usar el hecho que∫

∂(a1<|x|<ρ)

u(x)
∂Φ(x)

∂nx
− Φ(x)

∂u(x)

∂nx
dSx = 0,

donde Φ = Φ(x− y) es la solución fundamental.
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6. Sean
B1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1},
B+

1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1, y > 0}.

Sea u ∈ C2(B+
1 ) ∩ C(B+

1 ), armónica en B+
1 y tal que u(x, 0) = 0. Demuestra que la función

v(x, y) =

{
u(x, y), y ≥ 0,

−u(x,−y), y < 0,

es armónica en B1. A esto se le conoce como el principio de reflexión de Schwarz. (Sugerencia: Sea w la
solución al problema ∆w = 0 en B1, w = v en ∂B1. Define V (x, y) = w(x, y)+w(x,−y). Prueba que V ≡ 0.)

7. Para n = 2, encuentra la función de Green asociada al laplaciano en el primer cuadrante, Ω = {(x, y) ∈
R2 : x > 0, y > 0}.

8. Sea

u(x) =
1

|x|
, x ∈ R3.

(a) Prueba que ∆u = 0 en R3\{0}.

(b) Calcula

I =

∫
|x|=ρ

∂u

∂nx
dSx.

¿El resultado contradice el hecho de que
∫
∂Ω

∂u
∂n dS = 0 para toda u armónica en Ω?

Total: 100 pts.
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