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1. ECUACIONES COMPLETAMENTE NO LINEALES

Vamos a extender el método de caracteristicas para resolver ecuaciones generales
no lineales de la forma

F(x,y,u, Umauy) 207 (1)

para u = u(z,y) € R, (z,y) € R2. Supondremos que F : R® — R es una funcién
suave (al menos de clase C2) de sus argumentos:

F=F(z,y,u,p,q).
Para evitar casos triviales, supondremos también que
F; +F2 #0, (2)
es decir, F}, y Fy no se anulan simultdneamente. Por ejemplo, en el caso cuasi-lineal,
F(x,y,u,p,q) = a(x,y,u)p + b(z,y,u)q — c(z,y,u) =0,

por lo que la condicién (2) implica simplemente que a y b no son cero simultédnea-
mente.

El problema de Cauchy asociado a la ecuacién (1) requiere que u sea conocida
sobre una curva inicial Z:

=A@y : £},
U\I = f(§)7
donde 7,7, f € CY(I;R) y I C R es un intervalo abierto, tal y como supusimos

anteriormente.
Ejemplos importantes de ecuaciones completamente no lineales incluyen:

3)

(a) La ecuacién de la “eikonal” en dptica geométrica:

1
2
|vu| = 6727
donde Vu = (ugz,,...,us,) € R", ¢ # 0. Esta ecuacién aproxima a fren-

tes de onda (por ejemplo, ondas electromagnéticas) que se propagan con
velocidad ¢ # 0. La derivacion y el andlisis de esta ecuacién se veran mas
adelante.

(b) La ecuacién de Hamilton-Jacobi:

ug + H(x, Vyu) =0,
1
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donde u = u(x,t), Vou = (Ugy,..-,uz,) € R*, 2 € R* ¢t > 0. Aqui la
funcién H = H(z,p), con z € R™, p € R" es el hamiltoniano en mecénica
cldsica, funcién usualmente no lineal.

1.1. Problema inverso: conos de Monge. Supongamos que v = u(x,y) es
una funcién de clase C? en Q C R?, abierto y conexo, que contiene a la curva 7.
Esta solucién define una superficie,

S = {(z,y,u(z,y)) : (z,y) € Q} C R

De manera andloga al caso cuasi-lineal, la ecuacién (1) es una relacién para la
normal a la superficie S. Sin embargo, esta relacién es mas complicada que lo que
aparenta a simple vista. La normal a la superficie S es

U p
N=|u, | =1 ¢
-1 -1

Asi, si Py = (20,¥0,20) = (%0, Y0, u(zo,y0)) es un punto sobre la superficie S en-
tonces el plano tangente en ese punto tiene como ecuacién

p(z —20) +q(y — yo0) = 2z — 20,

donde p y ¢ satisfacen la relacién

F(Z‘O, Yo, 20, D, Q) =0.

De esta manera, observamos que la ecuacién diferencial limita los posibles planos
tangentes de una superficie integral (es decir, de la superficie determinada por una
solucién de la ecuacién) en cada punto, a una familia uniparamétrica. En efecto,
por la condicién (2) supongamos que Fy; # 0. Por el teorema de la funcién implicita
la ecuacién F(zg, Yo, 20, P, ¢) = 0 determina una funcién ¢ = ¢(p) en una vecindad
del punto Py, tal que

dg _ By

dp  F,
En consecuencia, los posibles planos tangentes a la superficie en el punto Py
forman una familia uniparamétrica, definida por

F(x07y07 20, P, q(p)) = 07

p(x —x0) +a(p)(y —yo) =2 —20, PpPER
En general, ya que la funcién ¢ = ¢(p) puede ser no lineal, esta familia de planos
genera un cono con vértice Py, que se conoce como cono de Monge. Cada posible
plano tangente toca al cono de Monge en un posible “generador” de la superficie.
Ver Figura 1 (a).

Buscamos curvas caracteristicas en el plano tangente; a esta curva le llamamos
generador del cono de Monge. Una solucién v = u(x,y) que genera a la superficie
S y que pasa por Py toca al cono de Monge en el vértice Py. Por ejemplo, si la
ecuacién es cuasi-lineal, entonces el cono de Monge degenera en la linea recta que
pasa por Py en direccién (ag,bo, o) = (a,b,¢)(Py) . En efecto, si F, # 0 entonces
en el caso cuasi-lineal b # 0. La solucién ¢ = ¢(p) a la ecuacién

F(xo,%0, 20,p,q) = aop + bog — co = 0,

es lineal en p, q(p) = b, 1(00 — agp). Sustituyendo notamos que la familia de planos,
a saber,

p(x —20) + by (co — aop)(y — yo) = z — 20,
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parametrizada por p € R tiene como interseccion la linea recta

-1
T —x0 = by ao(y — o),
-1
z—20 = by co(y — vo),
es decir, la linea recta que pasa por Py en direccién (ag, bo, co) "
Andlogamente al caso cuasi-lineal, vamos a encontrar el sistema caracteristico

asociado. Suponiendo que u = u(x,y) es una solucién de clase C? derivamos la
ecuacién (1) con respecto a z y a y. El resultado es,

Fy + Fyug + Fpuge + Fyuy, =0,
Fy + Fyuy + Fpugy + Fyuyy = 0.

Dado que u es de clase C? en un dominio conexo, Ugy = Uyg. Por lo tanto denotando
Uy =Py Uy = q podemos desacoplar el sistema en ecuaciones para p y para g:

Fw+Fup+FppI+quy =0,
Fy+ Fuq+ Fpqe + Fyqy = 0.
Aplicando lo estudiado en el problema inverso para ecuaciones cuasi-lineales,

reconocemos que la soluciéon para p = u, en la primera ecuacién estd asociada al
siguiente sistema caracteristico,

di _ .

% :Fp; iL’(O):x(g)a
% — Fq, Q(O) - g(f)’
;LIZ = —(pF, + F), p(0) = p(&),

paracada € I,y donde F,, Fy, F, y F, estan evaluadas en (%, ¢, w(Z,9), P, uy (£, 7))
El valor de p(§) no estd determinado. Analogamente, la solucién ¢ = u, de la se-
gunda ecuacién esta determinada por la solucién al sistema,

dz . -
=P, #(0) = #(0),
dy . -
Y -F 7(0) = §(6),
;if, = @F.AE). 0) = (o).

para cada £ € I, y donde ahora las derivadas F,, Fy, F, y F, estdn evaluadas en
(&, 9, u(&,9),uy(Z,7),§). Tampoco conocemos el valor inicial §(0) = ¢(&).
Andlogamente al caso cuasi-lineal, en el problema directo asociaremos al proble-
ma de Cauchy un sistema caracteristico que consiste en resolver los sistemas para p
y ¢ simultaneamente. Para ello, es necesario determinar los valores p(€) y G(§) para
todo £ € I. En el problema inverso, al suponer que existe una solucién, sabemos
que la superficie S contiene a la curva de datos Z’. Por lo tanto, para cada £ € I,
el vector tangente 7 a la curva 7’ es perpendicular al vector normal a la superficie

N = (ﬁ(&)vg(g)v _1)Ta es decir,
TN =p)F'(§) + (&) (&) — f'(€) =0,
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para cada £ € I. Ademds, dado que u es solucién, se debe cumplir la ecuacién
diferencial sobre la curva Z':

F(x(£),5(8), £(£),p(£),4(£)) = 0.

De esta manera obtenemos un sistema de ecuaciones para p(§) y ¢(§):

G(p,q) : p~;€)+qy() f©) =0, )

H(p,q) := F(2(£),9(£), f(£),p,q) = 0.

Para cada £ € I, (p,G)(§) debe ser solucién del sistema (4). Geométricamente, esto
significa que debemos determinar la direccién del plano tangente sobre las curvas
caracteristicas. Observamos también que el sistema (4) es usualmente no lineal y
que puede tener més de una solucién. Una condicién suficiente para la existencia
de una solucién es que

G, G\ _ (¥ F
wlip )= (8 K)o eer

Esta condicién es equivalente a la condicién de transversalidad en el caso cuasi-
lineal.

Por lo tanto, suponiendo que para todo £ € I existe una solucién (p,q)(§) al
sistema (4), consideramos el siguiente sistema caracteristico:

dz

=B £(0) = #(¢),
% _F, §(0) = §(9),
% = —(GF.+F),  p0) = p(e),
% = —(GF, +F,),  §0)=q©),

donde las derivadas de F estén evaluadas en (&, g, u(&,9), p, §). Por el teorema de
Picard existe una tnica solucién de clase C! en una vecindad de n = 0 (la solucién
es Unica para cada (P, G)(&) solucién de (4), la cual puede no ser tnica). Adem4s,
si definimos u(n) := u(&(n), y(n)) entonces

du dx U _
%_ux%+Uyd —pr—Fqu,
u(0) = f(¢)

De esta manera obtenemos la ultima ecuacién caracteristica a considerar en el
problema directo.
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1.2. Problema directo: banda caracteristica. Buscamos curvas que inician
en la curva de datos Z’, soluciones del sistema

% —F, #(0) = Z(8),
% - F, 5(0) = (),
% = —(F.+F). 9(0) = (), 5)
%: —(qF. +F,),  4(0) =q(¢),
%:ppp+qpq, a(0) = f(£),

suponemos que existe (al menos) una solucién (p, §)(&) del sistema (4).

La solucién al sistema caracteristico (5) se denomina banda caracteristica, en
virtud de que ahora se reemplaza la curva caracteristica en el caso cuasi-lineal en
direccién (a,b,c)” por una estructura geométrica méas complicada: en cada punto
es necesario determinar la direccién del plano tangente, dada por (p, g, —1) (figura

1).

a)

=

Maonge cone generalors

=X,y

d)

Characterisic sinps

Initial stnps

(x(t).y(0.2(1)

FiGura 1. Banda caracteristica: en cada punto de la curva es
necesario determinar la direccién del plano tangente, dada por

(ﬁ7 Qa _1)T .
Para garantizar que el sistema caracteristico (5) estd bien planteado es necesario
precisar la siguiente
Definicién 1.1. Sea & € I y sea Py € R® el punto
Po = (2(£),9(%0), f(&0). 5(0): 4(&0)) =: (z0, Yo, 20, Po, 90)-
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Se dice que Py satisface la condicion de transversalidad generalizada si el par
(po, q0) = (p(&0), G(&n)) es solucién del sistema

G(po, q0) = poZ'(0) + qo¥' (&0) — f'(€0)
H{(po, q0) = F(Z(&0),3(80), f(€0),po, q0) =

dot <:f’(€o) Fp(Po)> 20, 1)

¥ (&) Fy(h)

Podemos enunciar ahora el teorema de existencia local de soluciones de clase C*
para ecuaciones completamente no lineales.

0,
N (6

y ademas

Teorema 1.2. Sea F' = F(z,y,u,p,q) de clase C* tal que F; + F} # 0. Supon-
gamos que T, § y f son de clase C' en & € I C R. Si para todo & € I el punto
Py = (2,9, f,D,q)(&) satisface la condicion de transversalidad generalizada, es decir,
existe una solucidn (p,q)(§) al sistema

pE' (&) +ay'(§) — f'(§) =0,
F(i(i),?](ﬁ),f(f),ﬁ, q) =0,

y ademds se cumple que

() F (Po))
det | - P 0.
(76 %)
entonces existe una solucion al problema de Cauchy (1) - (3), de clase C1, en una

vecindad de la curva Z', la cual estd determinada paramétricamente por la solucion
al sistema (5) para cada & € 1.

Demostracion. Por las hipoétesis del teorema: para cada & € I es posible encontrar
un par (p,¢)(€), solucién de (7) y (4). De este modo, podemos plantear el sistema
(5). Dado que F es de clase C? y F2+F7 # 0, por el teorema de Picard concluimos
que, para cada & € I fijo, el sistema (5) tiene una tnica solucién en una vecindad
de n = 0. Si variamos £ € I obtenemos una banda caracteristica que denotamos
mediante

P(n,&) = (2,9.4.p,0)(n,€)",  (1.€) € (=8,0) x I,
y que satisface

o P(0,8) = (2,9, f,5, D)7,
e (0/On)P = (F,, Fy,pF, + qF,,—F, — pF,,—F, — qF,)".
Notamos que en = 0, F(P(0,¢)) = F(Z,4, f,7, Q) icer = 0, ya que (p, ) es
solucién de (4). Mas atn, para cada & € I fijo,

OF _ _ _ _ _

5777 = I3Zy + Fyyy + Futy + Fppy + Fody
:FwFp"’Fqu'i'Fu@Fp"'qu) _Fp(Fz +ﬁFu) _Fq(Fy+un)
=0.

Esto implica que F' es constante sobre la banda caracteristica, y por ende
oF OF 0
o o6

Finalmente, por la condicién inicial, F' = 0 sobre la banda caracteristica.
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Para cada (1,€) € (—0,d) x I, definimos

8l

Z(ny) = (7776)'

NN

El mapeo define una superficie bien parametrizada si

* *
Iy X Ze = * = * # 0.
TelYn — Yey TeFg — ek
Dado que en n = 0 se cumple la condicién (7), podemos afirmar que, en una

vecindad (tal vez més pequena) de n = 0,

A:fﬂ —ggffn:i'qu—’yEFp#O.
Esto implica que el mapeo (,£) — (Z,7)(n, £) es invertible en una vecindad (7, £) €
(—0,0) x I. Sea O = (z, )(( 6,0) x I) C R% Por el teorema de la funcién inversa
existe un mapeo (7,&) : O — (—9,9) x I tal que (7,€)(z,y) es el mapeo inverso de
(Z,9)(n,€). Por el teorema de la funcién inversa y la regla de la cadena tenemos

que
(- D)6 1630 DE
Uy My &) \ue Te e Ug A\-Te Ty ) \ue

Sustituyendo u, = pFy, + qFy, T, = F), y y, = F, obtenemos
<“1> 1 ( Ye (DFp + qFy) — ucky ) _
Uy A\~ (pFp + qFg) + ugFy
De este modo,

(u’ﬂ —p) — l ( gé(ﬁFp"‘qu) —ugky _ﬁ(Fng _qué) )
Uy — ¢ A _jﬁ(ﬁFp+qu)+ﬂ§Fp_Q(prgﬁ_quﬁ)
_ (PZe+ qye —ug) [ Fy
A _Fp ’
Definimos
A(n,§) = pTe + Qe — e,
en la vecindad. Claramente A(0,&) = p&'(€) + ¢y’ (§) — f'(§) = 0. Por lo tanto,
para cada ¢ € I fijo, sea A(1) := A(n, €), con condicién inicial A(0) = 0. Derivando
obtenemos:
dA
% = PpTe + PTne + qn¥e + qQYne — Une
—(Fy + pFu)Te + pOc Fy — (Fy + GF.)ge + q0cFy — 0¢(pF, + GFy)
—(FoZe + FyJe + Futie + Fppe + Fyde) — Fu (pTe + qye — Ue)
=~ 0:F -F,A.
~~
=0

Asi, tenemos la ecuacion diferencial ordinaria

A
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cuya solucién es A(n) = A(0) exp (— ) Fu(s)ds + ¥(€)) = 0. Por lo tanto
A(% f) = 07
en la vecindad (n,€) € (=9, ) x I. Esto implica que
Uy = P, Uy = ¢,
en la vecindad y sobre la banda caracteristica. Por lo tanto, si definimos para cada
(z,y) € O, _
u(z,y) = u(i(z, y), §(z,y)),
entonces se tiene que:
e Para cada (z,y) € O,

F(a,y,u(z,y), ug, uy) = F(2(0(2, ), £(2,9)), (), a(-), 5(-), 4(-))
donde (-) = (7i(z, y), &(x, ).
e Para cada £ € I,
w(z(€),9()) = ali((€), 5(€)), E(2(€), 5(€))) =
ya que, por ser mapeos inversos, (Z, 4)(0, ¢
(7(Z(€), 9(€)), £(%(€), ()

Por lo tanto en la vecindad O, la funcién u = u(z y) es de clase C, es solucién
al problema de Cauchy (1) y (3), v la gréfica de la solucién existe en una vecindad
de la curva Z’. El teorema estd demostrado. ]

0,

(0,8) = f(&),

(~( ), 4(¢)) implica que

Hacemos notar que el enunciado del teorema 1.2 no afirma que la solucién sea
Unica, ya que puede existir mds de una solucién al sistema (4) tal y como se puede
apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3. Consideremos la ecuacién
U = ui — 3u§,
con datos de Cauchy
u(z,0) = 22, zeR.
Consistentemente con nuestra notacién tenemos que,
F(z,y,u,p,q) = p° = 3¢° — u,
y la curva de datos es Z = {(Z,9, f)(£) = (£,0,£%) : € € R}. Claramente, F, =

F, =0, F, =-1, F, =2py F, = —6q. Por lo tanto, para cada £ € I el sistema
caracteristico asociado a este problema es
dx
— =2 ) 0)= ’
a2 z(0) =¢
dy
— = —0q, 0) =0,
i q y(0)
dﬂ = 2p2 - 6q27 ’LL(O) = 527
dn
dp
=D 0)= ;
a =P p(0) = po
dgq
=q, q(0) = qo;

dn
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donde (po, go) = (po,qo0)(&) es solucién del sistema

p?=3¢" - =0,
p—26=0.
Este ltimo tiene dos soluciones: (pg, go)(§) = (2¢,+£). Escogiendo (po,qo0)(&) =

(2€, +€) resolvemos el sistema para p y ¢. El resultado es p = 2e y ¢ = e
Sustituyendo en las ecuaciones para x y y obtenemos

% = 4&e", z(0) = ¢,
dy — n _
d77 - 656 9 y(o) - 07

cuya solucién es
T g —1)+E  y= 6 1),
Finalmente, sustituyendo en la ecuacién para u,

du

an 26%*",  u(0) =€,

con lo cual obtenemos u = £2¢%7. Dado que z + %y = £e'l, encontramos una posible
solucion,
n 2 1 2
u(z,y) = (&) = (z+ 3y) "

El lector podré verificar que si escogemos (po, qo)(§) = (2£, —€) entonces la so-
lucién que se obtiene es

u(z,y) = (J; — %y)Q

Ambas funciones son de clase C' y son soluciones del problema de Cauchy. La
pérdida de unicidad se debe a que existe mas de una solucién al sistema (4).

Ejemplo 1.4. Consideremos el siguiente problema de Cauchy,

2 2 _
Uy + uy, = 4u,

u(z, —1) = 22, r eR.

De acuerdo con nuestra notacién, F = p? + ¢% — 4u, por lo que F, = F, =0,
F, = —4, F, =2py F, = 2¢q. La curva inicial 7 estd parametrizada por Z(§) = ¢,
§(€) = —1, con dato inicial ujz = f(§) = £>. Por lo tanto el sistema (4) se e
como

pP+q* -4 =0,
p72£:03

el cual tiene una solucién unica p = 2, § = 0. Asi, el sistema caracteristico asociado
al problema de Cauchy es
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=, 2(0) = &,
% — 2, y(0) = 0,
R R ETORS
L, p(0) = 2,
% = 4q, q(0) =0,

para cada £ € R. Resolviendo las dos tltimas ecuaciones obtenemos ¢(n) = 0,
p(n) = 2€e*. Sustituyendo en las dos primeras y resolviendo se tiene que z(n) =
gey que y(n) = 1.

Finalmente, sustituyendo p y ¢ en la ecuacion para u y resolviendo obtenemos
u(n) = £2e81 = (£e*7)? = 22, Por lo tanto la funcién

u(x’ y) = :I;27

es claramente una solucién de clase C'! al problema de Cauchy. Existen, sin embargo,
més soluciones de clase C''. Por ejemplo,

u(w,y) = + (y+1)%

también es solucién del mismo problema. En este caso la pérdida de unicidad se
debe a que la condicién de transversalidad no se cumple:

et Agetn
det ( 0 0 ) =0,

y de que los vectores

4€etn 4€ &
0 =10 y 0
8§2€8n |n=0 852 252

son colineales para todo £ € R.
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