Ecuaciones Diferenciales Parciales
Semestre 2024-1

Tarea 1: Ecuaciones de primer orden

1. Encuentra una férmula explicita para la solucion al problema de Cauchy de la siguiente
ecuacion de transporte con decaimiento y forzamiento,

u+a-Vutcu=g(t), zeR" t>0,
u(z,0) = f(x), z e R,

donde @ = (ay,...,a,) € R" es un vector constante, ¢ > 0 es constante, y Vu = (ug,, ..., u;, ) €
R". Aqui f: R" - Ry g:[0,00) — R son una funciones conocidas de clase C*. Comprueba
que tu respuesta es, en efecto, solucién del problema.

2. Encuentra la solucién de la ecuacién lineal
Uy + TUy =Y,
que satisface la condicién inicial u(0,y) = y? para toda y € R. ;Es tinica?

3. Considera la ecuacién lineal de primer orden

YUz + zU,y =0,
con datos iniciales

u(a:,O) = f(x)a

u(0,y) = g(y).

f vy g son funciones conocidas de clase C' que satisfacen f(0) = ¢g(0). Determina las curvas
caracteristicas y prueba que cualquier solucién es constante a lo largo de las mismas. Usa
este hecho para dar una férmula explicita para la solucién general en las regiones (i) z = +y,
(i) y? — 2% > 0, y (iii) 22 — y? > 0. Verifica que la solucién satisface, en efecto, la ecuaciéon
y las condiciones iniciales y que es continua en todo el plano.

4. Sean « € R, constante, y f = f(£) una funcién de clase C' excepto en £ = 0. Considera
el siguiente problema de Cauchy:

LUy + YUy = QU,
u(z,0) = f(z).
(a) Verifica que la linea recta {y = 0} es caracteristica en todo punto.

(b) Encuentra todas las funciones f que satisfagan la condicién de colinealidad de los
vectores (a,b,c) y (&, 7, f')(§) vista en clase sobre la curva {(£,0)} (considera tres
casos, « >0, a =0y a < 0).



(c) En el caso en que o > 0, encuentra al menos dos soluciones al problema de Cauchy.
(Esto se puede hacer facilmente por inspeccién, por ejemplo, en el caso a = 2.)

5. Verifica que la familia de funciones, u(z,y) = ax + (1 — a)y, (z,y) € R?, parametrizada
por a € R, es una familia de soluciones globales de clase C! del problema de Cauchy

TUz + YUy = U,

u(z, ) =z, z eR.

;Existe alguna otra solucién global de clase C! que no pertenezca a la familia? Sugerencia:
Suponiendo que existe otra solucién w = w(z,y) de clase C* en todo R? que no pertenece
a la familia, sea v := w — u, donde u es cualquier elemento de la familia. Claramente una
solucién a este problema es v = 0. jHay alguna otra?

6. Resuelve el siguiente problema de Cauchy:

TUy + YUy = —U,
u(cos,siné) =1, 0<¢&E<m.

.La solucion es global?
7. Considera el problema de Cauchy:
YUy + Ty = 0,
u(eg,ef) = %{2, £ eR.
Demuestra que no existe solucién de clase C' en ninguna vecindad del punto (1, 1,0).
8. Considera el siguiente problema de Cauchy:
Ul + Uy = 1,
U(g - 527€> - 57

para todo ¢ € R. jExiste alguna solucién de clase C'! en una vecindad del punto (2/9,1/3,1/3)?
Explica tu respuesta.

9. Resuelve siguiente problema de Cauchy cerca del origen:

2 _
uy — 4uy =0,

u(z,0) = 2°.
10. Encuentra al menos dos soluciones del siguiente problema,
TUy + YUy + %(ui + “3) = u,

u(z,0) = 1(1-27).
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11. Sea una particula clasica de masa m > 0 en una dimensién, sujeta a un potencial lineal
de la forma V = V(x) = kx, con k > 0 constante. El lagrangiano se define mediante

L(y, z) = mz* — ky, Y,z € R.

(a) Encuentra el momento generalizado ¢ = Q(y,p) y el hamiltoniano asociado H =
H(y,p).

(b) Demuestra que la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para la funcién geodésica es

1
up + —u? + kr = 0.
2m

(¢) Resuelve la ecuacién de Hamilton-Jacobi con condicién inicial de la forma u(z,0) =
f(z) en términos de la posicién z y del momento p/m.

12. Resuelve la ecuacién de Burgers

w + (3u%) =0, (1)
con condicion inicial
1, x <0,
u(z,0)=f(r)=<1—z, 0<z<l,
0, x> 1.

Prueba que la solucion clasica existe hasta un tiempo finito de rompimiento 7, > 0. Calcula
T, > 0. Analizando las caracteristicas, escribe una solucion explicita a partir del tiempo
T, > 0 en forma de una onda discontinua. Prueba que dicha solucion satisface la condicion
de entropia de Lax.

13. Encuentra una solucién entrépica de clase C! por pedazos a la ecuacién de Burgers (1)
con condicién inicial

0, x<0,
u(r,0) =41, 0<z<l1,
0, =>1

Discute la unicidad de la solucion en dicha clase de soluciones.

14. Considera el modelo de trafico de Lighthill-Whitham-Richards (LWR),

pe+ (p(1— p))m =0, reR, t>0, (2)
con condicién inicial
L 2<0
z,0)=<¢2% ’
pl,0) {O, x> 0.

Encuentra una solucién débil al problema de Cauchy. ;Es la solucién encontrada continua?
Si acaso tiene discontinuidades, ;éstas satisfacen la condicion de entropia de Lax? Interpreta
la solucién en términos del flujo de tréafico. ;Qué significado tiene la condicion inicial?



15. Considera el modelo de trafico LWR (ecuacion (2)) sujeto a la condicién inicial

0, <0,
plx,0) =<1, 0<z<1,
0, ~>1.

Encuentra una solucién débil y entrépica para todo tiempo ¢ > 0. Escribe la solucion explici-
tamente. jPorqué es entrépica? Sugerencia: Dado que la funcion de flujo es concava, las
discontinuidades de p(0,z) en z = 0 y en x = 1 dan lugar a una onda de choque y a una
onda de rarefaccién, respectivamente. Interpreta tu respuesta en términos de flujo de trafico.
Compara con la solucién de la ecuacion de Burgers (1) con los mismos datos iniciales vista
en clase.

Total: 150 pts.



