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Soluciones de Tychonov

Vamos a construir soluciones no triviales del siguiente problema de Cauchy en una dimension
espacial:
U — Uze =0, x€R >0,

u(z,0) = 0. (1)

(Claramente, u(z,t) = 0 es solucién del problema (1).) Para construir la soluciones de
Tychonov consideremos el siguiente problema:

Up — Uge = 0, reR,t>0,
u(0,1) = h(t), £>0, 2)
u.(0,t) =0,

con h = h(t) una funcién por determinar. Propongamos una solucién de (2) representada
como una serie de potencias,

u(a,t) = ha(t)a",

y supongamos por el momento que la serie converge uniformemente (y, por ende, podemos
derivar término a término). Asi,
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Ugy = Zn(n — Dhy,(t)z" 2
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Sustituyendo en la ecuacion del calor obtenemos,
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Up — Ugy = Z (Rl,_5(t) — n(n — 1)h,(t))z" 2.

n=2

Igualmente, sustituyendo en las condiciones en x = 0 obtenemos

w(0,8) = ho(t) = h(t),  ua(0,8) = h(t) =0, ¥Vt > 0.



De esta forma, para tener una solucién de (2) requerimos resolver la siguiente jerarquia de
ecuaciones recursivas para todo t > 0:

hi(t) =0,

Es facil demostrar por induccién la siguiente

Proposicién 1. La solucion de (3) estd dada por

hok(t) =

hog41(t) = 0,

para todo k > 0 y todo t > 0. (Aqui h'™(t) denota d"h/dt™, para todon >1.)
Demostracion. Ejercicio. O

Por lo tanto el candidato a solucion debe tener la siguiente forma:
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Finalmente, escogemos h = h(t) de la manera siguiente:

et >0
h(t) .= ’ ’ 5
g {07 L 5)

para cierto a > 1. Con el fin de demostrar la convergencia uniforme de la serie (4), el siguiente
lema es de utilidad.

Lema 2. Eziste 0 = () > 0 tal que

k! 1
(k) _
PP < () P < Qta)’

para todo k >0, t > 0.

Demostracion. Sea f(z) = exp(—1/z%), funcién analitica en z € C, z # 0, y sea zo =t > 0.
Tomemos el circulo cerrado con radio 0t y centro en ¢,

I'={ze€C:|z—t] =dt},

con 0 > 0 suficientemente pequeno tal que I' no intersecta al origen.



Vamos a demostrar que es posible encontrar § = §(«) > 0 suficientemente pequeno tal que

Re (i) > % Vzel. (6)
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Si (6) se cumple, entonces aplicando la féormula integral de Cauchy a f = f(z) obtenemos
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que es lo que queriamos demostrar.
Para verificar (6) notamos que

. 1 1
=t(14+0e%) e, 6€l0,2 t*R <—>:R —_— .
z=t1+d")el, 6€(0,2r) = e e A+ o0y
Denotando ¢ = 1 4 de? = re se obtiene

r(0)>=1+6"+20cosd, w(d)=Arctan (%) '

En vista de Re (™ = r~® cos(aw), observamos que

1
(6) < r “cos(aw) > 5 = cos(aw) > 1(1 + 6% + 26 cos 0)2/2.

Sea
¥(6) == cos(aw(d)) — 2(1 + 6% + 25 cos 6)e/2,

En virtud de que w(0) = 0, entonces para cualquier 6 € (0, 27) tenemos que 1(0) = 1/2 > 0.
Por continuidad, 1(d) > 0 para é > 0 pequeno. Concluimos que existe § = d(a)) > 0 tal que
la desigualdad (6) es cierta. Hemos demostrado el lema. ]

Ahora bien, es facil probar por induccién que
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Por lo tanto,
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Esto implica que, por el criterio de comparacion, la serie (4) converge para todo ¢t > 0y
x € R (trivialmente para t < 0 ya que h(t) = 0sit < 0y exp(—1/(2t*)) < 1). Mas aun,
u(z,t) — 0 uniformemente en compactos de x cuando ¢ — 0. Notamos que u estd acotada

por la funcién
FEE- L) >0
exp| —(—— —
Ur,t) =4 “P\t\s — oe1) ) ’

0, t=0,

la cual es acotada uniformemente para todo |z| acotado y todo ¢ > 0. De esta manera
concluimos que la serie (4) converge uniformemente para todo |z| < Ry todo t > 0. Por lo
tanto, podemos diferenciar término a término y un argumento similar nos permite demostrar,
a su vez, que las series de las derivadas convergen uniformemente para |z| acotado y todo
t > 0. Esto implica que u es de clase C*°. En particular, calculamos
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En conclusién, hemos construido para cada o > 1 una solucién no trivial u = u(x, t), definida
por la serie (4), de la ecuacién del calor en la recta y que, ademads, satisface

hk(0) o,
u(az,O):;Q;ﬁ)ix =0,

para todo = € R. Por lo tanto tenemos una familia de soluciones no triviales (parametrizada
por a > 1) al problema (1). Estas soluciones se conocen como las soluciones de Tychonov.



