UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Y
Instituto de Investigaciones en Matematicas Aplicadas y en Sistemas ‘\\ |
|

Ecuaciones Diferenciales Parciales
Leccion 1.3: Ecuaciones cuasi-lineales, parte Il

Ramoén G. Plaza
IIMAS-UNAM

Octubre 1, 2020.
Slide 1/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

o Otro ejemplo
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Existencia local - caso cuasilineal

Ecuaciones cuasi-lineales de primer orden:
a(x,y,u)ux+b(x,y,u)uy=c(x,y,u), (CL)

a,b,c: R® — R funciones conocidas, Lipschitz continuas.
Datos iniciales:

I ={(%©&),5)) : eI} CR?,
u.s =f(§),

donde %,y,f € C'(I;R) y I CR

(Ch)
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Condicion de transversalidad:

det (x§ x“) = det (;Eg Z) £0, VECI. (C3)

Ye  In
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Condicion de transversalidad:

det (f“’é ’:‘") — det (ﬁ@ Z) £0, VE€I. (C3)

Ye I n=0

Bajo estas condiciones, el teorema de existencia local
garantiza la existencia y unicidad de una solucion de
clase C! en una vecindad de la curva inicial

I ={(%().5(5).f(€) : E€l} CR.
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Sea el problema de Cauchy para la ecuacion lineal:
uy+uy+u=1,
con datos u(x, x*> +x) = sinx, para x > 0.

Curva de datos: .# = {(§,E2 +&) : £ > 0}
Curva inicial: #" = {(£,E> +&,sin€) : £ >0}

Coeficientes: a=1,b=1,c=1—u.
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Condicion (C3):

det (’;:Eg Z) = det (1+12§ D = 2E£0,
ya que & > 0.

Por el teorema de existencia local existe una Unica
solucion de clase C! en una vecindad de .#".
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Sistema caracteristico:

dx

%:1, X(O):§>0,
dy _ 2
du

an =1-—u, u(0)=sing,
para cada & > 0, fijo.

Solucion para x y y:

r=n+& y=n+&+&
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Figura: Caracteristicas en el plano y curva de datos .#.

Ramoén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 1, 2020.
Slide 8/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO IIMAS

Resolviendo: y —x = &2, con £ > 0

E=Vy—x, M=x—&=x—+y—x
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Resolviendo: y —x = &2, con £ > 0
E=vy—x, m=x-E=x—vy—ux,

Ecuacion para u:

@+u—1
an

Sol. homogénea: u = Ce M. Sol. particular: u = 1.
Usando u(0) = sin&:

u=1+(sin§—1)e M.
Sustituyendo:

u(x,y) = 1+ (sin (v/y —x) — 1) e ¥V,
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El dominio de definicién de la funcién es {y > x}. Sin
embargo, el dominio de definicién de la solucion es

D={(x,y) eR?:0<x<y}U{(x,y) €R? : x<0, x+x*> <y}
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El dominio de definicién de la funcién es {y > x}. Sin
embargo, el dominio de definicion de la solucion es

D={(x,y) eR?:0<x<y}U{(x,y) €R? : x<0, x+x*> <y}

Dado que no se cumple (C3) en & = 0, la unicidad se viola
en una vecindad de la curva

{(x,y) eR? : x <0, x+x* =y}

dada la ambigtiedad en el signo de & en &2 =y—ux. Es
decir, la funcién

u(x,y) =1+ (sin(—yy—x)—1) ¢ TV,

también es solucion de la ecuacién diferencial (ejercicio).
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o No existencia de soluciones C!
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¢, Que pasa si no se cumple (C3)?

Supongamos que existe u = u(x,y), solucién de clase C!
del problema de Cauchy (CL) - (Cl). Por lo tanto, para toda

Eel,
u(%(€),5(€)) =£(&).

Derivando con respecto a & obtenemos

X (E)ux(%(€),5(€)) +5 (&)uy (X(€),5(€)) =f'(&)-
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Sea (x0,Y0,20) := (%, 3.f)(&o) con & € 1, fijo.
Sustituyendo en la expresién anterior y en la ecuacion
diferencial (CL) obtenemos el siguiente sistema algebraico

para (u)m uy) (-anyO):

aoiy(xo,Y0) + bouy(x0,y0) = co,
' (&o)ux(x0,y0) + 5 (€o)uy (x0,¥0) = f"(&o).

donde (Clo, bOa CO) = (Cl, b7 C) ()C(),y(), ZO)'
Vamos a suponer que la condicion (C3) es falsa en
Ehel:

(SA)

o (F(&) ao)
Ao = det (y’ N bo) —0. (NoC3)
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La condicion (NoC3) implica que los vectores en el plano
(¥ (&0),7(&0)) " vy (ag,by) " son paralelos. Existe 0ig € R

tal que y
() = (&)

Sustituyendo en (SA), y restando un o-mdltiplo de la
primera ecuacién de la segunda, obtenemos la condicion
(&) = oco, es decir,

ao ¥ (&)
by | =0 | ¥'(&o)
co "(&o)
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Conclusion: si la condicion (C3) no se cumple en el punto
&o entonces una condicién necesaria para la existencia de
una solucién de clase C! en una vecindad del punto
(x0,Y0,20) €s que los vectores (ag, bg,co) ' y

(¥ (&0),7 (&0).f'(E0)) " sean colineales.

Lema

Sea & € I fijo. Bajo la condicion (NoC3), si los vectores

(a0, bo,c0) " y (¥ (&0),¥ (&0).f"(€0)) " no son colineales
entonces no existe solucién de clase C' a la ecuacién

(CL) con condicion inicial (Cl) en ninguna vecindad del
punto (xo,y0,20)-
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Conclusion: si la condicion (C3) no se cumple en el punto
&o entonces una condicién necesaria para la existencia de
una solucién de clase C! en una vecindad del punto
(x0,Y0,20) €s que los vectores (ag, bg,co) ' y

(¥ (&0),7 (&0).f'(E0)) " sean colineales.

Lema

Sea & € I fijo. Bajo la condicion (NoC3), si los vectores

(a0, bo,c0) " y (¥ (&0),¥ (&0).f"(€0)) " no son colineales
entonces no existe solucién de clase C' a la ecuacién

(CL) con condicion inicial (Cl) en ninguna vecindad del
punto (xo,y0,20)-

Pueden existir, sin embargo, otro tipo de soluciones.
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Consideremos la ecuacion
uty +uy =1,

con datos de Cauchy,

u(hyry) =1y, yeR

De acuerdo con nuestra notacion, la curva inicial es
I ={(x3.1)(E) = (&°.€,38) : E€ R},

y los coeficientes sona=u,b=1yc=1.
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Verificamos que (C3) no se cumple para ningun § € R:

Ao = det (’;Eg Z) — det (%f %f) —0,

es decir, la curva de datos (en el plano) es siempre
tangente a las caracteristicas enn = 0.

También notamos que los vectores

a 38 X' () 28
b = 1 y 5’1@) = L,
¢/ \1 '(€) 3

no son colineales en ningun punto § € R. Por lo tanto,
por el Lema concluimos que no existe ninguna solucion
de clase C' en una vecindad de la curva .7,
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Consideremos el sistema caracteristico asociado:

d_x 122
% =u, X(O) = Z‘t: )
dy
e 17 0)= )
an y(0)=§
du 1
% - 17 M(O) = E&n
para cada & € R. Resolviendo las ecuaciones para u 'y y

obtenemos
y=m+§& u=m+3&
Sustituyendo en la ecuacién para x e integrando se tiene
que,
x= g+ 3&n+ 38
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Consideremos el sistema caracteristico asociado:

dx 152
% =u, X(O) = Z‘t: )
dy
— =1 0)=¢g,
= y(0)=§
du 1
% - 17 M(O) = EE»
para cada & € R. Resolviendo las ecuaciones para u 'y y

obtenemos
y=n+§& u=n+3&
Sustituyendo en la ecuacién para x e integrando se tiene
que,
x= g+ 3&n+ 38
El mapeo (1,&) — (x,y) no es invertible enn = 0.
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Figura: Caracteristicas en el plano y curva de datos .#.
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Notamos que podemos resolver para & y 1 en funcion de u
y y. De este modo, N = 2u —y, y podemos escribir

=IM+E)?+In? =L+ w- Ly~

Esta ecuacion algebraica es de segundo orden en u, la
cual tiene dos soluciones:

definidas en la region D = {4x > y*} C R2.
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Notamos que podemos resolver para & y 1 en funcion de u
y y. De este modo, N = 2u —y, y podemos escribir

=1M+E*+In? =17+ (u— 1y

Esta ecuacion algebraica es de segundo orden en u, la
cual tiene dos soluciones:

E(x,y) = 1y £/ x— 12,

definidas en la region D = {4x > y*} C R2.

Cada funcion u™ es solucion de la ecuacién diferencial

con mismos datos iniciales.
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Figura: Soluciones u™ (naranja) y u~ (azul).
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Figura: Region D = {4x > y*} C R%.
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Conclusiones:

* Hemos encontrado dos soluciones de clase C' (D)

e Claramente satisfacen los datos iniciales en .# (en
X = %yz tienen limites continuos y coinciden con ug)

e Ninguna de ellas es de clase C! en una vecindad de
' (las derivadas no tienen limites continuos en .#")

® Moraleja: el método de caracteristicas nos permite
calcular soluciones razonables mas alla de lo que
indica el teorema general.
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o Pérdida de unicidad
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Hipotesis

® | a condicidn de transversalidad (C3) no se cumple en
&o (condicién (NoC3)).

® Supondremos que la condicidn necesaria para tener
una solucién de clase C! si se cumple en una
vecindad de &: existen & > 0 y una funcién continua
o: (& —08,& +08) — R, distinta de cero (sin
pérdida de generalidad, o > 0), tales que

¥ (E) a
?j(&) =ag) | b (Col)
(€) €/ |(x(&)5).£©))

paratodo § € J := (§y—§,Ep+8) C 1
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Consideremos ahora una curva C en el plano, transversal
a .7 (no tangente) en el punto (xg,yp). Sea

C={(x(8),5(8)) : 6 € (—&,¢), 2(0) = x0, $(0) = yo, &> 0}

una parametrizacion local de C.

Dado que .# y C son transversales en (xg,yo) se cumple
la condicién

s (2] 50 —agzan(2 20 20
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Podemos dar arbitrariamente datos iniciales sobre la
curva C: para cada funcién arbitraria g = g(0), que
satisface g(0) = f(&o) = 2o, por el teorema de existencia
local existe una solucion de clase C! de (CL) en una
vecindad de la curva

C'={(%(8),9(6),8(8)) : |0] <&}

Dicha solucion genera una superficie S que contiene a la
curva C'.

Pero, como la curva .#’ es una curva integral del campo
(a,b,c)" que se intersecta con C’ en (xp,y0,20), €ntonces
la curva .#’ esté contenida en la superficie S (lema de la
clase anterior).
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No unicidad

Conclusion: si la condicién de colinealidad se cumple en
toda una vecindad J de & entonces es posible construir
un namero infinito de soluciones (una para cada g
arbitraria que satisfaga g(0) = f(&o) = zo) de clase C' al
problema de Cauchy.
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No unicidad

Conclusion: si la condicion de colinealidad se cumple en
toda una vecindad J de & entonces es posible construir
un namero infinito de soluciones (una para cada g
arbitraria que satisfaga g(0) = f(&o) = zo) de clase C' al
problema de Cauchy.

Lema

Bajo la condicion (Col) en una vecindad J de &, el
problema de Cauchy (CL) - (Cl) tiene un namero infinito de
soluciones de clase C' en una vecindad del punto

(%0,50,20) = (¥(80), 3(80) . (80))-
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Sea la ecuacion lineal
XUy + Yy = U,

con datos de Cauchy u(x,x) = x. En este problema los
coeficientes son a = x, b =y y ¢ = u. La curva de datos es

I ={(x5./)(€) = (§&,6)}. Lacondicién (C3) es
violada en virtud de que

Ao = det @Eg Z) — det G E) —0,

para cualquier § € R, lo que significa que los datos
iniciales estan determinados sobre una curva
caracteristica en el plano.
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Los vectores

a g ¥(8) 1
bl =|¢ y ye@ 1 =(1],
)\ g "(€) 1

son colineales para cualquier § € R, excepto en § = 0. Por
el lema, para cada vecindad de cualquier & # 0 existe una
infinidad de soluciones de clase C!.

¢ Cuales son estas soluciones?
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Para calcular algunas de ellas observamos que el sistema

caracteristico 4
£=x, x(0) =&,
dy
—_— = O =
=Y y(0) =§,
du

%:uﬂ u(())z?’;,

para cada § € R, tiene solucion x =y = u = &e", por lo
que claramente u(x,y) = xy u(x,y) =y son soluciones al
problema de Cauchy.
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Si definimos u(x,y) = o+ By, con o, B € R constantes
entonces se satisface la ecuacién. Por la condicién inicial,
u(x,x) = (o.+B)x = x para todo x € R siy sélo si

o = 1 — . Obtenemos asi una familia infinita de
soluciones parametrizada por o € R,

u(x,y) =ox+ (1 —o)y.

¢ Son éstas todas las posibles soluciones de clase C' (R?)
del problema de Cauchy? (Ejercicio, Tarea 1.)
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Colinealidad en un sélo punto

Existe una posibilidad adicional que no hemos estudiado:
que la condicién de colinealidad (Col) se cumpla solo en
el punto & = &( y no en una vecindad:

% (&o) a

¥(&) | = o0 [ & :
/

(o) €/ 1 (3(E0) 5(E0)  (E0))

para cierto 0, pero que (¥,5.f) " y (a,b,c)" no sean
paralelos en & € (&) — 3,&y + d), para cierto & > 0,
exceptuando, por supuesto, el punto § = &.
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Colinealidad en un sélo punto

Existe una posibilidad adicional que no hemos estudiado:
que la condicién de colinealidad (Col) se cumpla solo en
el punto & = &( y no en una vecindad:

% (&o) a

¥(&) | = o0 [ & :
/

(o) €/ 1 (3(E0) 5(E0)  (E0))

para cierto 0, pero que (¥,5.f) " y (a,b,c)" no sean
paralelos en & € (&) — 3,&y + d), para cierto & > 0,
exceptuando, por supuesto, el punto § = &.

Cuando esto sucede nho es posible establecer un
comportamiento general.
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Cada caso debe ser analizado por separado.
Ejemplos:
(I) Considere el problema de Cauchy:

Yy + xuy = 0,
u(e, ) =18, Eck.

Entonces no existe solucién de clase C' en ninguna
vecindad del punto (1,1,0). (Tarea 1.)
(Il) Considere el siguiente problema de Cauchy:

uity +uy =1,
u§-&8) =g,

para todo & € R. ¢ Existe alguna solucién de clase C! en
una vecindad del punto (2/9,1/3,1/3)? (Tarea 1.)
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Receso: regresamos en 5 min.
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o Aplicacion: la ecuacion de McKendrick
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Ley de crecimiento de Malthus

® Modelo basico: crecimiento exponencial (Malthus).

e Variable continuamente diferenciable, P = P(t)
aproxima la poblacién a tiempo t > 0

® | ey de crecimiento de Malthus

dP
= —P
a0

con r > 0 constante (tasa de reproduccion per
capita).

e Sila poblacién es conocida en r = 0, P(0) = Py,
entonces P(r) = Pye”".
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Poblacién estructurada por la edad

® Existen datos demograficos estructurados por
edad.
¢ Hipotesis:
® P =P(a,t) aproxima la poblacién de edad a > 0 a
tiempo r > 0.
® Pes C' enlas variables (a,t) € (0, +o0) x (0,+)y
continua en (a,1) € [0,4e0) X [0,4co)
® Ambas variables, a > 0y ¢ > 0, tienen unidades de
tiempo (por ejemplo, anos).
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. 7
Modelacion

® Después de h > 0 anos, la diferencia
AP =P(a+h,t+h)— P(a,t),

aproxima el numero de decesos de la poblacién cuya
edad oscila entre a y a+ h, y cuyas muertes
ocurrieron entre ¢ty t+ h anos. No hay migracion.

® Definimos la tasa de mortandad,

p=u(a,t) >0,

como una variable continua que aproxima el numero
de decesos de edad a > 0 a tiempo ¢t > 0 por
habitante. Suponemos u es conocida (se infiere
estadisticamente).
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La ecuacién de McKendrick

De este modo,

P(a+h,t+h)—P(a,r):—/Ohy(a+&,t+§)P(a+§,t+&)dF,.

Dado que P es diferenciable, derivando con respecto a
h >0,

Pala+h,t+h)+Pi(a+h,t+h) = —u(a+h,t-+h)P(a-+h,t+h),

y evaluando en h = 0, obtenemos la ecuacion de
McKendrick:

Po+P+u(a,)P=0, a>0, t>0. (McK)
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Condiciones iniciales y de frontera

(McK) es una ecuacion semi-lineal. Para completar el
modelo es necesario imponer condiciones iniciales y de
frontera:

Condicion inicial:
P(a,0) =f(a), a=>0, (Cl)

es la distribucién de poblacién por edades en el tiempo
inicial # = 0. Supondremos que la funcién f = f(a) es
conocida, resultado de informacion estadistica.
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Condicion de frontera:
P(0,1) = g(1), t>0, (CF)

nos indica el niumero de nacimientos (edad a = 0) para
cada tiempo ¢ > 0. Observemos, sin embargo, que la
funcion g = g(¢) depende necesariamente de la
poblacion a tiempo 7 > 0 (si la poblacién es cero
entonces no pueden ocurrir nuevos nacimientos). De esta
manera podemos definir la tasa de natalidad,

A=A(a,1) >0,

como una funcion que aproxima el nimero de nacimientos
por habitante con padres de edad a > 0 a tiempo ¢ > 0.
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Claramente A = 0 si a < ag, donde ay > 0 es la edad
reproductiva minima, y A = 0 sia > a; > ag, donde a; > 0
representa la maxima edad de posible reproduccion.
Nuevamente supondremos que la funcién A = A(a,t) es
conocida, la cual puede extrapolarse a partir de datos
estadisticos. Asi, proponemos la siguiente expresion para
la condicién de frontera:

s = [ MENPENIE

0
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Modelo de McKendrick

Pa+P+ula,)P=0, a>0, t>0.  (McK)
P(a,0) =f(a), a>0, (Cl)
P(0,t) =g(1), >0, (CF)

s = [ ME0PEE

El modelo de McKendrick es una herramienta basica en
modelacion demografica y epidemiologica.
Referencias: McKendrick (1926), articulo revisionista de
Keyfitz y Keyfitz (1997).
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Modelo de McKendrick

Po+P+u(a,)P=0, a>0, t>0. (McK)
P(a,0) =f(a), a>0, (Cl)
P(0,1) = g(1), t>0, (CF)

s = [ ME0PEE

El modelo de McKendrick es una herramienta basica en
modelacion demografica y epidemioldgica.
Referencias: McKendrick (1926), articulo revisionista de
Keyfitz y Keyfitz (1997).

Solucion: mediante el método de caracteristicas
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Método de caracteristicas

Para (ag, 1) fijos las rectas caracteristicas de la
ecuacion son

i(s)=to+s, a(s)=ap+s,

parametrizadas por s € R. Suponiendo P = P(a,t) € C!
es solucién definimos:

P(s) = P(a(s),1(s)),  f(s) = u(a(s),is))
Derivando sobre las caracteristicas:

% = Po(a(s),i(s)) + Pu(a(s),7(s)) = —(s)P.
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La solucién a esta ecuacién es simplemente

Pls) = Plso)exp (- | n(e)az).
por lo que para cada (a, 1) fijo obtenemos
P(a+s,t+s)=P(a+so,t+s0)exp (_/s'u(a—kf,,ﬂ'é) di),

S0

con s,s0 € R.
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Casos:

(A) Sia >t entonces escogemos sg = —f para intersectar
la recta caracteristica con el eje t = 0 en a — t donde
tenemos informacion proveniente de la condicion
inicial (Cl). Evaluando en s =0y so = —t obtenemos

Pla) = fla=)exp(— [ ula—E1-8)dc).

Férmula determinada por funciones conocidas.

Ramén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 1, 2020.
Slide 48/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO ITMAS

(B) Sia < t entonces escogemos sy = —a para
intersectar la recta caracteristica con el eje a =0 en
t — a, donde tenemos informacién proveniente de la
condicion de frontera (CF). Evaluandoen s =0y
so = —a obtenemos,

Pla) =gl —a)exp (- [ ula—E1-8)dE).

Pero g = g(¢) no es conocida, depende de la
solucion. Sustituyendo

Pla,1) = (f(, mk(&,tfa)P(i,tfa)dﬁ) exp (—f(f,u(a—i,t—ﬁ)d&).

Observamos que la solucioén P(a,?) paraa < t
depende del valor de P a tiempo r — a. Esta es una
ecuacion integral con retardo para la solucion.
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.7
Interpretacion

(A) Sia > tentonces la edad de la poblacién que nos
interesa es mayor que el tiempo transcurrido, por lo
tanto la poblacién no depende de los nacimientos.
La poblacién depende basicamente de la distribucion
por edades a tiempo a — ¢t > 0 y del nimero de
fallecimientos desde entonces.

(B) Sia < tentonces el tiempo transcurrido es mayor que
la edad de la poblacién bajo consideracion, por lo que
la poblacion de edad a > 0 depende tanto de la tasa
de mortandad como de los nacimientos que han
ocurrido desde entonces. En particular, la poblacion
depende de P(-,7— a) (es decir, de la poblacion —de
cualquier edad— en el tiempo retardado t —a > 0).
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Condicién de compatibilidad

En la frontera de ambas regiones (t = a) comparamos las
formulas de solucion para obtener la siguiente condicion
de compatibilidad:

+o0
70) = [ aE0r ) (cc)
la cual simplemente expresa que el nimero de
nacimientos en t = ( debida a padres de todas las edades
(la variable de integracion es & € (0,+o0)) debe ser igual a
la poblacion de edad a = 0 a tiempo ¢t = 0. En particular,
reconocemos que A y f deben estar relacionadas.
Notamos también que (CC) implica la continuidad de
P=P(a,t)ent=a,yque g(0) =£(0).
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Proposicion

Sif,\ y u son funciones continuamente diferenciables de
sus argumentos que satisfacen la condicion de
compatibilidad (CC) entonces la funcién P = P(a,t),
definida por las formulas anteriores es continuamente
diferenciable en las regionesa >t >0yt >a >0,y
resuelve la ecuacion (McK). Mas aun, P es continua en
t=a.
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Demostracion: En la region a > t, mediante un célculo
directo obtenemos de la férmula las derivadas de primer
orden de P:

Po=exp (= Jjula—8,1—8)de) (fa—1)—fla—1) [jula—&,1—&)dE).
Po=exp (— [ uta—81-8)d8) (~r'ta—1) —uta— 100 (a—1)-
_f(a_t)/()’,,,(a_g,t_g)dg).

Por lo tanto

Pu+ Py =—P(a) (ula—1,0)+ [ ot )0 B E) ).
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Por otro lado, observamos que

[ rmta—gi-gat = [ Suta—t1-)a
=—u(a—1,0)+u(a,r).

Sustituyendo obtenemos la ecuacién de McKendrick:

P,+ P; = —uP. Por lo tanto P es solucién de la ecuacién
sia >t. En el caso t > a, un célculo analogo con la
formula para t > a (sustituyendo, literalmente, f por gy a
por t) implica que P es solucion de la ecuacion (McK) en la
region ¢t > a. La continuidad de Pent =a es
consecuencia de la condicién de compatibilidad (CC). [
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¢,Como calcular g?

Para cada ¢ > 0 fijo, podemos partir la integral de g y
sustituir las expresiones para P(&,t) de acuerdo al signo

de§—r

= [Meorendes [ agnrend
:/txgt (1—& exp(—/jy(g—e,t—e)de)d@r
+/+m E—1) exp( ty(&—e,t—ﬁ)de) d&.
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La dltima integral es una expresion que depende
Unicamente de ¢t > 0 y esta determinada por funciones
conocidas. Por lo tanto, es posible calcularla
explicitamente. La denotamos como

Fi= [ MErE-nexp(~ [ u(e—6,1-0)0) e

Definimos también el ntcleo

:
K(a,t):x(a,z)exp(—/o u(E—6,1-0)d6), 10, £>0.
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Ecuacién de Sharpe y Lotka

De esta manera llegamos a una ecuacion integral para g:

s =F0)+ [ KEDel-0ds (8L

obtenida por vez primera por Sharpe y Lotka (1911). Esta
ecuacion se puede resolver numéricamente y determina
completamente a la funcion g en términos de funciones
conocidas.

Ramoén G. Plaza — Ecuaciones Diferenciales Parciales — Octubre 1, 2020.
Slide 57/58




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO IIMAS

Proxima leccion: ecuaciones completamente
nolineales
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