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Seccion 1: Ecuaciones de primer orden

P
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o Motivacion: la ecuacién de transporte
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La ecuacién de transporte

EDP mas simple posible:

u; +au, =0, (ET)

donde x € R (variable espacial), # > 0 (tiempo), u = u(x,1)
es una cantidad escalar, a € R, a # 0, es constante.
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La ecuacién de transporte

EDP mas simple posible:

u;+au, =0, (ET)

donde x € R (variable espacial), # > 0 (tiempo), u = u(x,1)
es una cantidad escalar, a € R, a # 0, es constante.
(ET) tiene nombre: ecuacion de transporte.

Problema de Cauchy
Consiste en resolver (ET) sujeta a una condicion inicial de
la forma

u(x,0) = uo(x),

donde uy : R — R es una funcién conocida.
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Interpretacion de la ec. (ET):

La cantidad u es la concentracion (por unidad de longitud)
de una sustancia quimica, en la posicion x € R a tiempo

t > 0, que se vierte sobre un dominio unidimensional, por
ejemplo, un rio que fluye con velocidad constante a. Si la
sustancia no se difunde, entonces ésta se transporta
convectivamente con velocidad a € R. La condicién
inicial representa la distribucion inicial de la sustancia a lo
largo del rio.

¢, Como se resuelve el problema de Cauchy para (ET)?
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Observacion: el lado derecho (ET) es la derivada
direccional de u en direccién de (a,1)" en el plano (x,1):

a
U+ au, = V(L,)u- (1) =0.

El vector (a,1)" € R x (0,) en el espacio-tiempo es una
direccion preferencial, denominada caracteristica, que
esta determinada por la misma ecuacion.
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Observacion: el lado derecho (ET) es la derivada
direccional de u en direccién de (a,1)" en el plano (x,1):

a
U+ au, = V(L,)u‘ (1) =0.

El vector (a,1)" € R x (0,) en el espacio-tiempo es una
direccion preferencial, denominada caracteristica, que
esta determinada por la misma ecuacion.

Definicion
Las rectas de la forma

x(t) = at +yy, t>0,

yo € R fijo, se denominan curvas caracteristicas
asociadas a la ecuacion (ET).
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Figura: Curvas caracteristicas de la ecuacion (ET).
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Las curvas caracteristicas estan dotadas de una
propiedad importante: la “informacion” se propaga sobre
ellas. Esto significa:

Proposicion
Siu = u(x,t) es una solucién diferenciable de la ecuacién

(ET) entonces u es constante sobre todas las curvas
caracteristicas.

Demostracion: Evaluamos la solucion sobre una curva
caracteristica, U(t) := u(at+ yg,t). De este modo,

dU

E = Eu(at+y07t) = (aMX+uf)(at+y07t) =0.
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Consecuencias: resolver el problema de Cauchy es muy
sencillo. Para cada (x,7) € R x (0,), fijo, existe una
Unica curva caracteristica

{(x+a(s—1),s) € Rx (0,00) : s >0},

que intersecta al eje s = 0 en el punto yp = x —at. Como u
es constante sobre la curva caracteristica, entonces la
solucién es simplemente

u(x,t) = u(x—at,0) = up(x — ar).
Por ejemplo, si ug € C'(R) entonces

U+ au, = —aug(x — at) + aup(x — at) = 0.
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Observaciones:

® | a solucion tiene forma de onda viajera:
u(x,t) = up(x —at). Es decir, es una funcién que no
cambia de forma y que depende Unicamente de la
variable de translacion, x — at. La onda viaja con
velocidad a € R, a # 0.

® Siug es de clase C"(R) entonces, claramente, u es
de clase C"(R x (0,0)). Es decir la regularidad se
preserva.

e Dado que a # 0, la curva de datos iniciales {t = 0}
no es una curva caracteristica

® | as curvas caracteristicas no se intersectan
® | a solucion es unica. (¢Porqué?)
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Condiciones de frontera
Ahora nos planteamos la posibilidad de imponer
condiciones de frontera.

Interpretacion: En un punto del rio, x = 0, se vierte el
quimico a una razén conocida. En este caso, conocemos
la concentracién u en el punto x = 0 para todo tiempo
t > 0. La condicion de frontera tiene la forma genérica

u(0,1) = g(1), t>0,

donde g = g(t) es una funcién conocida de ¢ > 0.

Ramén G. Plaza — iones Di iales Parciales — Septi 24, 2020,
Slide 11/55




UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO IIMAS

El resultado es un problema con valores iniciales y de

frontera:
u;+au, =0, x>0, t>0,
u(x,0) = up(x), x>0,
u(0,1) = g(1), t>0.
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El resultado es un problema con valores iniciales y de

frontera:
u; +auy, =0, x>0, t>0,
u(x,0) = up(x), x>0,
u(0,1) = g(1), t>0.

Suponiendo a > 0. Sea (x,f) € R x (0, ), fijo. Tenemos
dos casos:

(a) x > at: La curva caracteristica que pasa por (x,?)
intersecta al eje {t =0} enelpuntox—ar >0,y la
solucion esta determinada por la condicion inicial.

(b) 0 < x < at: La curva caracteristica intersecta primero
al eje {x =0} en el punto (0,7 —x/a) (es decir, a
tiempo r —x/a > 0). En este caso la solucién esta
determinada por la condicién de frontera.
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Figura: Casos (a) y (b).
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La solucion al problema es:

(0.1) up(x—at), 0<at<x,
u(x,r) =
g(t—x/a), 0<x<at.

Observacion: Se requiere una condicién de
compatibilidad entre los datos iniciales y de frontera,

Notamos que si se cumple esta condicion entonces la
solucion es continua sobre la recta x = at.
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La solucion al problema es:

(x.1) up(x—at), 0<at<x,
u(x,r) =
g(t—x/a), 0<x<at.

Observacion: Se requiere una condicién de
compatibilidad entre los datos iniciales y de frontera,

Notamos que si se cumple esta condicion entonces la
solucién es continua sobre la recta x = at.

Ejercicio
Encontrar las condiciones sobre ug y g para que la
solucién sea de clase C! (R x (0,)).
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Ley fenomenoldgica de balance

Podemos deducir la ecuacion de transporte a partir de
un principio universal de balance. Sea V C R¥, cond € N,
un dominio arbitrario, abierto y acotado, con frontera dV/,
suave y orientable de manera que podemos aplicar el
teorema de la divergencia.

Ley de balance: se expresa en términos de cantidades
extensivas (masa, momento lineal, energia,) y se postula
en funcion del balance entre la produccion de dichas
cantidades en V y del flujo de las mismas a través de dV.

Hipotesis
Las fuerzas fisicas (externas o materiales) que

transportan, producen o destruyen estas cantidades son
conocidas.
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Sean uy,...,u,, conn > 1, las densidades (por unidad de
volumen) de las variables de estado, u; = u;(x,1).
Denotaremos al campo vectorial (x,) — u(x,t) como el
vector de densidades de variables de estado,

up(x,1)
u(x,t) = : € R".
up(x,1)

Dimension del espacio de variables de estado: n > 1.
Dimension del espacio fisico: d > 1. Suponemos

ue UCR", UCR" abierto, conocido como el dominio
de variables de estado del sistema.
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La cantidad total de la variable u;, 1 < k <n, en el
volumen V atiempo t > 0 es [}, u(x,)dx. De este modo,
el vector,

Ut) = /V u(x,f)dx € R”,

representa la cantidad total (0 masa) de las variables de
estado en V a tiempo ¢ > 0.

El flujo de las mismas a través de la frontera dV esta
determinado por un campo F € R"*¢,

F = F(x,t,u,Vu,...), de la siguiente manera: la cantidad
de la densidad u;, 1 <i < n que fluye a través de un
elemento de superficie dS, sobre dV cuya normal exterior
va en direccion /1 € R? est4 dada por

d
— Y fIn;ds,
j=1
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Se define la componente (i,j) de F, 1 <j<d, 1 <i<n,
como f7:
F=(f', ..., f)er

fleR"conj=1,...,d, son las columnas de F. Asi, la
masa total de las variables de estado que fluye a través de
la frontera de V es

— | FadS,eR"
v

Este flujo total se debe anadir a la cantidad de u que se
produce/destruye dentro de V, ya sea por términos de
reaccion (dependientes de u) o por accion de campos
externos. El resultado es una cuantificacion de dU/dt.
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Términos de balance, produccion o campos externos

Adicionalmente existen interacciones del sistema con
campos externos (por ejemplo, la fuerza de gravedad,
campo eléctromagnético, potenciales quimicos, etc.). Hay
también términos de produccion que dependen de u o de
sus derivadas (tasas de produccion dependientes de la
densidad). Las densidades por unidad de volumen de
estos términos se expresan mediante el campo vectorial
g=1(g1,...,82) " € R". En principio, g = g(x,t,u,...). Si
se trata de campos externos entonces g = g(x,1).

Si g = 0 entonces las variables de estado se conservan
(ejemplo, la densidad de masa en las ecuaciones de
Navier-Stokes).
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El principio de balance se expresa:

du d
“~_= - _ Fh
0 dt/vudx /BV nds, + /ngx,

para todo dominio arbitrario V del espacio fisico.

Si las funciones u y F son diferenciables entonces, por el
teorema de la divergencia obtenemos la siguiente ley
general de balance en forma integral:

/ (u, +div, F — g) dx=0.
1%

Dado que el dominio V es arbitrario y suponiendo que el
integrando es continuo, por el teorema de localizacion
obtenemos un sistema de leyes diferenciales de
balance

u+diveF = g.
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Teorema de localizacidon

Teorema

Sea F' un campo escalar o vectorial, continuo, en un
conjunto abierto Q C R4, Sj para cualquier bola abierta B
contenida en € se cumple que

/BF(x)dx:0,

entonces FF = 0 en Q.
Demostracion: Sea xy € Q, arbitrario. Para cada € > 0 tal
que Be(xp) C Q definimos

1

— F(x)dx|.
Bl Ju "

I = ’F(xo) -
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Por lo tanto

o<1re_|1£| o IP0) <Pl sup [Fla) ~F(2)

Bg(xo XEBe(xp)

Por continuidad de F, concluimos que limg_,g+ I =0, y
por lo tanto, para cada xp € Q

F(xp) = lim —/
( 0 Cen0t |Bg| Be(x0)

Por la propiedad de F se obtiene que F(xp) = 0 para cada
Xo € Q arbitrario. O]
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. 7
Modelacion

¢ Como determinar F'y g? La eleccionde Fy g
determinan el proceso de modelacion.

Ejemplos:

(i) Ecuacion escalar de transporte: Flujo convectivo
Sea el caso escalar, n = 1. Supongamos que un fluido en
movimiento ocupa una region del espacio que contiene al
volumen V. Sea ¢ = ¢(x,1) la concentracion (cantidad
fisica por unidad de masa) de la cantidad extensiva bajo
consideracion, que puede ser, por ejemplo, la
concentracion de una sustancia quimica en el fluido. Si

p = p(x,7) es la densidad del fluido entonces la densidad
por unidad de volumen del quimico es u = pc.
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Supongamos que el campo de velocidades del fluido es
conocido, dado por el campo a = a(x,t) € R. Cuando el
fluido transporta el quimico con dicha velocidad, el flujo
asociado se denomina convectivo. Notamos que el
volumen de fluido que cruza un elemento dS de la frontera
de V en un intervalo infinitesimal de tiempo dt es
a-ndSdt, donde 71 es el vector unitario normal a dS. Como
u = pc es la densidad (masa por unidad de volumen), la
cantidad de masa transportada en la direccion normal 71
por unidad de area y por unidad de tiempo es (a - 71)pc.
Esto implica que el flujo convectivo asociado al transporte
de la sustancia por el fluido es

F = pc(x,Na(x,1) = u(x,)a(x,r) € R3.
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Sustituyendo en la ley de balance obtenemos la ecuacion
de transporte:

(pc); +divy(pca) = g.

En términos de la densidad por unidad de volumen,
u = pc, la ecuacion de transporte toma la forma

U+ divx(ua) =g.

Es decir, F(x,t,u) = ua(x,t) € R? es la funcién de flujo.
Si el campo de velocidades es constante obtenemos

w+a-Viu=g.
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(ii) Sistema de leyes de conservacion

Si la funcién de flujo es nolineal, depende sélo de las
variables de estado, u € R", es decir, f/ = f/(u), 1 <j <d,
y g =0, entonces obtenemos un sistema de la forma

d
w+Y 0uf(u)=0, xeRY >0,
j=1

conocido como sistema de leyes de conservacion.
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Ejemplo: ecuaciones de Euler para un fluido compresible,
3
pr+ Z(ij)x, =
j=1

(pvi): + (pv,v]) +py, =0, i=1,2,3,

~.
Il Mw
-

(ple+31vP) +Z(pv, + 4P +py) =0,
7

donde p = p(p, e) - presion termodinamica, v € R3 -
campo de velocidades, p - densidad de masa, e - densidad
de energia interna. d =3, n = 5.
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Las variables de estado (conservadas) son:

p uj
pvi 7))
u= pv2 = |uz | eR,
pvs Uy
11,,12
ple+ip?))  \us
Las funciones de flujo son:
pvy pyv2 pv3
pvi+p pviva pviv3
F(u) = pviva pvi+p pvavs
pviv3 pvav3 pv3+p
(Ple+3lvP) +pvi (ple+ VA +p)va (ple+31v*) +p)v3
u us Uq
(u2)?/ur +p upuz /Uy upug /g
= upu3 [y (u3)?/ur +p uzliy/uy ;
ol [uy uzlis [y (ug)?/ur +p

uptts fuy + (o /un)p  uzus/uy + (u3/ur)p  usus/uy + (ua/ur)p

con p(u) = p (ur,us/uy — (13 +u3 +ul) /ur) =p(p,e)
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(iii) Ecuaciones de reaccion difusion
Caso escalar, n = 1, varias dimensiones espaciales
x € R4, Consideremos una funcién de flujo de la forma

F=-DVue R?

con D > 0 constante. En este caso lo llamamos flujo de
tipo difusivo y el parametro D se conoce como
coeficiente de difusion o difusividad. Si el término de
produccion es g = g(u), es decir, es un término de
reaccion o reproduccion dependiente de u obtenemos la
ecuacion estandar de reaccion-difusion:

uy = DAu+g(u).
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Ejemplos de términos de reaccion:

e Crecimiento exponencial, g(u) = ru, r > 0 (Malthus)
® Ley logistica de crecimiento, g(u) = ru(1 —u/K)
(monoestable, Fisher-KPP)
e Ley biestable g(u) = ru(1 —u/K)(u/A—1), con
0 <A < K (Nagumo)
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o Curvas caracteristicas
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Ecuacién de transporte en R?

Campo constante de velocidades a = (ay,...,a;) " € R?
y que la densidad volumétrica es conocida a tiempo ¢ = 0,
u(x,0) = up(x). El resultado es el siguiente problema de
Cauchy para la ecuacion de transporte en R:

u+a-Vu=0, xeRY >0,
u(x,0) = up(x), xeR?,
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Ecuacion de transporte en R¢

Campo constante de velocidades a = (a1,...,aq) " € RY
y que la densidad volumétrica es conocida a tiempo ¢ = 0,
u(x,0) = up(x). El resultado es el siguiente problema de
Cauchy para la ecuacion de transporte en RY:

u+a-Vu=0, xE]Rd,t>0,
u(x,0) = up(x), xeR?,

La derivada direccional (en el espacio tiempo) de u en
direccion (a,1) " € R¥*! es el lado izquierdo de la
ecuacion. Esto implica que u es constante a lo largo de
rectas en esa direccién, que llamamos curvas
caracteristicas. Por ende, sea

i(s) :=u(x+sa,t+s).
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Derivando a lo largo de la recta caracteristica obtenemos

dit

I —ut—i-Zaj i =u+a- Vu=0.

Por lo tanto, para cada (x,) € R? x (0,), fijo, tomamos
s = —t para obtener la solucion en forma de onda viajera:

u(x,1) = u(x—at,0) = up(x — ar).
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Derivando a lo largo de la recta caracteristica obtenemos

dit

% —ut—i—Zajax]u—u,—l—a Vu=0.

Por lo tanto, para cada (x,) € R? x (0,), fijo, tomamos
s = —t para obtener la solucion en forma de onda viajera:
u(x,1) = u(x—at,0) = up(x — ar).

Mismos comentarios sobre: regularidad, unicidad, curva
inicial de tipo no caracteristico, etc.
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Problema no homogéneo

Si existen campos externos, cuya densidad es la funcion
conocida g = g(x, 1), entonces obtenemos el problema no

homogéneo:
u+a-Vu=g, xERd,t>0,
u(x,0) = up(x), xeRY,
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Problema no homogéneo

Si existen campos externos, cuya densidad es la funcion
conocida g = g(x, ), entonces obtenemos el problema no
homogéneo:

u+a-Vu=g, xeRd,t>0,
u(x,0) = up(x), xeRY,

¢ Como se definen en este caso las curvas
caracteristicas? Igual. En este caso la funcion u no es
constante sobre ellas, pero la ecuacion diferencial parcial
se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria no
homogénea que se resuelve por integracién directa.
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Definimos ii(s) := u(x+sa,t+s), g(s) := g(x+sa,t+s),
de modo que derivando sobre la caracteristica,
dii

gzu,—l—a-Vu:g(s).

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria que se puede
integrar directamente. La solucion es

i) = ilso) + [ :g<y> dy.

Para (x,1) € R? x (0,) fijo tomamos sy = —t, s = 0 para
obtener:

i(0) = u(x,1) = u(x —at,0) + /jg(y) dy

= up(x — at) —I—/Otg(x+ (y—1t)a,y)dy.
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Ejercicio
Verificar, mediante el método de integracién sobre curvas
caracteristicas, que la solucion al problema mixto

u+auy = f(x,t), x>0, t>0,
u(x,0) = up(x), x>0,
u(0,1) = g(1), t>0.

es.

t
uo(x —at) + fla(s—1)+x,s)ds, 0<at<x,
t—x/a
u(x,1) =

g(tfx/a)+/0tf(a(s7t)+x,s)ds, 0<x<at.

Hallar las condiciones de compatibilidad sobre f, g y ug
para que la solucién sea de clase u € C!
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Coeficientes no constantes

Consideremos el siguiente problema no homogéneo:
ur+a(x,t)-Vu=g, xeRY >0,
u(x,0) = up(x), xeRY,
donde el campo vectorial (x,7) — a(x,t) € R? es de clase

C!. Cada componente a; = a;j(x,1) € C'(R x (0,)),
1 <j<d. g=g(x,t) conocido.

Definicion
Las curvas caracteristicas se definen como las
soluciones & = i(s) a

dx
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Por el teorema de Picard es posible resolver el sistema
caracteristico localmente. Supongamos que (x,) est4 en
una vecindad de la curva inicial, (§,0), es decir, 0 < t < 1.
Sea i(s) la solucién al sistema caracteristico, con

%(0) = &g arbitrario. Si u es solucion de clase C! entonces
definimos:

i(s) = u(X(s),t+mo),  &(s) := g(&(s),+mMo)-

Mo arbitrario. Entonces:

dit dx
= ZoVu) (3
dS (ut + dS u) ('x(s)7s+n0)

= (u+a-Vu)(X(s),s+Mo) = &(s)-
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Resolviendo:
S
i(s) = as0) + | 30)dy.
S0
Seleccionando: s = 0, ) = x, g = —t obtenemos
0
() = 7(0) = u(t(=0).0)+ | 3()dy

= u3(-0)+ [ g2 -y
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Resolviendo:
S
i(s) = as0) + | 30)dy.
S0
Seleccionando: s = 0, ) = x, g = —t obtenemos
0
u(x, 1) = #1(0) = u(k(—1),0)+ /_ )y

= u3(-0)+ [ g2 -y

El problema tiene solucion si es posible resolver el
sistema caracteristico.
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La ecuacién de Burgers no viscosa

Consideremos la siguiente ecuacion:
ur + uuy =0, (B)
conx € R, t > 0y condicion inicial:
u(x,0) = up(x).
Se conoce como ecuacion de Burgers no viscosa.

Prototipo de una ley de conservacion escalar, con
funcién de flujo f (u) = Su?.
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Definicion
Seauc C'(R x (0,T)), T > 0, una solucién a la ecuacién

de Burgers (B). Las curvas caracteristicas asociadas a
dicha solucién se definen como las soluciones & = %(s) a

di

= u(x,s), x(0)=E&), &< R arbitrario.
s

24, 2020,
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Definicion

Seau € C'(R x (0,T)), T > 0, una solucién a la ecuacion
de Burgers (B). Las curvas caracteristicas asociadas a
dicha solucion se definen como las soluciones = x(s) a

|

dx

= u(x,s), x(0)=E&), &< R arbitrario.
s

|

Proposicion

Una solucion de clase C' de la ecuacion de Burgers es
constante sobre las curvas caracteristicas.

Demostracion: Derivando sobre la caracteristica

It t , x — Up x —
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Rompimiento a tiempo finito

Consecuencia: La curvas caracteristica son lineas
rectas.

Sin embargo, la ecuacion es no lineal. Esto da lugar que,
dependiendo de la condicién inicial uq (propiedades de
monotonia), las rectas caracteristicas se pueden
intersectar. En este caso el concepto de solucion se debe
redefinir. La solucion de clase C! deja de tener sentido a
partir del tiempo de interseccion, conocido como tiempo
de rompimiento.

Si ug € C! la solucién de clase C' existe, en general, para
tiempos cortos 0 < t < T solamente. Es decir, la
existencia de la solucion en sentido clasico es local.
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(a) Ecuacion de Burgers no viscosa

14 :
t=0
——t=01
1.2t t=02[]
t=03
t=04
4 ]
> 08f 1
z
S
g
2
3 06} 1
04f 1
02} 1
Y
o .

Figura: (a) Solucién de la ecuacién de Burgers (B) con condicion
inicial uo (x) = exp(x — 1/2)?
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(b) Caracteristicas (¢) Trayectorias de la malla en (x.l)
04 1
035 0.9
0.8
03
0.7
0.25 06
-~ 02 -~ 05
015 0.4
0.3
0.1
0.2
0.05 0.1
0
o 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 1

Figura: Rectas caracteristicas (b) y curvas de nivel (c) de la
solucion.
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@ Interpretacion geométrica. Sistema
equivalente

s
’ %%
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Ecuacion de transporte: interpretacion
geométrica

La solucién a la ecuacion escalar de transporte,
u;+au, =0, x € R, t >0, a > 0 constante y con condicion
inicial u(x,0) = up(x), es la onda viajera

u(x,t) = up(x —ar).
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Ecuacion de transporte: interpretacion
geométrica

La solucion a la ecuacion escalar de transporte,
u;+au, =0, x € R, t >0, a > 0 constante y con condicion
inicial u(x,0) = ugp(x), es la onda viajera

u(x,t) = up(x — at).
Observacion: la solucion esta definida para todo ¢ € R.

Podemos interpretar la solucién como una superficie en
RR3, con parametrizacion (x,t,u(x,t)) C R? incluso para
t < 0. Los datos iniciales del problema estan
determinados sobre la curva en el plano (x,7) dada por

7 ={(£,0): Ec R} C R°.

La IIamaremos curva de datos.
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La curva inicial
! . 3
I ={(,0,u0(€)) : R} CR’,
es una curva en el espacio, la imagen de .# bajo uy(-),
condicion inicial.
De este modo, la solucién al problema determina una
superficie en el espacio,

S={(x,t,ulx,n) : (x,t) e R’} c R

La llamaremos superficie solucién. Claramente .#’ C §.
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Figura: Superficie solucion S para (ET) con condicion inicial
up(x) = Arcsinh(x) + 1.
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El vector normal a la superficie es

Uy
N: U s
—1

por lo que el vector constante (a, 1,0)T € R3 es tangente
a la superficie S en todo punto:

a
N-|1| =auy+u;=0.
0
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Sistema equivalente

Podemos encontrar una curva sobre la superficie que
inicia sobre la curva .#’ cuya tangente sea ortogonal al
vector constante N. Para cada & € R fijo, consideremos
el siguiente sistema caracteristico:

dx o
% =a, X(O) - E.n

di Y

a_ = SC
an 1, #0)=0, (SC)
dil

an - 0, i(0)=uo(§).
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Para cada § € R, el sistema (SC) se puede integrar
directamente, obteniendo:

Xm)=an+¢§, im)=n, ian)=u(g).

Esta es una familia de soluciones. Si hacemos variar
€ € R, tenemos una parametrizacion de la forma

x(n,6) an+§
Z(nﬂi): f(ﬂa‘i) = n ) (ﬂaﬁ) ERZ.
i(n,§) (&)

Z determina una superficie parametrizada por (1,&) € R?
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La normal a la superficie (n,&) — Z(n,&) es distinta de
cero en todo punto:

Xn Xg a 1
Z'] X Z{:' = fn X fg =(1]x
Un ﬁ& 0 u6(§)
up(8)
= | —aup(&) | #0
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La normal a la superficie (1,&) — Z(n,&) es distinta de
cero en todo punto:

W\ () (¢ :
Z,]><Z§:tn><t§:1>< 0
o (8)
= [ —aup(®) | #0
-1

La superficie parametrizada por (1,£) € R? coincide
con la superficie S parametrizada por (x,7) € R?
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En nuestro caso esto es evidente: definiendo t =1,
x =&+ an, se obtiene

S ={(x,t,up(x —ar) : (x,1) € R?*}
= {(an+&m,u(&)) : (n,§) € R*}

Esto se debe a que el mapeo (x,7) — (1,&) es siempre
invertible y de que u = u((&) = uo(x — at). El hecho de
que el mapeo sea invertible (es decir, que el jacobiano sea
distinto de cero),

det (fﬂ f§> = det <1 0> =—1+#0,

significa (geométricamente) que la curva de datos .# no
es una curva caracteristica.
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Método de caracteristicas

Propuesta metodologica:

® Observamos que habriamos podido obtener la
solucién al problema resolviendo el sistema
caracteristico (SC) e invirtiendo el mapeo
(x,2) = (M, ).

e Este sera precisamente el método para estudiar
ecuaciones mas generales con condiciones iniciales
sobre curvas arbitrarias, prestando especial atencion
a la condicion de invertibilidad entre las diferentes
parametrizaciones.

® A esto se le lama método de caracteristicas
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Proxima leccion: ecuaciones cuasi-lineales
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