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1. INTRODUCCION

A partir del axioma de eleccién, vamos a deducir el lema de Zorn y el principio
de maximalidad de Hausdorff. El material de esta nota esta basado en el apéndice
del libro de Rudin [4].

Definicién 1.1. Un orden parcial en un conjunto no vacio X es una relacion
binaria <, definida en X, tal que, para cualesquiera x,y,z € X se tiene lo siguiente:

(a) siz <y yy <z entonces x < z (transitividad);
(b) siz <y yy =<z entonces x = z (antisimetria); y,
(¢) x <z para todo x € X (reflexividad).
Un orden parcial < en X se denomina un orden total (o lineal) si ademds se cumple:

(d) para cualesquiera x,y € X, necesariamente se tiene que x <y, o bien que,
y=<x.

Ejemplo 1.2. R estd totalmente ordenado por <. Para cualquier conjunto E, su
potencia P(E) estd parcialmente ordenado por inclusion, mas no es un orden total.

Observacién 1.3. Un orden parcial en X # @ induce un orden parcial en cualquier
subconjunto £ C X, E # &.

Definicién 1.4. Dos conjuntos parcialmente ordenados, X, Y, se denominan iso-
morfos en orden si existe un mapeo biyectivo, f: X — Y, tal que

r=<y = f(z)=<fly).

Definicién 1.5. Si un conjunto X # @ estd parcialmente ordenado por < entonces
un elemento maximal (respectivamente, minimal) de X es un elemento x € X tal
que el tdnico elemento y € X que satisface x < y (respectivamente, y < xz) es él
mismo. Una cota superior de un subconjunto W C X es un elemento x € X tal
que w < x para todo w € W.

Observacion 1.6. Dependiendo de los conjuntos X y W, la cota superior puede
no existir. Un conjunto parcialmente ordenado X # & puede tener o no tener ele-
mentos mazimales. Ademds, un elemento mazrimal puede no ser una cota superior.
Por ejemplo, R estd totalmente ordenado por < pero no tiene elementos mazima-
les. No todo subconjunto propio, E C R, tiene una cota superior. El unico elemento
mazimal (en sentido de inclusion) de P(X) es X.

Un principio fundamental en teoria de conjuntos se conoce como lema de Zorn.
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Lema 1.7 (lema de Zorn). Sea X # @ un conjunto parcialmente ordenado. Su-
pongamos que todo subconjunto totalmente ordenado de X tiene una cota superior.
Entonces X tiene, al menos, un elemento maximal.

El lema de Zorn es equivalente al axioma de eleccion.

Definiciéon 1.8. Una funcién de eleccion para un conjunto X es un mapeo ¥ :
P(X) — X que asocia, a cada subconjunto no vacio de X, E C X, E # &, un
elemento de E: ¢(F) € E.

En otras palabras, la funcién de eleccién v “selecciona” un elemento de cada
subconjunto no vacio de X.

Axioma 1.9 (axioma de eleccién). Para cualquier conjunto no vacio X existe una
funcion de eleccion.

El lema de Zorn fue demostrado a partir del axioma de elecciéon por Kuratowski
en 1922 [2] e, independientemente, por Zorn en 1935 [5], razén por la que se le conoce
también como lema de Kuratowski-Zorn, sobre todo en paises de Europa del Este
(véase Moore [3]). Una formulacién anterior del lema de Zorn es el principio de
maximalidad de Hausdorff de 1914 [1].

Teorema 1.10 (principio de maximalidad de Hausdorff). Sea X un conjunto no
vacio parcialmente ordenado por <. Entonces existe un subconjunto mazimal (en
sentido de inclusion) totalmente ordenado, A C X . (Es decir, existe un subconjunto
A C X totalmente ordenado por <, con la propiedad siguiente: si AC S C X y S
es totalmente ordenado por < entonces A =S.)

2. DEMOSTRACION DEL PRINCIPIO DE MAXIMALIDAD DE HAUSDORFF

En esta seccién demostraremos el principio de maximalidad de Hausdorff a partir
del axioma de eleccién.

Definicion 2.1. Sea F una coleccion de conjuntos. Decimos que ® C F es una
subcadena de F de ® si estd totalmente ordenada por inclusion (es decir, para
cualesquiera A, B € ® se tiene que A C B, o bien, que B C A).

El siguiente resultado es la esencia de la demostracién.

Lema 2.2 (lema de Zermelo). Supongamos que F es una coleccion no vacia de
subconjuntos de un conjunto X tal que la union de cualquier subcadena ® de F

pertenece a F:
UE eF

Ec®
& subcadena

Supongamos también que g : A g(A) € F, VA € F, es un mapeo g : F — F tal
que A C g(A) para todo A € F y que g(A)\A consiste de, a lo mds, un elemento.
Entonces existe al menos un elemento A € F tal que g(A) = A.

Demostracion. Dado que F # &, entonces fijamos un elemento Ay € F. Definimos
entonces lo que se conoce como una torre. Una subcoleccion F/ C F de F se
denomina una torre con respecto a Ay si satisface lo siguiente:
(1) Ag e F.
(ii) La unién de cualquier subcadena de F’ pertenece a F'.
(iii) Si A € F’ entonces g(A4) € F'.
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Definimos ahora la coleccion
Fi ::{AE.F : AOCA}.

Es facil verificar que F7 es una torre. En efecto, claramente Ay € F; (y por ende,
F1 # &); por lo tanto se satisface (i). Por otro lado, sea ® C F; una subcadena.
Entonces claramente Ay C Ugcq E; ya que A9 C E para todo £ € & C Fi.
Por lo tanto, Jgee F € Fi. Esto prueba (ii). Finalmente, si A € F; entonces
Ao C A C g(A) implica que g(A) € F;. Esto prueba (iii).

Concluimos entonces que la familia de todas las torres de F es no vacia y podemos
definir,

]:0 = m ]:I.
F' torre

Vamos a verificar que Fj es, en si misma, una torre. Dado que Ay € F’ para toda
torre F' entonces claramente Ay € Fo; esto prueba (i). Sea @ C Fy una subcadena
de Fy. Entonces se tiene que E € F’ para toda torre F' siempre que E € ®. Por
lo tanto, £ € Fy para todo E € ® y esto implica que |Jpcq E € Fo para toda
subcadena ®. Esto demuestra (ii). Ahora sea A € Fy. Entonces A € F' para toda
torre F’' y por ende g(A) € F' para toda torre F'. Esto implica que g(4) € Fy y
se demuestra la propiedad (iii) para Fy.

Hemos demostrado que Fy es una torre. Ademds, por construccion, estd claro
que Fy es la minima torre de F. Ahora vamos a probar que, ademds, Fy es una
subcadena de F.

Proposicion 2.3. Fj es una subcadena de F, es decir, Fo estd totalmente ordenado
por inclusion.

Demostracion de la Proposicion 2.3. Definimos el conjunto
I':= {CG.FO :VAe Fy, ACC, obien,CCA}Cfo.

Basta con demostrar que I' es una torre: dado que Fy es la minima torre de F
entonces Fy C I' y concluimos que I' = Fy, es decir, Fy esta totalmente ordenado
por inclusién.

Para demostrar que I' satisface (i), tomemos cualquier elemento A € Fy =
Nz torreF 7 D, €s decir, A € F' para cualquier torre F'. En particular, A € F; =
{A e F : Ay C A}. Por lo tanto, Ay C A para cualquier elemento A € Fy. Esto
implica que Ag € T.

Para demostrar (ii), sea ® una subcadena de I' C Fy. Como Fy es una torre
entonces ® es también una subcadena de Fy y por lo tanto

U= |JB e Fr.
Bed

Tomemos cualquier elemento A € Fy. Si @ es vacia entonces tenemos el caso trivial:
® = @ C I'. Por lo tanto supongamos que ® # @& y sea B € & C I'. Por ser
subcadena, ® estd totalmente ordenada por inclusién. En el caso en que A C B
tenemos claramente que A C B C U. Es decir, si existe B € ® tal que A C B
entonces claramente A C U. Supongamos que A ¢ B para todo B € & C I'. Dado
que A € Fy, por la definicién de I' concluimos que B C A para todo B € ®. Por
lo tanto, U = JgceB C A. Hemos demostrado que para todo A € Fy se cumple
que, 0 A C U, o bien U C A. Esto demuestra que la unién de cualquier subcadena
de T" pertenece a I, es decir, la propiedad (ii).
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Finalmente, para demostrar (iii), consideremos cualquier elemento C € T, arbi-
trario pero fijo (claramente, I' # & ya que Ay € I'). Definimos entonces el conjunto,

O(C):={BeFy: BCC, 6 g(C)C B} CFp.

Afirmamos que para todo C € T', ®(C) satisface las propiedades (i), (ii) y (iii)
de una torre. En efecto, dado que Ag C A para cualquier elemento A € Fy entonces
tenemos que Ag C C € I' C Fy. Es decir, Ay € ®(C). Esto prueba (i).

Por otro lado, sea ¥ una subcadena de ®(C) y consideremos su unién,

=B

Bev

Si B C C para todo B € ¥ entonces claramente Ucc. Suponiendo que esto no es
cierto entonces existe By € ¥ tal que By ¢ C. Pero dado que By € ®(C) entonces
necesariamente g(C') C By C U. Concluimos que, o bien U C C, 0 g(C) C U. Por
lo tanto U C ®(C) para cualquier subcadena W. Esto prueba (ii).

Finalmente, vamos a verificar la propiedad (iii) de una torre para el conjunto
®(C). Supongamos que B € ®(C). Tenemos que demostrar que g(B) € ®(C). En
virtud de que B € ®(C) tenemos dos casos: o bien, (a) B C C, 6 (b) g(C) C B.
En el caso (b), g(C) C B, tenemos claramente que g(C) C B C ¢g(B) ya que
B € ®(C) C Foy Fo es una torre. Por lo tanto concluimos que g(C) C g(B) en
este caso. En el caso (b) tenemos dos subcasos: (by), B = C, o bien (by), B G C.
Si B = C entonces claramente g(B) = ¢g(C). Supongamos entonces que B & C.
Dado que C' € Ty g(B) € Fy entonces, o bien C C g(B), o g(B) C C. Pero por
hipétesis, B ; C, por lo cual C no puede ser un subconjunto propio de g(B) ya que
g(B)\B tiene, a lo mds, un solo elemento. Esto implica que, o bien g(B) = C, o
g(B) C C. Es decir, que g(B) C C. En ambos casos tenemos que, o bien g(B) C C,
0 g(C) C g(B). Esto implica que g(B) € ®(C) y se satisace la propiedad (iii) de
una torre para el conjunto ®(C).

Concluimos que ®(C) es una torre para todo C' € T'. Dado que Fy es la torre
minima y ®(C) C Fy entonces se tiene que ®(C) = Fy para todo C' € T'. Esto
significa que, para cada C' € I' arbitrario, todo elemento A € Fy satisface A C C,
0 g(C) C A. En virtud de que C C g(C) para todo C € T' C Fy C F tenemos que,

Acy(C), o, g(C)CA,

para todo A € Fy. Esto demuestra que si C' € I" entonces g(C) € Gamma, es decir,
I’ también satisface la propiedad (iii) de una torre.

Hemos probado que I' es una torre y, por ende, I' = Fy y Fy estd totalmente
ordenado por inclusién. Esto termina la demostraciéon de la Proposicién 2.3. O

HN

Para concluir la demostracién del lema de Zermelo, definimos A como la unién
de todos los elementos de Fy,
UE.

EcFy
Dado que Fy es una torre y una subcadena (totalmente ordenado por inclusion)
entonces claramente A € Fy y g(A) € Fo. Pero, por definicién, E C A para todo
E € Fy. Esto implica que g(A) c A Ademas, por hipétesis sobre el mapeo g,

Ac g(A) Concluimos que g(A) A. Ademés, claramente, A C Fy C F y con esto
concluimos la demostracion del lema de Zermelo. O
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Vamos a aplicar el lema de Zermelo para demostrar el principio de maximalidad
de Hausdorff.

Demostracion del Teorema 1.10. Sea X un conjunto no vacio parcialmente ordena-
do por <. Sea F la coleccién de todos los subconjuntos totalmente ordenados (por
<) de X. Dado que X es no vacio existe un elemento z¢ € X. El conjunto {z¢} C X
es, claramente, un subconjunto totalmente ordenado. Por lo tanto la colecciéon F es
no vacia. Mas atn, la unién de cualquier subcadena ® C F es totalmente ordenada.
En efecto, sea

= U E,

Ec®
para cualquier subcadena ® C F. Sean x,y € U. Entonces existen subconjuntos
E,,E, € ®tales que x € E, y y € Ey. Dado que ® C F entonces E, y E, son
conjuntos totalmente ordenados por <. Ademds, como ® es una subcadena de F,
sabemos también que ® estd totalmente ordenada por inclusién y por lo tanto, o
bien £, C E,, 6 E, C E,. En cualquier caso, los elementos = y y pertenecen a un
conjunto totalmente ordenado y por lo tanto tenemos que, o bien z < y, 6 y < .
Esto implica que U es totalmente ordenado.

Ahora bien, para cada A € F definimos el siguiente conjunto:

o(A) :={x € A° : AU{z} € F}.

Sea 1 una funcidn de eleccion para X (axioma de eleccién). Definimos entonces el
siguiente mapeo, g : F — F,
#(A) = {Au{wgm))}, Sod)#e
A, si o(A) =@,
Por su definicion, este mapeo satisface las hipétesis del lema de Zermelo:

e g(A) € F para todo A € F,

e AC g(A), y

e g(A)\A cousiste de, a lo mds, un elemento.

Por el lema de Zermelo, existe un elemento A€ Ftal que g(ﬁ) = A. Esto implica
que g(;l) = &. El conjunto A es el elemento maximal buscado. En efecto, sea S € F
un subconjunto de F (y por ende, totalmente ordenado por <) tal que AcCS. Si
suponemos que A ; S entonces existe un elemento x € S tal que x # A. Como S
estd totalmente ordenado por <, entonces para todo elemento a € A se tiene que
a < z, o bien que x < a. Pero esto implica que el conjunto AU {z} es totalmente
ordenado y, por ende, AU {z} € F. Esto es una contradiccién con Q(A) = @. Por
lo tanto concluimos que A=5 y A es el elemento maximal (por inclusién) de F.
El teorema esta demostrado. (]

3. DEMOSTRACION DEL LEMA DE ZORN

A continuacién aplicaremos el principio de maximalidad de Hausdorff para de-
mostrar el lema de Zorn.

Demostracion del Lema 1.7. Sea X # @ un conjunto parcialmente ordenado y su-
pongamos que todo subconjunto totalmente ordenado de X tiene una cota superior.
Por el principio de maximalidad de Hausdorff (Teorema 1.10) existe un subconjunto
totalmente ordenado, A, que es maximal por inclusién. Si @ € X denota una cota
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superior de A entonces el conjunto AU {a} es totalmente ordenado y contiene a A.
Pero, por maximalidad de A, se tiene también que AU {a} C A, es decir, a € A.
Esto significa que a es un elemento maximal de A. Afirmamos que a es también un
elemento maximal de x. Supongamos que existe x € X tal que a < x. Entonces,
aplicando el mismo argumento, el conjunto A U {z} es un conjunto totalmente or-
denado. Por lo tanto, por maximalidad de 4, AU{z} C Ay = € A. Pero esto es
una contradiccién con la propiedad de a de ser un elemento maximal de A. Por lo
tanto, a es elemento maximal de X. ([
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