Analisis Funcional
Semestre 2025-1

Tarea 2: Teorema de categoria de Baire y sus consecuencias. Topologias débil y
débil-*

1. Principio de condensacién de singularidades. Sean X un espacio de Banach, {Yy, }men
una coleccion de espacios normados y 17" : X — Y, n € N, una coleccién de operadores acotados,
" € B(X,Y,,). Supongamos que para cada m € N existe u,, € X tal que

= Q.

lim Sup HTqT(Um)HYm

ne

Demuestra que el conjunto

A= {UGX : h’msupHT,T(u)HY :oo,VmEN},
neN m

es de la segunda categoria en X (es decir, A no es la unién numerable de conjuntos densos en
ninguna parte).

2. Series de Fourier en (Cpe: ([—7, 7)), - [|oc)-
(a) Demuestra la siguiente version del teorema de Banach-Steinhaus:

Teorema 1 (Banach-Steinhaus). Sean X un espacio de Banach y Y un espacio normado.
Sea J un conjunto arbitrario de indices y, para cada « € J, sea T,, € B(X,Y) un operador
lineal acotado, con D(T,) = X, Va € J. Entonces, o existe una constante uniforme M > 0
tal que ||T, || < M para toda a € J, o bien sup,c s || Ta(u)|| = 0o para todo u perteneciente a
un conjunto denso tipo Gs de X.

(b) Sea X = Cper([—,7]) el espacio de Banach de funciones continuas, 2r-periédicas, en la
norma [|ullso = sup,e(_r 4 [u(z)|. Definimos la familia de funcionales (indexada por m € N)

by : X — C, meN,

U (u) = Z % /_7r u(s)e™™ ds.

n=—m

Se probd en clase que ¢, € X*, YVm € Ny que

1 ™
el = 57 [ 1Du(s)lds o

cuando m — oo, donde D,,(z) = Y. ¢in®

e , es el nucleo de Dirichlet. Aplica el teorema
de Banach-Steinhaus probado en (a) para demostrar que existe un subconjunto denso de X,
de tipo Gy, en donde las series de Fourier de todas las funciones (continuas y 27-periédicas)
en dicho conjunto divergen en x = (. Extrapola el resultado para probar que, para cada
x € [—m, 7], existe un conjunto denso E, de tipo Gy tal que las series de Fourier de las

funciones en dicho conjunto divergen en z.



(c) Sea {z;}jen un conjunto denso y numerable de puntos en [—m, 7] (por ejemplo, [—m, 7| N Q).
Sea

o
E=()E, CX.
j=1
Demuestra que E es un subconjunto denso de tipo G5 de X, tal que, para toda u € E, el
conjunto @, C (—m, ) donde su serie de Fourier diverge, es un subconjunto denso de (—m, )
de tipo Gs. Demuestra que existe un conjunto no numerable de funciones continuas y 27-
periddicas, cuyas series de Fourier divergen en algtin subconjunto no numerable de (—m, ).

3. Sea X un espacio normado y W C X un subconjunto. Demuestra que W es acotado si y sdlo si
Sup,ew [¢(w)| < oo para todo £ € X*.

4. Sean X, Y, Z, espacios de Banach. Prueba que si T € C(Y,Z), S € C(X,Y)y T~! € B(Z,Y)
(la inversa de T existe y es un operador acotado), entonces T'S € C(X, Z).

5. Sean X, Y de Banach y T': D(T) C X — Y un operador lineal tal que Ran(7") es cerrado en
Y y existe una constante uniforme M > 0 tal que ||T'u|| > M|u|| para todo u € D(T"). Demuestra
que, entonces, T es un operador cerrado.

6. Sean V., W C X, subespacios cerrados de un espacio de Banach X. Demuestra que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

Nota: La identidad en (c) se entiende en sentido del mapeo canénico entre X y X**.

7. Sea X un espacio de Banach. Una familia de operadores lineales y acotados en X, {S(t)}+>0,
S(t) € B(X) para cada t > 0, es llamada un semigrupo fuertemente continuo (o simplemente un
Co-semigrupo) si se cumplen las siguientes propiedades:

(S1) S(0)=1d.
(S2) S(t)S(s) = S(t+ s) para cualesquiera s,t > 0.

(S3) Para cada u € X fijo el mapeo

es continuo de Ry = [0,00) en X.

Supongamos que {S(t)}+>0 es una familia de operadores en B(X), X espacio de Banach, que
satisface las propiedades de semigrupo (S;) y (S,). Demuestra que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) {S(t)}+>0 es un Cp-semigrupo.



(b) limy; ,o+ S(t)u = u para cualquier u € X.
(c) Existen 6 >0, M > 1y un subconjunto denso D C X tales que

(1) [|S#)||lx—x < M para todo t € [0, 0],
(ii) limy_,o+ S(t)u = u para todo u € D.

Sugerencia: Puedes aplicar el teorema probado en clase (Teorema 1 del 11/09/2024) basado en el
principio de acotamiento uniforme. Enuncia dicho teorema y aplicalo para demostrar que (¢) =

(b), (b) = (a) y (a) = (c).
8. Sea X un espacio de Banach.

(a) Demuestra que una sucesion {up fnen C X converge débilmente a u € X (up, — u si n — o)
si y sélo si {||un|| }nen es acotado en Ry #(u,) — ¢(u) para todo £ € S, donde S C X™* es un
subconjunto del dual tal que span(.S) es denso en X*

(b) Demuestra que una sucesion {¢,},eny C X* converge débilmente- a un elemento ¢ € X* si
y s6lo si {||4]|«}nen es un conjunto acotado en Ry ¢, (u) — ¢(u) para todo u € D, donde
D C X es un subconjunto tal que span(D) es denso en X.

9. Sea X un espacio de Banach separable. Demuestra que existe una sucesién
{€n}nen C OB} = { € X* : ||f||. =1},

que separa puntos en X, es decir, si u € X, u # 0, entonces existe ng € N tal que £,,(u) # 0.

10. (a) Sea 1 < p < co. Sea una sucesion x, = (xﬁi)) = ( o xé),xﬁl),...) en /), para cada

n € N. Demuestra que z,, converge débilmente en £, si y sélo si la sucesién {z,} es acotada

y:c( D 5 20 cuando n — oo para cada j € N.

(b) Sea la sucesién
mn—(l%% 10,0,...), n € N.

ono

(En cudl de los espacios £, 1 < p < 00, es esta sucesién débilmente convergente?

Total: 10 pts.



