Analisis Funcional
Semestre 2025-1

Tarea 1: Espacios de Banach y teoremas de Hahn-Banach

1. Sea u, una sucesion convergente en un espacio normado X. Demuestra que las sucesiones

Un =

(ur +ug+-- +up) € X,

‘,_3\>—‘

Wnp =

2(u1+2uQ+---+nun)€X, n €N,

3

también son convergentes y encuentra sus respectivos limites.

2. Sea X un espacio normado. Dada una sucesién u, en X se dice que la serie ) u, converge a
s en X sila sucesién de sumas parciales s, = 37, u; converge a s € X (||s, — s|| — 0 cuando

. . . s o n .
n — o). Se dice que la serie ) u, es absolutamente convergente si la sucesién rn, = > 7, |[uj|

converge en R.

(a) Demuestra que X es un espacio de Banach si y sélo si toda serie absolutamente convergente
converge en X.

(b) Demuestra que una serie absolutamente convergente en un espacio de Banach X también
converge incondicionalmente, es decir, para toda permutacién o de los indices enteros la serie
n . , .
> _j—1 Uo(j) converge al mismo limite cuando n — oco.

3. Sean X y Y dos espacios normados. Da un ejemplo de un operador lineal y acotado, T' € B(X,Y),
en el que Ran(7T') no sea cerrado en Y. Sugerencia: Considera X =Y =l sobre R, T': oy — lo,
T(z) =y, donde y; = z;/j, j € N, para todo = (x1,x2,...) € 5. Muestra que T es lineal y
acotado y que Ran(T") no es cerrado.

4. Sean X, Y espacios normados y T': D(T) C X — Y un operador lineal. Se define la norma de
T como

1T x sy = [T} := mf{M >0 : |[Tuly < Mlulx, ve D(T)}

[Tully

= sup = sup Tul|ly; = sup Tully ;.

(a) ueD(T){ [l x }(b) ueD(T){H | }(0) ueD(T){H Iv}
u#0 llull x=1 llullx <1

Prueba las igualdades (a), (b) y (c).
5. Sean X, Y espacios normados y 1" : X — Y un operador lineal. Demuestra que:

(a) T es continuo si y s6lo si T~1(B1(0)) tiene interior no vacio (aqui B1(0) = {v € Y : |jv|y < 1}
denota a la bola unitaria en Y).

(b) T es no acotado si y sélo si existe una sucesién u,, € X, n € N, tal que |uy|lx — 0y
| Tuy ||y — oo cuando n — oo.



6. Sean X, Y espacios normados y 7' : X — Y un operador lineal. Demuestra que 7' € B(X,Y)
si y s6lo si u, — u en X (converge débilmente a u) implica que T'(u,) — T'(u) en Y. Nota: en
este ejercicio puedes usar (sin demostrar) el hecho de que una sucesién que converge débilmente es
acotada (esto se probard més delante con Banach-Steinhaus).

7. Sean X un espacio normado sobre un campo K =R 6 C, y £ un funcional lineal definido en X,
0: X =K, con D({) =X,y tal que £ # 0 (no es el funcional idénticamente cero). Demuestra que
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) ¢ es continuo (es decir, £ € X™)
(b) ker(¢) es un subespacio cerrado propio de X.
(¢) ker(¢) no es denso en X.

8. Sea X un espacio real normado. Sea K C X un subconjunto convero de X con la propiedad de
que, para todo u € X, u # 0, existe un nimero real positivo M (u) > 0 tal que

{ANeR: e K}=(—M(u), M(u)).

Sea ug € X\K = K°. Prueba que existe un funcional lineal ¢ : X — R tal que #(ug) > 1y f(u) <1
para todo u € K.

9. Sea /; el espacio de sucesiones reales © = (z1,%2,...), x; € R Vj € N, con norma |z|; =
>_jen [7j| < 0o. Sea log el espacio de sucesiones reales acotadas y = (y1,¥2, . ..) con norma ||yle =

supjen |yl
(a) Demuestra que {o es el dual de ¢; (es decir, son espacios isomorfos, los = £7).
(b) Demuestra que ¢; no es el dual de {.

10. Demuestra que toda sucesién débilmente convergente en ¢; es fuertemente convergente. (Nota:
Esta es una notable propiedad del espacio ¢;: convergencia débil = convergencia fuerte.)

Total: 10 pts.



