Tarea 5 de Ecuaciones diferenciales parciales I

1. Considere la ecuacién biarménica V2V2u = 0 en el plano, donde
V? = aa—; + BB—;Z. Las condiciones de frontera de la ecuacién biarmonica
son u = g(x,y) y % = h(z,y), donde (z,y) pertenece a la frontera del
dominio.

Llamamos funcién armoénica a una funcién que cumple la ecuaciéon de
Laplace en el dominio, VZu = 0.
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a) Muestre que siu; y ug son funciones armoénicas en el dominio 2 C IR*,
entonces

V2V (zu; +ug) =0

y también, que
VAV2 ((r* = rg)ur +uz) =0
donde r? = 22 4 ¢2.

b) Considere la ecuacién biarménica en el circulo de radio ro y con
condiciones de frontera u(ro, 0) = g(0) y 9%(ro,0) = h(6). Considere
la solucién u = (r? — r¢)u; + ug donde u; y uz son como se han
descrito en el parrafo anterior.

1) Muestre que usg|r=r, = g ¥ 2rous + %h:m = h.
2) Muestre que 2rgu; + = 6612 es solucion de la ecuacién de Laplace

en el circulo de radio rq.

3) Si V2us = 0y uz = g en la frontera, escriba us utilizando la
férmula de Poisson.

4) Si V2(2rou; + %%ﬁf) =0y 2rou; + %h:m = h, entonces
escriba a 2rouy + %% utilizando la férmula de Poisson.
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5) Derive uy del inciso (iii) respecto a r y subtituya <2 en (iv). De
esta forma muestre que la solucion de la ecuacién biarménica en

el circulo de radio rg se escribe como:

023 [ e 4,

72 4128 — 2rrg cos(p — )

7T g(p)lro — rcos(p — 0)]
Jr/o [r2 — 12 — 2rrg cos(p — 0)]? d

2. Considere la ecuacién biarmoénica definida sobre un rectanculo de lados
2a y 2b y el centro del rectangulo esta en el origen. Las condiciones de
frontera son u = 0 en todas los lados del rectangulo salvo el lado inferior
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del rectdngulo donde u(z, —b) = f(z) para —a < x < a,y 5 = 0 en el
rectangulo.

Utilizando la transformada de Fourier encuentre la solucién de esta ecua-
cion.



3. Considere el problema siguiente:
Vaul(z,y) + k*u(z,y) =0 x€[0,1], y € [0,1]

con las condiciones de frontera tales que v = 0 en los lados inferior, derecho
e izquierdo del cuadrado que representa la frontera y u(z,1) = f(z) en el
lado superior del cuadrado donde f(0) = f(1) = 0.

Utilizando el método de serparacién de variables encuentre la solucién del
problema.



