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Preliminares

Preliminares

Una ecuacién diferencial auténoma con retardo discreto esta dada por la
ecuacién diferencial funcional

a(t) = F(ut) (1)
donde
e F:Cphr — R",
@ 7 > 0 el mayor de los retardos,
o u(0) = u(t+0) para 6 € [—T,0].
Una reformulacién de (1) sobre el espacio de Banach
BChr={tv=90+Xol:9p€Chr, E€R"}=R"%xCp,
Id,, 6 =0
Xo(0) = { 0, 0 e [-7,0).
1¢llsen- = llelloo + €]

permite un estudio similar a la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias
(ver [S. Guo et al., 2013] y [J. K. Hale et al., 1993)).
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Ejemplos

Ecuaciéon de Wright
X'(t) = —Bx(t —1)[1 +x(¢)], >0
Ecuacién ctbica de lkeda
X(t)=B(x(t—1)—x*(t—1)), >0
Sistema artificial de dos neuronas

{ x(t) = —x(t) + btanh(x(t — 7)) + a2 tanh(y(t — 11)),
y(t) = —y(t) + btanh(y(t — 7)) + a21 tanh(x(t — 7)),

Ecuacién e-perturbada de Wright dependiente del estado
X'(t) = =Bx(t — 1+ ex(t)) — Bx(t)x(t = 1), B>0

_ Mét. de Param. en DDE's 18 de Marzo de 2021

3/22



Ejemplos

Ecuacién de Wright

F(&,¢) = —Bp(-1)(1+¢)

Ecuacién cubica de lkeda

F(&,9) = B (p(—1) — ©*(-1))

Sistema artificial de dos neuronas

. —51 + btanh(gol(—T)) + a1o tanh(cpg(—n))
Fleo)= <—52 1 banh(pa(—7) + an tanh(wl(—fz))>

Ecuacién e-perturbada de Wright dependiente del estado
F(& 9) = —Bo(—1+ €€) — BSp(—1)
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Preliminares

Es posible reescribir (1) como una ecuacién diferencial ordinaria sobre

BCS = {p+ Xo& € BC1 : ¢(0) = £}

de la forma J
U= FU)
dondet = (6, 7 (6.) = (757 con € =ute) y o = . (v
do

[J. D. Mireles James et al, 2017])

Los eigenvalores de la linealizacién de (1) forman un conjunto infinito
numerable cuya distribucion se refleja en el hecho de que dado cualquier
real p, hay un ndmero finito de eigenvalores A tales que R(\) > p.
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Figura: Distribucidn de los eigenvalores de la ecuacidn de Wright.
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Método de la parametrizacién

Método de la parametrizacién para variedades locales
inestables

Sea u® un equilibrio hiperbdlico de (1) con flujo ¢. Consideremos
Als. .., Am eigenvalores inestables de DF (u°) de multiplicidad 1 con

&1, ...,&m sus eigenvectores asociados y B™ la bola abierta unitaria en R™
(o en su caso C™)

Mapeo conjugante

Decimos que un mapeo suave P : B™ — BC‘{{T €s un mapeo conjugante
para WY _(u®) si
0 .
P(0) = u°, 55 PO =¢, Jjefl....m} (2)
0j

y
d(P(o1,...,0m), t) = P(eMtoy, ..., e o)
para todo o = (01,...,0m)" € Byt > 0 que satisfaga
(eMtoy, ..., e toy) Tepm
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Método de la parametrizacién

R™ RrR™
L, ) = (eMiay,. ., |

Figura: El mapeo P conjuga la dindmica de la variedad inestable del flujo lineal
generado por los eigenvalores inestables (imagen tomada de
[J. D. Mireles James et al, 2017])
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Método de la parametrizacién

La imagen de P es una variedad local inestable

Si P es un mapeo conjugante, entonces la imagen de P es una variedad
local inestable del equilibrio u°.

Ecuacidn de invarianza

Supongamos que P : B™ — BC{{T satisface la condicién (2) y

FPo) = Ajajaijp(a) 3)
j=1

para toda o € B™, entonces P es un mapeo conjugante.
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Método de la parametrizacién

Notacion
Si
A =diag (M1,...,Am)

entonces la ecuacién de invarianza (3) es equivalente a

F(P(c)) = DP(o)No. (4)
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i Qué pasos sigo para calcular la variedad inestable local
del equilibrio ¢4° ?

Debemos conocer Ay, ..., Ay, eigenvalores inestables de DF (UO) de
multiplicidad 1.

En consecuencia se deben conocer los eigenvectores asociados, que son de
O Ame) T cl
la forma (fl,éle 1') e (ﬁm,gme ’"') € BCT,.

Se asume P analitica y entonces desarrolldndola en serie de potencias

Plo) =Y Pyo7, P, € BCS,
Iv1=0
donde P = (p,P)" € BC{{T, cony=(V1,---,7m) € N,
h/‘ =M+ +Ym
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Método de la parametrizacién

Se puede ver también que

T
Py = (py, Py)
El significado de DPAo, usando (3) corresponde a

[e.9]

DP(o)Ao = Z (A-y)a"P,
[71=0

De acuedo a la ecuacién de invarianza (4)

F(p(o), P(o)) B Dp(c)Ao
( ip(g) ) - <DP(O‘)/\O‘) (5)
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Método de la parametrizacién

De la segunda componente se deduce que para cada

cuya solucién es
Py(s) = P5(0)e 7

Usando el hecho que buscamos P en BC{{T
Py(s) = P“/e(/\q)s

Por lo que resolver la ecuacién de invarianza (5) es equivalente a hallar
todos los coefficientes p, € C tales que

Iv|=0 Iv|=0 [v[=0
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Método de la parametrizacién

Ejemplo: variedad inestable 2-dimensional para la ecuacidn
de Wright

X'(t) = =Bxe(=1)[1 + x(0)]

Consideremos el equilibrio u® = 0. Los eigenvalores satisfacen
A+Be =0

Para 5 < f3 < 37 ¢l equilibrio posee exactamente dos eigenvalores
inestables (compIeJos conjugados) A = (A_, A;). Notemos que

> = . _ ERNNC)
F (Z pyo’, > pre? ”)°0”> =-8 Z (p e M+ Z pywpyee )

[v|=0 [v|=0 [v|=0 FD 4=
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Método de la parametrizacién

Ejemplo: variedad inestable 2-dimensional para la ecuacidn
de Wright

Usando las condiciones tangenciales

poo =0,  p1o = po1 = &o

donde de momento £y € R es arbitrario podremos calcular

p @
py=— — > papee ™
- + Be (A7) Y Py
(A7) +5 MONBVC
o<y <|y|

para v € N2
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Método de la parametrizacién

a=2.2 con & =1.05

A_ =0.24151 — 1.71102/ y Ay = 0.24151 4 1.71102/
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Variedades inestables

Hay un nimero finito de eigenvalores inestables y por lo tanto la condicién
de no resonancia se verifica en un ndmero finito de casos.

Variedades estables lentas
Podriamos intentar obtener la variedad estable lenta generada por el par
de eigenvalores estables mas cercano al eje imaginario.

El problema es comprobar la condicién de no resonancia sobre el conjunto
de todos los eigenvalores estables (que es inifnito numerable.)
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Ecuacién de Wright

8 =022
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Ecuacién de Wright

@ 4

8=
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Ecuacidn cubica de lkeda

B =129
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The End
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