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1. MOTIVACION

Nos interesa discernir cuando un espacio de Sobolev estd contenido en otros
espacios de funciones. En esta seccién vamos a demostrar desigualdades de tipo
Sobolev (véase, por ejemplo, el teorema de encaje de Sobolev visto en clase para el
caso 2 = R") las cuales nos permiten, por densidad, establecer las inclusiones (o
encajes) de forma secuencialmente continua.

Por ejemplo, sean 2 C R", abierto y u € WHP(Q), 1 < p < oo. {Pertenece u a
otro espacio de Sobolev W4(2), para cierto q? La respuesta depende de los casos
siguientes:

I 1<p<m,

() p=n,

() n < p < 0.

Supongamos, por el momento, que 1 < p < n (caso (I)) y consideremos 2 = R™.

Nos preguntamos si una desigualdad del estilo

[ullzon) < CllDul[Lr@n), Vu € Cg°(R™), (1)

con C' > 0, constante independiente de u, es cierta. Primero observamos que g no
puede ser arbitrario en ese caso.

Proposicién 1.1. Si (1) es cierta entonces, necesariamente,

n n
1—-——==0. 2
b q (2)

Demostracion. Suponiendo que (1) se cumple, tomemos u € C§°(R™) y no idénti-
camente cero. Entonces para cada A > 0 definimos el siguiente escalamiento,

ux(z) == u(Azx), x € R"™.

Haciendo un cambio de variables en la integral obtenemos
[urllZo@ny = /Rn [u(Ae)| dz = X" u]|F g gn-
Anélogamente
[ D[y s gny = /Rn |Du(Az)[P dz = X~ (| Dul], -

Dado que uy € C§°(R™), sustituyendo en la desigualdad (1) obtenemos

[l Lagrny < CAYTP79 Dull Lo goy,
1
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Notamos que si p := 1 —n/p —n/q # 0 entonces podemos llegar fdcilmente a una
contradiccién tomando A — co o A — 0T. Por ejemplo, si p > 0 entonces

A
| Dul| pa(gny > THUHM(R”) — 00,

si A = 07, lo cual es incompatible con u € C§°(R™). Similarmente, llegamos a una
contradiccién en el caso p < 0 tomando el limite cuando A — oo. Asi, concluimos
que si (1) es cierta entonces p = 0. O

Esta observacién motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.2. Si 1 < p < n entonces el exponente critico de Sobolev de p se
define como

* np
= . 3
- (3)

Claramente, el exponente critico de Sobolev satisface la condicién necesaria (2)
con ¢ = p*. Vamos a demostrar que, en efecto, la desigualdad del tipo (1) se cumple
para cualquier funcién de prueba.

1.1. Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.

Teorema 1.3 (desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev en C§°(R™)). Sea 1 <
p < n. Entonces existe una constante C = C(p,n) > 0 (independiente de u) tal que

lull o= mry < CllDull L @n), 4)
para toda u € C§°(R™).

Observacion 1.4. La hipdtesis del soporte compacto de la funcion es indispensable:
la funcion uw = 1 € C™ viola la desigualdad (4), evidentemente. Sin embargo, es
importante senalar que la constante C = C(n,p) es independiente de u y, por lo
tanto, de su soporte.

Demostracion del teorema 1.3. Comenzamos con el caso p = 1. Si u € C§°(R"™)
entonces para cada 1 < j < n tenemos que

i Ou
U(:Z?):/ %(121,...,xj_l,y,xj+1,...,xn)dy.
— 00 5

Por lo tanto,

oo
lu(z)] < / |Du(z1,.. ., i1, Y5, Tjti,- - Zn)| dyj,

— 00

lo cual implica, a su vez, que

— 00

n_ n 00
|’U,({IT)|7L*1 S H |:/ \Du(xl,...,xj,l,yj,xjﬂ,...,xn)|dyj
j=1
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Integrando en —oo < 7 < 0o obtenemos,

1

o0 n_ oo N ) po—
/ |u(a:)|n—1 dajl S / H |:/ |Du($1,...,xj1,yj,$j+1,...,xn)|dyj} d.’l?l

—o0 —o0 ;1 L/—oo
o, 1
oo oo e n—1
:/ {/ |Du(y1, - .., zn |dy1] H {/ | Du( xl,...,yj,...,xn)|dyj] dx
1 - 1
o0 AT oo Moo =
= {/ |Du|dy1] / H {/ |Du(a:1,...,yj,...,xn)|dyj} dxy.

(5)

Aplicando la desigualdad de Hélder y procediendo por induccién sobre m € N,
es facil demostrar que si pl_1 +.+pt =1y u, € LP(Q), 1 < k < m, Q abierto,
entonces

m
/ g - U | dae < H HUkHka(Q)
Q@ k=1

Asi, aplicando esta desigualdad a las funciones
o0
uj = {/ |DU(1‘1,---75'3j—1,yja33j+1,---7$n)|dyj] >0,
— 00
con j=2,...,ny =R, podemos estimar
n

00 n o 1/p;
/ az-~-andx1<H||uj||m<_oo<m<oo>=ﬂ[ / ujlpfdxl}

j=2 o

1

n [oe] oo pj/(n_l) .
j=2 —0o0 —00

n—1

H/ / |D'U/((E1,...,yj,...,l'n)|d$1dyj )
j=27 =00/ —o0

donde pj =n—1para j=2,...,n, p2_1+ .+ pt~! =1y au; € LPi. Sustituyendo

esta desigualdad en (5) se obtiene

/m (@) [T day < [/ |Dudy1} H/ / Duers. . Yy )| dar dy;
(6)
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Integrando la desigualdad (6) en —oo < x9 < 00 obtenemos

[ ) oo,

S o ﬁ n 0o 0o n—1
< / [/ Du|dy1} H/ / |Du(z1, ..., Yj, ..., Zn)| dz1 dy; dxsy
1
o0 o0 n—1
< {/ / | Du| dzxq dyg] X
— 00 — 00 .
I 1
0o 0o p—) 0o 0o
X / {/ |Du|dy1] H/ / |Du(z1,..., Y5, .., %n)| dz1 dy; dzo
—c0 —c0 j=37 00 J—0o0
0o 0o ﬁ oo n 1
= {/ / | Dul day dyg] / 12" da,
—o0 J—0 —00 i
J#2
donde

I ;:/ |Du|dy1, Ij Z:/ / |DU|dI1 dyj, j= 3,...,n.

Aplicando nuevamente la desigualdad de Holder al producto con j > 3 se tiene
que

/ / |u(z)|n—1 dzy dag < [/ / |Dul| dxq dyg} {/ / | Dul| dy, dI2:| X
o W L
e 0o 0o n—1
X H {/ / / |Du| dz1 dy; dZ2:| .
j=3 L/ =00 J—00 J—o0

Procediendo recursivamente e integrando con respecto a x3,x4,...,T, € R se
puede demostrar por induccién que

P - -
e 2l - n

Notese que esta desigualdad es precisamente la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev (4) en el caso p = 1, en virtud de que 1* = n/(n—1). Observamos también
que la constante involucrada en (4) es C' = C(n,1) =1 (en el caso p = 1).
Consideremos ahora el caso 1 < p < n. Aplicamos la desigualdad en el caso
p =1, es decir,
ful| o <||Dullpren),  VueC5(R"),
Ln—1 (R™)

0

a la funcién v := u” con 6 > 1 para cualquier u € C§°(R"™). El resultado es

n—1

On 1 n
[/ |u|n—1] < [ bt
n RTL
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Aplicando la desigualdad de Holder con ¢ = p/(p — 1) obtenemos

p—1

on 1T (0—1)p D 1/p

[/ |u|n1] < 9/ |u|? [ Du| dz < 6 / |lu| P~ dx [/ | Dul? dx} .
n ]R'n, " n
Escogiendo
0:= Ln_ D > 1,
n—p
reconocemos que
w_ On _(6-1)p

p Th_1 p—1"

. 1/p* 1/p
[/ |u|P dx} <6 [/ | Du P dx} )

es decir, obtenemos la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (4) con cons-
tante C(n,p) = p(n — 1)/(n —p) > 0 para el caso 1 < p < n. El teorema esta
demostrado. O

Teorema 1.5 (desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev en W1P(Q)). Sea Q C
R"™ abierto, acotado y con frontera de clase Ct. Sean 1 < p < n yu € WHP(Q).
Entonces

y por lo tanto,

ull o= @) < Cllullwrr(e), (7)
para cierta constante C = C(Q,p,n) > 0, independiente de u y donde p* = np/(n—
p). En particular, tenemos el siguiente encaje secuencialmente continuo,

WhP(Q) — LP" ().

Demostracién. Dado que € es acotado y 9Q € C!, por el teorema de extensién
(visto en clase) para cada u € W1P(Q) existe @ := Eu € WHP(R™) tal que:

e u=1c.d.s. en

e i tiene soporte compacto en R™,

o [[aflwrr@n) < Cllullwre).-

Dado que @ tiene soporte compacto, podemos aplicar el teorema de aproximacién

local (visto en clase) y deducir la existencia de una sucesién u,, € C5°(R™), m € N,

tal que u,, — @ en W1P(R™). Aplicando la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev a elementos de la sucesién (teorema 1.3) notamos que

Hum — ’LLlHLp* (Rn) < CHUm — UlHWLp(Rn) — 0,
para [, m — co. Por lo tanto, la sucesién u,, es de Cauchy en L?" (R") y deducimos
la existencia de u € LP (R™) tal que u,, — & en LP (R™) si m — oo. Por unicidad
del limite
Uy, — Uy en LP (R™), m — oc.
De este modo, por la desigualdad (4) para elementos de C§°, obtenemos
@l o= gy <= lumll Lo @ny < CllDum|lLe@ny = Cl| Dl Lo @n),

cuando m — oo. Asi, dado que @ = u c.d.s. en Q y por el teorema de extension,
obtenemos

ull Lo 0y < Nll g+ @y < CIIDE porny < Clliallwrogey < Cllullwroy,

que es lo que se queria demostrar. [



6 RAMON G. PLAZA

Observacién 1.6. Si 1l < p < n entonces p* = np/(n — p) = oo cuando p — n~.
Por la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (7) podriamos esperar que u €
L>(Q) siempre que u € WH™(Q). Esto es falso. Como contraejemplo, tomemos
Q=B)(0) CR*y

u(z) = loglog(‘ |) r € R2.

Claramente u ¢ L>(By/2(0)) ya que u(z) — oo si x — 0. Sin embargo, u €
H'(B1,2(0)) (ejercicio).

1.2. Desigualdad de Morrey. A continuacién analizaremos el caso (III), n <
p < oo. Vamos a demostrar que si u € W1P(£) entonces u coincide c.d.s. con una
funcién Holder continua para un cierto exponente de Holder « apropiado. Para ello,
primero demostraremos la siguiente desigualdad, conocida como la desigualdad de
Morrey, para funciones en C!(R™)

Teorema 1.7 (desigualdad de Morrey en C'(R")). Sea n < p < oo. Entonces
existe una constante C = C(n,p) > 0 tal que

l[ullcos®ny < Cllullwir@n), (8)
para todo u € C*(R™), donde

'7::1—Q>0.
D

Demostracion. Sea B.(x) C R™ para cierto € R™ y radio r > 0. Probaremos que
existe C' > 0 tal que

1 [Du(y)|
lu(z) —u(y)|dy < C Tt 4, (9)
|Br| JB, () B, (z) T —y|"t
para todo u € C1(R"). Sea z € B1(0). Entonces, para cada 0 < s < 7 tenemos
que

S

u(+sz)—u(z)] =

d
; iu(m +t2) dtl =

S S
/ Du(x +tz) - z dt’ < / |Du(x+tz)| dt.
0 0

Por lo tanto,

s ds,
/ lu(z + s2) —u(z)|dS. < / / " Du(x + t2)| o=
B1(0) 9B, (0) t

D
/ / Puw) o g
OBy (x) |z -y
D
:/ 7| ul )71 dy
B.(x) 1T —y|™
D
S/ L@{ldy,
By (z) |z —y|"

tras haber realizado el cambio de variables y = x + tz y en vista de que Bg(x) C
B,(z). Multiplicando por s"~! e integrando en s € (0,r) obtenemos

[ 1/331@) e+ 52) @)l s ds = | i)~ utw)ldy

< IDu(y)I1
n Jp. () 1T —y[""
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lo cual implica la desigualdad (9) con C' = r"/(n|B,|).
Ahora, sea x € R™, fijo. Aplicando la desigualdad (9) y la desigualdad de Holder

con p~t 4+ ¢! =1, se tiene que,
) < gy [ ) —u@ldy s [ g
1/p 1/q
= C/Br(z) |x|D—uy(|Zi)|1 W+ IBlr\ (/BT(I) ()l dy) (/Br(x) dy)
= C/Br(x) mdy + BT ul Lo 5, (a)) -

Escogiendo r = 1 y aplicando nuevamente la desigualdad de Hélder con p~'+¢~ ' =
1 obtenemos

— oyt dy + | B~ o8, (o))

Bl(w) |Jj

1/p d 1/q
Y —1+1/
<c([ puwpa) ([ ) B
( B (x) B1(a:) |1'7y|(n71)q (Ba( ))

< C(n.p) (I Dulory + lull oy ).

donde hemos reconocido que la integral

/ Ay / dy e
By (x) “r - y|(n71)q B By () |{ZZ - y‘(”*l)P/(Pfl) ’

existe, en virtud de que (n — 1)p/(p — 1) < n siempre que p > n. Como = € R™ es
arbitrario, obtenemos

sup [u(x)| < C(n, p)l|lullwre@n).- (10)
z€ER™
Finalmente, consideremos z,y € R™ arbitrarios, tales que x # y. Sea r := |z —

y| > 0. Definimos el conjunto B := B,.(x) N B,(y). Por lo tanto,

1 1
u(z) —u(y)] < B/~ u(e) — u(z)[dz + |B|/ u(y) — u(z)| d=.

Aphcando las demgualdades ) v de Holder, tenemos la estimacién

D

5 [ o) - o) < o[ P,

|B| IB | /5 Bo(a) [T — 2"
1/p i (r—1)/p

z
p
<C </B,,,(m) |Du(z)| dz> (/B,.(w) T Z|(n—1)p/(p—l)> .
Pero

/ dz 7/ // _dse
R e T R P T 1p/<p D ey PP/ 1) P

|8Bl|/ p<n T

— Crp—n)/(p—1)
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Definicién 1.8. Decimos que una funcion medible, u, : 0 — R, es una versién de
otra funcion medible u : Q — R si u = u, c.d.s. en (.

Teorema 1.9 (desigualdad de Morrey en W1P(Q)). Sea Q C R™ abierto, acotado,
con frontera 0Q de clase C1. Seann < p < co yu € WHP(Q). Entonces existe una
version u, € C%7(Q) de u con v =1—n/p que satisface
[usllcon (@) < Cllullwrr), (11)
para cierta constante = C(p,n, Q) > 0 independiente de u.
Demostracion. Dado que 0Q € C!, por el teorema de extensién existe @ := Eu €
WLP(R™) tal que:
e u=1uc.d.s. en Q,
e 1 tiene soporte compacto en R",
o ||lullwrrrn) < Cllullwrr )
Supogamos, primero, que n < p < oo. Dado que u tiene soporte compacto, por
densidad existe una sucesién u,, € C§°(R") tal que u,, — @ en WP(R"). Por el
teorema 1.7 tenemos que

1t — wel|comr@ny < Clltm — wellwrr@ny — 0,

con v = 1—mn/p si m{ — oo. Es decir, u,, es una sucesién de Cauchy en
CO1=n/P(R™), espacio completo. Entonces deducimos que existe u, € C%1="/P(R™)
tal que u,, — u, en C%'="/P(R™) cuando m — oo.

Para verificar que u, = @ c.d.s. en R™ observamos que @ tiene soporte com-
pacto y u,, € C°(R™) con u,, — 4 en WHP(R"). Entonces podemos escoger una
subsucesién u,, tal que supp (u,,),supp (@) C K con K compacto. As{ tenemos que

[us(z) — u(2)] < [us(@) — um ()| + |um(z) — a(z)|
< ||u* — um”CO,l—n/p(]Rn) +][ |Um — ﬂ‘ dx
K

Estimando la tltima integral se tiene, con p~! + ¢~ ' =1, que

1 1/p 1/q
][ |um—udx§[/ |um—u|pdx] [/ dm]
K K] [/k K

< KM, — | o (10

= K| P, — Gl oz

= C()um — ullwremn)-
Sustituyendo, obtenemos que

sup |u.(z) — u(2)] < [lux — Uml[cor-n/p@n) + Clltm — @llwrr@ny =0,
zeR”™

si m — oo. Esto implica que u = u, c.d.s. en R"; en particular, u, = u c.d.s. en Q.
De este modo,

HumHCO,l—n/p(Rn) < C(Q)”um”Wl,p(Rn);
tomando el limite cuando m — 0o se tiene que
sl o amqany < C@)alwrogen) < COLnp)allwin).

es decir, obtenemos (11). El caso p = oo se deja al lector como ejercicio. O
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Observacion 1.10. Dado que u = u, c.d.s. a partir de este momento no distin-
guiremos entre las distintas versiones de u. El teorema 1.9 es importante porque
implica que si p > n entonces toda funcion en WHP(Q) es continua (mds precisa-
mente, tiene una version Holder continua con exponente v =1—n/p).

Observacién 1.11. Obsérvese que, por definicion de la norma || - ||coa—n/», Se
tiene también la estimacion

[ull @) < llull cor-n/v @)
En consecuencia tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.12. Si Q C R" es abierto, acotado, con 9Q € C' entonces en el caso
p > n la inclusion WHP < L>°(Q) es secuencialmente continua con

ull L ) < Cllullwrrq),

para toda u € WHP(Q) y con C > 0 independiente de u.
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