Algebra Lineal 1
Tarea 6

1. Calcula det A en los siguientes casos:

2 —1
(a) A= 3 4
1 -1 0
(b) A= |3 4 =2
0 1 -3
2 —2 1 —1
0 -1 0 4
() A=13 | 5 o
12 -1 2

2. Demuestra que:
(a) A € M,x,,(F) es invertible si y s6lo si AT A es invertible.

(b) Si A € M,,x,,(R) es anti-simétrica, es decir, AT = —A, entonces det A = (—1)"det A.
. Qué pasa si n es impar?

(c) Si A € M,,x,(R) es anti-simétrica entonces

det(A — I,) = {> 0, sines par,

< 0, sinesimpar.

3. Sean u,v € F" tales que v*u # 1. Demuestra que
det(I, — uv*) =1 —v*u.

Sugerencia: Observa que

I, O |I,—w* wu||l, Of |1, Uu
—v* 1 0 1 [o* 1| |0 1—v*ul"

4. Sin calcular el determinante, demuestra que

sina cosa sin(d + )
det |sinfs cosf sin(f+9)| = 0.
siny cosy sin(y+0)

5. Para cada una de la siguientes matrices A, calcula det A. Si det A # 0 entonces calcula
también la inversa, A~! = (det A)~'adj(A).



1 —1

[2 0 3
b)A=|0 3 2

2 0 -4

1 3 0 -1

2 5 2 _9
() A=1"9 % o 2

1 8 -2 3

6. ;Cierto o falso? Determina si los siguientes enunciados son ciertos o falsos y justifica tu
respuesta: en el primer caso, demuestra el enunciado; en el segundo, da un contraejemplo.

(a) Si A € M,,»n(F) y B € M, 5, (FF) se obtiene multiplicando cada renglén de A por el
nimero de renglén (es decir, si [B;; := i[A];; para 1 <i,j < n) entonces

1
det B = ") qep )
1+aq Qs an,
aq 1+ as Qp,
(b) det , =14ay+as+ ...+ a,, para cualesquiera a; € I,
aq Qs [N 1 + Qy,
1<i<n,neN

(c) Si A, B € M5, (IF) son tales que det A = det B entonces det(A + B) = 2det A.

(d) Si los elementos de cada renglén de una matriz A € M,,«,(IF) suman cero (es decir, si
> i—1[Alij = 0 para cada 1 < i < n) entonces det A = 0.

(e) Si A€ M, x,(F) entonces det(adj(A)) = (det A)".

7. Aplica la regla de Cramer para encontrar la solucion a los siguientes sistemas de la forma

Az = b:
(2 —4 8
@ a-; 1},5_[5}
2 —1 3 5
(b) A= 2 —1|,b=|0].
1 4 1 6
(4 1 1 1 6
37 -1 1 1
() A=1, 3 5 g[0=]_3
11 1 2 3




8. Sea vq,...,v, una coleccién arbitraria de vectores en R". Para cada 1 < k < n, sea M),
la matriz de k X k cuya entrada (i, j) es [My];; = v, v;, para cada 1 <4, < k. Si w, es la
proyeccién ortogonal de v, sobre el complemento ortogonal de S,,—1 = span{vy,...,v,_1}, es
decir, w,, = v, — projs, ,(vy,), demuestra que

det M,, = |jwy,|* det M,,_;.
9. Sean A € M,,xn(R), u,v € R™
(a) Demuestra que existen a, b € R tales que det(A+suv') = a+ sb, para cualquier s € R.

(b) Demuestra que si det A # 0 entonces podemos escoger a = det Ay b= (det A)(v" A™1u).

Sugerencia: Observa que la matriz

UV - ULUp
B=uw' =

UpU1 -+ UpUp
es singular.

10. Suponiendo que x es la solucién del sistema Az = b donde A es una matriz invertible.
Suponiendo que b se midi6é en un experimento y que esta sujeto a errores de magnitud € en
su i-ésima componente, se quiere conocer el efecto que tiene en la exactitud de x. Para tal
efecto, supongamos que b cambia a b’ = b + €é;.

(a) Demuestra que z cambia en eA™1é;.

(b) Usa la regla de Cramer para encontrar una expresién en términos de € y de determi-
nantes para el cambio de la j-ésima entrada de x, donde 1 < j < n.

Total: 10 pts.



